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CZY PROBLEM BIFURKACJI W MECHANICE GRUNTOW JEST
WAZNY?

Streszczenie. W artykule przedstawiono zastosowanie hypoplastycznego prawa
konstytutywnego do przedstawienia pewnej klasy zagadnien zwigzanych z bifurkacja rozwigzan
zagadnien brzegowych. Sformutowano podstawowe twierdzenia i definicje teorii bifurkacji, za
pomoca ktérych, w dyskretnych punktach kwadratury Gaussa, istnieje mozliwo$¢ stwierdzenia
wystepowania punktéw bifurkacji. Wykrycie punktu bifurkacji w obszarze rozwigzania pozwala
okresli¢ warunki tworzenia sie lokalizacji deformacji.

IS THE BIFURCATION PROBLEM RELEVANT IN SOIL MECHANICS?

Summary. A general form of hypoplastic constitutive equation utilized for formulation of
specific bifurcation theory is presented. Some important theorems and definitions of possible
bifurcation point and bifurcated solutions are drawn up. The procedure of bifurcation points
presented in its computational form can be realized at least at the discrete Gauss points at which
the localization of deformation might be possible. The relevancy of the bifurcation problem is
underlined and its applicability in finite element methods is appreciated.

1. Wprowadzenie

W ostatnich latach znacznie wzrosto zainteresowanie dynamikg uktadoéw opisanych
réwnaniami nieliniowymi. Dotyczy to roznej natury uktadéw fizycznych, chemicznych,
biologicznych, demograficznych i wielu, wielu innych. Grunt jako skomplikowany o$rodek pod
wzgledem opisu mechanicznego posiada nieliniowg charakterystyke naprezenie-odksztatcenie.

Zatem, réwnania opisujace stany réwnowagowe sg réwniez nieliniowe, wiec i w mechanice
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gruntéw teoria bifurkacji (TB) ma swoje mozliwe zastosowania. We wszystkich wyzej
wspomnianych dziedzinach dazy sie do tego, aby procesy w nich zachodzace byly
przewidywalne i w pewnym okreslonym sensie stabilne, tj. malo wrazliwe na zaktocenia.
W takich uktadach najbardziej istotne sg procesy opisujgce stany rownowagi, czy to statycznej
czy tez dynamicznej. Tutaj pojawia si¢ istotne pytanie, czy zatozony i pozadany stan réwnowagi
jest jedyny lub jak sie zmienia i jaki jest obszar jego statecznosci w przestrzeni parametrow,
ktorych wartosci moga ulega¢ zmianie? Z punktu widzenia geomechaniki obliczeniowej,
w ramach ktorej proces rozwigzywania skomplikowanych uktadéw nieliniowych pozostaje czesto
poza mozliwoscig kontroli przez potencjalnego uzytkownika, zwiaszcza dla programéw
o charakterze komercyjnym, wyzej postawione pytanie ma zasadnicze znaczenie.

W uktadach nieliniowych stateczno$¢ standw réwnowagi czesto ma charakter lokalny
w odniesieniu do warunkéw poczatkowych, a co za tym idzie rowniez i do zaktocen. Moze sie
zdarzy¢, ze na skutek nieprzewidzianych zaburzen uktad przechodzi do innego niz zaktadany stan
rownowagi, ktory moze by¢ nieakceptowany z punktu widzenia przebiegu procesu lub nawet
grozny ze wzgledu na bezpieczenstwo catego uktadu. W mechanice i inzynierii mechanicznej
istniejg spektakularne przyktady katastrof, wynikajgcych z niepozadanych gwattownych zmian
stanéw réwnowagi uktadéw i konstrukcji, na przyktad wyboczenie konstrukcji pretowych lub
cienkos$ciennych struktur powtokowych, flatter samolotéw, czy drgania mostéw wiszacych, czy
spontaniczna utrata statecznosci zboczy itp. Do tej wilasnie klasy zagadnien nalezy powstawanie
drgan samowzbudnych, zwiaszcza w uktadach z interakcjami mechanicznymi. Dla przykfadu,
rozwoj superszybkich pojazdéw szynowych o predkosciach rzedu kilkuset km/godz. spowodowat,
ze wzrosto zainteresowanie dynamika uktadu pojazd-tor. Wiadomo, ze przy duzych predkosciach
ruchu interakcja oscylatora, jakim jest pojazd z podatnym torem, moze prowadzi¢ do
niestatecznosci dynamicznej, w wyniku ktérej powstajg pionowe i boczne drgania samowzbudne
pojazdu. Zjawisko to jest badane od dawna w ramach wybranych zagadnien mechaniki gruntow
potaczonych z TB [6].

Miedzy innymi z wyzej wymienionych powoddéw analizie powstawania drgan
samowzbudnych poswieca sie szeroka uwage w literaturze i w badaniach naukowych, np. [7],

Zmiany stanéw rownowagi wigza sie z bifurkacjami. Bifurkacja jest pojeciem

matematycznym, ktore jest obecnie czesto przenoszone na grunt nauk stosowanych i techniki dla
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okreslenia zjawiska pojawiania sie nowych standw réwnowagi przy jednoczesnej zmianie
statecznosci stanu dotychczasowego.

Bifurkacje sg charakterystyczne réwniez dla innych odwzorowan (co ma obecnie bardzo
interesujace odniesienia, np. do kreowania sztucznej rzeczywistosci [8]) jednak w mechanice,
aszczegOlnie w geomechanice modele matematyczne opisane sg przede wszystkim przez
réwnania rézniczkowe, zwyczajne lub czastkowe, dlatego tez nasza uwaga skupia sie gtéwnie na
problemach bifurkacyjnych, zwigzanych z réwnaniami rézniczkowymi opisujgcymi zaréwno
réwnowage osrodka gruntowego, jak i stosowne réwnania konstytutywne.

Postep w dynamice nieliniowej w ostatnich latach dokonuje sie dwutorowo. Z jednej strony,
nastgpita ,,eksplozja” numerycznych rozwigzan takich zagadnien, ktoérych dotychczas nie mozna
byto analizowa¢ ze wzgledu choéby na stopien nieliniowosci czy rzad pochodnych, lub
sprzezenia poszukiwanych rozwigzan. Metodg symulacji numerycznej mozna otrzymac dzisiaj
wiele niedostepnych do niedawna rozwigzan dostatecznie doktadnych iloSciowo i bardzo
cennych w zastosowaniach praktycznych. Istniejg nawet tendencje do uniwersalizacji metod
badania uktadéw nieliniowych, szczeg6lnie w ramach komercyjnie oferowanych pakietow
oprogramowania. Nalezy jednak pamieta¢, ze ,,solwery” tych pakietdw odzwierciedlajg jedynie
istniejgcy stan wiedzy na temat rozpatrywanych klas uktadoéw, a interpretacja wynikow symulacji
wymaga od uzytkownika wiedzy z zakresu mechaniki oraz solidnego przygotowania z analizy
numerycznej. Drugi wazny nurt w dynamice nieliniowej motywuje sie przestankami
poznawczymi i interpretacyjnymi i dotycza one badan teoretycznych, gtéwnie jakoSciowych.
Przed przystgpieniem do symulacji numerycznej wazne jest rozpoznanie, jakiego zachowania
uktadu nalezy sie spodziewac - jakie obszary parametréw i warunkéw poczatkowych sg istotne
z punktu widzenia interesujagcych rozwigzan. Taka wiedza wynika z analizy jakoSciowej, w tym
réwniez z analizy bifurkacyjnej rozwigzan stanéw réwnowagi. Nalezy jednak podkresli¢, ze
teoria bifurkacji bez algorytméw obliczeniowych i wspomagania komputerowego bytaby tylko
zbiorem twierdzen i by¢ moze eleganckich, ale mato uzytecznych formut (wyjawszy elementarne
przypadki o niskim wymiarze zastosowania). Konstruowanie nawet ztozonych wyrazen
w modelach fizyczno-matematycznych jest zwykle efektywniejsze niz sama symulacja

numeryczna ,,skazona” witasng dynamika. Ta wiasnie dynamika symulacji jest czasem zrédiem
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fikcyjnych zjawisk, ktore trudno jest oddzieli¢ od zjawisk rodzajowych wiasciwych
rozpatrywanym uktadom dynamicznym [9],

Teoria bifurkacji nie jest i prawdopodobnie nie bedzie teorig kompletng. Wynika to z faktu
istnienia  ogromnej réznorodnosci bifurkacji w  uktadach  wielowymiarowych
i wieloparametrycznych. Celem tego artykutu jest przyblizenie niektorych aspektow TB, jakie sg
niezbedne z punktu widzenia procedur bifurkacyjnych analizowanych w zagadnieniach
geomechaniki obliczeniowej. Jesli ten artykut wzbudzi zainteresowanie cho¢by w najmniejszym

stopniu, cel autora zostanie osiggniety.

2. Pewne zastosowanie TB w mechanice gruntéw

Jednym z efektywnych zastosowan teorii bifurkacji w mechanice gruntéw byfa konstrukcja
rozwigzania zagadnienia réwnowagi osrodka gruntowego z mozliwoscig $ledzenia procesu
lokalizacji deformacji w postaci pasa deformacji o skonczonej szerokosci [9]. Zjawisko
lokalizacji czesto obserwuje sie w badaniach laboratoryjnych nie tylko z materiatami
rozdrobnionymi. Jednym ze sposob6w teoretycznego rozwazania inicjacji i progresywnego
tworzenia sie¢ pasa deformacji sg analizy opierajace sie na zatozeniu wystepowania nieciagtych
pol predkosci deformacji, D, tj. symetrycznej czesci gradientu predkosci przemieszczenia.
Wystepowanie powierzchni nieciggtosci wymaga zmodyfikowania klasycznej teorii réwnowagi
osrodkdéw ciggtych i wprowadzenia takich warunkéw, ktére pozwalatyby na istnienie nieciggtego
pola predkosci deformacji. Z tego tez m.in. powodu wielu badaczy proponuje szczegdlne teorie
konstytutywne, jedne mniej inne wiecej kontrowersyjne w swych zatozeniach. Istothym
sprawdzianem adekwatnosci jawi sie wowczas gtdwnie wynik numeryczny rozwiazania
problemu brzegowego lub jego uproszczenia, zblizony do wyniku pomiaréw eksperymentalnych.
W takim podej$ciu istotne aspekty modelowania matematycznego moga by¢ zaniedbane, a sama
posta¢ funkcji konstytutywnej moze powodowac istotne trudnosci numeryczne, ktére w licznych
przypadkach da sie usung¢ stosujgc wyrafinowane procedury numeryczne, np. regularyzacyjne.
Takie postepowanie jednakze moze spowodowac zmiane typu podstawowego uktadu réwnan
rézniczkowych stanu réwnowagi, a to SciSle wigze sie z koniecznoScig zmiany warunkéw

brzegowych; jednym =z podstawowych wymagan odnosnie do warunkéw Hadamarda
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poprawnosci postawienia zagadnienia brzegowego (istnienia, jednoznacznosci i stabilnosci
rozwigzania) [9], Nalezy wyraznie podkresli¢, ze zdecydowana wiekszo$¢ rozwigzan zagadnien
zle postawionych nie ma sensu fizycznego, a co za tym idzie, zastosowanie w praktyce takich
rozwigzan jest bledne i moze prowadzi¢ do blednego wnioskowania projektowego. W tej klasie
problematyki zastosowanie regut TB ma swoje istotne uzasadnienie i zapotrzebowanie, bowiem
przekroczenie tzw. punktu bifurkacji w rozwigzaniu kontynualnym powoduje utrate wymagania
jednoznacznosci rozwiazania. Teoria bifurkacji, szczeg6lnie w analizie zagadnienia lokalizacji
deformacji wspomaga interpretacje rozwigzania numerycznego réwnowagi statycznej.
Teoretyczny opis formowania sie pasa deformacji zapoczatkowat Hadamard, [5], juz na poczatku
XX wieku. W latach p6zniejszych az po dzien dzisiejszy w wielu os$rodkach naukowych
wykorzystuje sie mozliwosci TB, korzystajac z licznych wynikdéw analiz teoretycznych.
Zainteresowanych odsytam do obszernej na ten temat ksigzki Vardoulakisa, [12], jednego

z prekursoréw zastosowan TB w mechanice gruntow.

3. Hypoplastyczne prawo konstytutywne

Réwnania konstytutywne materiatdw rozdrobnionych sa z reguty przedstawiane zgodnie
z ideg sprezysto-plastycznosci. Pomimo licznych modyfikacji, gtowne zatozenia sprezysto-
plastycznosci dotycza rozktadu catkowitej deformacji na czes¢ sprezysta i plastyczng. Stosowanie
praw sprezysto-plastycznych w materiatach rozdrobnionych, w wielu przypadkach, wymaga
krytycznego uzasadnienia. Jedng z mozliwych teorii konstytutywnych dla materiatow
rozdrobnionych moga by¢ réwnania hypoplastyczne, ktére z formalnego punktu widzenia sg
pewnym uogo6lnieniem teorii hyposprezystosci. Podziat i zastosowanie praw konstytutywnych dla
gruntéw przedstawit Gryczmanski w swej znakomitej monografii [3].

Koncepcja hypoplastycznego prawa konstytutywnego jest wygodnym narzedziem opisu
mechanicznego, a inspiracjg do tworzenia tego rodzaju funkcji konstytutywnych byly istotne
przestanki oparte na wymaganiach praw fizycznych, [4], W dalszej dyskusji, problem bifurkacji
bedziemy dyskutowa¢ na podstawie ogolnej postaci prawa hypoplastycznego, ktére mozna
przedstawi¢ za pomocg nastepujacych wzorow:

f=T+WT-TW 1)
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f =h(T,D) = L(T. D) + N(T)||D (2)

lub w innej réwnowaznej postaci, np.:
T = H(e,T.D) (3)
t =a jbfe[L(T,D)+f j aN(T,D>], (4)
gdzie a\ ifa fb, fe, fd przedstawiajg sktadowe materiatowe odpowiadajgce za opis zjawisk:
argotropii, barotropii i pyknotropii, szczeg6ly p. [1]. Zmienne T, D i W wystepujace
w powyzszych réwnaniach to odpowiednio tensor Cauchy’ego, predko$¢ deformacji i predkosé
obrotu. Parametr e przedstawia wskaznik porowatosci, a odpowiednio symbole (*) i (*)

oznaczajg pochodngpo czasie i pochodng Jaumanna.

Dla uproszczenia analizy, réwnania (1-2) beda podstawg dalszych rozwazan.

Aby réwnania (2) mogty opisa¢ deformacje nieodwracalna, funkcja tensorowa h(T,D) musi
by¢ nieliniowa wzgledem D - faktycznie, podziat funkcji (2) na czes$¢ biliniowg L(T,D), fj.

liniowg ze wzgledu na kazdg zmienng i T i D, i nieliniowg N pomnozong przez miare
Euklidesowg predkosci deformacji ||Dj| = -y/rfD2), ktdra jest wyrazeniem nieliniowym wzgledem

D, a zatem spetnia wspomniane wyzej wymagania.

4. Okreslenie punktu bifurkacji

Formalny opis problemu bifurkacji mozna przedstawi¢ na wiele sposobdw, tutaj zastosujemy
rownania, ktére bedg uproszczong analizg i $ciSle zwigzang z nowoczesng hypoplastyczng teorig

konstytutywna.

4.1. Kilka waznych twierdzen o bifurkacji

Rozwazmy tak zwane podwdjnie zagadnienie poczatkowe w sensie lokalnym, co
w literaturze znane jest pod pojeciem testow elementarnych lub uproszczonego zagadnienia
algebraiczno-rézniczkowego. Takie sformutowanie zagadnienia rownowagi miesci sie¢ w klasie

metod sprawdzania adekwatnosci praw konstytutywnych, w warunkach jednorodnego stanu
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naprezenia, a zatem w warunkach podstawowych badan mechaniki gruntéw sprawdzalnych

eksperymentalnie, zatem

t =h(T,D) = h(T,E) (5.1)
Tfto) =T» (5-2)
E(t0) =E,, (5.3)

gdzie E oznacza tensor deformacji.

Niech proces kontynuacji deformacji rozpocznie sie w pewnym ustalonym stanie Eo w chwili
to. W kolejnych przedziatach czasowych stan deformacji E(t) bedzie catkg po przedziale
czasowym kolejnych stanéw, ktére wyznaczone zostang zgodnie z warunkami réwnan
réwnowagi dla odpowiednio sformutowanych wamnkéw brzegowych. Dla tak sformutowanego
zagadnienia mozna przyja¢, ze wspotrzedne tensora predkosci deformacji naleza do zmiennego
zbioru parametréw, zatem zagadnienie poczatkowe (5) mozna przedstawi¢ w innej postaci, do
ktorej beda zastosowane wazne twierdzenia TB.

Rozwazmy zatem sparametryzowang rodzine réwnan rozniczkowych przedstawiong jako
sume czesci liniowej, A(A)T i czesci wielomianowej 4>(T, *) o stopniu potegi T wiekszym od
jednosci, tj.

f =h(T,D) = h(TA) = A(x)T + I>(TA), (6)

gdzie

h(<U)=0 @

HM

Dla odpowiednich zatozen o rézniczkowalnosci funkcji konstytutywnej taka postaé jest
zawsze mozliwa i moze to by¢ rozumiane jako forma aproksymacji szeregiem Maclaurina. W ten
sposob otrzymuje sie jednorodne zagadnienie poczatkowe (z zerowymi warunkami
poczatkowymi), bowiem fatwo zauwazy¢, ze w przypadku (5) podstawienie T (t)=T(/)-TO
réwniez daje zagadnienie jednorodne, zatem pochodna Frecheta funkcji konstytutywnej dla

warunku rozwigzania stacjonarnego T = 0 definiuje macierz:
A(z) = DTh(0, X). ®)



380 Z. Sikora

Dla ufatwienia, stopien wielomianu moze by¢ ograniczony do 1 <n< 3.

Do okre$lenia punktu bifurkacji wykorzystuje sie tzw. ,,indeks Conleya” sformutowany
w tresci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1 (Conleya, [11]). Niech Aobedzie takie, ze cj(a(Z0))n v—1+R =0, gdzie a(A)
oznacza spektrum macierzy A. Przy takim zatozeniu mozna powiedzie¢, ze warunek poczatkowy
jest izolowanym zbiorem niezmiennikbw w sensie Conleya, a indeks Conleya jest sferg
0 wymiarze V(A0) i przedstawia sobg sume algebraicznych mnoznikéw dodatnich rzeczywistych
czesci wartosci wkasnych macierzy A(Ao).

Na podstawie powyzszego twierdzenia dla rozwigzania zagadnienia (5) wazna jest
nastepujgca definicja.

Definicja 1. Punkt (0, Ao) eR™ y R nazywa sie punktem bifurkacji rozwigzan uktadu (6),
okre$lonych w taki sposéb, ze w dowolnym otwartym otoczeniu U punktu (0, Ao) istnieje
rozwigzanie (6) rézne od rozwigzania w postaci (7) i rozwigzanie tojest zawarte w otoczeniu U.

Jak wida¢ z treSci powyzszych definicji i twierdzen, inzynierskie rozwigzanie problemu
bifurkacji rozwigzania nie wydaje sie na pierwszy rzut zadaniem tatwym. Nalezy bowiem napisa¢
procedure obliczania indeksu Conleya, co ponownie nie jest zadaniem trywialnym. Niech wiec,

)
Zgodnie z trescig twierdzenia 1 nastepujace twierdzenie okre$lajgce warunki rozwigzania
bifurkujacego jest prawdziwe.

Twierdzenie 2 (Conleya, [11]). Niech bedg ustalone punkty Ao, Ai e A i zaldzmy, ze v(Ao)
fv(f\), wtedy w przedziale {0} x [AQ Aj] znajduje sie punkt bifurkacji, w ktérym rozwigzanie
bifurkuje (rozgatezia sie) w okreslonym zbiorze ograniczonych rozwigzan zagadnienia

T=h(T,A). (10)

Na tej podstawie daje sie sformutowa¢ warunek dostateczny na istnienie punktu
bifurkacji rozwigzan stacjonarnych rodziny zagadnief (10), zatem niech A+,A-e R okreslajg
nastepujace zbiory

A+= {1 e Rk:det(Mk)) > 0}

A-={le Rk:det(AQf) <0} (L)
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wtedy kolejne wazne twierdzenie dowodzi istnienia punktow bifurkacji i rozwigzan
bifurkujgcych.

Twierdzenie 3 (Krasnosielskiego, [2]). Jezeli e A+ i X e A-, wtedy w przedziale
{0}x[Xo, kj] zawartyjestpunkt bifurkacji stacjonarnych rozwiazan zagadnienia (10).

Przyktad numeryczny, na podstawie powyzszych twierdzen, w zastosowaniu do warunkow

metody elementéw skofczonych, mozna przeczyta¢ w pracach [9, 10].

5. Whnioski i propozycje zastosowan

W przedstawionej analizie bifurkacyjnej w klasie rownan hypoplastycznych, tj. w klasie
rownan przyrostowo nieliniowych, stosujac tezy w/w twierdzen opisuje sie moment mozliwego
rozgatezienia sie tzw. rozwigzan trywialnych, co w obliczeniowej mechanice gruntéw mozna
uwaza¢ za moment powstania lokalizacji deformacji. W systemie metody elementow
skonczonych dla zagadnien brzegowych z r6zniczkowymi rownaniami réwnowagi dyskretyzacje
oraz obliczenia przeprowadza sie w punktach kwadratury Gaussa. Zatem, w kazdym punkcie
Gaussa mozna przeprowadzi¢ analogiczng procedure analizy bifurkacyjnej w celu sprawdzenia
dostatecznego warunku istnienia punktu bifurkacji w sensie lokalnym.

W artykule przedstawiono jedng z mozliwych analiz bifurkacyjnych. Szczegotowy opis
modyfikacji metody elementéw skofnczonych wraz z analizg bifurkacyjng mozna znalez¢ w [9].

Z matematycznego Ilub mechanicznego punktu widzenia przeprowadzenie analizy
bifurkacyjnej jest nieodzowne w celu pelnego zrozumienia i interpretacji rozwigzan
numerycznych rozwazanych systemow. Zagadnienie bifurkacji wigze sie SciSle z problemem
jednoznacznosci rozwigzania, a ten z kolei warunek jest jednym z trzech wymagan poprawnosci
postawienia zagadnienia brzegowego. Rozwigzania zagadnien brzegowych niepoprawnie
postawionych, réwniez i rozwigzania numeryczne tych zagadnien, w wigekszosci przypadkéw nie
majg sensu fizycznego. Fakt ten z inzynierskiego punktu widzenia, w szczegdlnosci

w przypadkach prognoz inzynierskich, ma podstawowe znaczenie.
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