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ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA GRANICZNEGO
NIELINIOWEJ KONSOLIDACJI DARCY-BIOTA METODA
ELEMENTOW SKONCZONYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwigzanie zagadnienia konsolidacji gruntu pod
dziataniem ciezaru wiasnego, obcigzenia zaporg ziemng i naporem wody zgromadzonej w
zbiorniku retencyjnym. Wykonano obliczenia dla przypadku liniowego i nieliniowego modelu
konsolidacji opisanej réwnaniami Darcy-Biota. Nieliniowo$¢ modelu wynika ze zmian
wielkosci parametrow mechanicznych i filtracyjnych na skutek zmiany porowatosci gruntu.
Zwigzek pomiedzy parametrami modelu Darcy-Biota a porowatoscig okreslono na podstawie
obliczeA numerycznych metodg elementdw skonczonych przy wykorzystaniu réwnan
wynikajagcych z teorii homogenizacji. Ponadto, w opisie matematycznym uwzgledniono
nieliniowe zwiazki geometryczne. Porownano wyniki obliczen konsolidacji liniowej i
nieliniowej.

THE SOLUTION OF BOUNDARY PROBLEM OF NONLINEAR
BIOT-DARCY’S CONSOLIDATION BY FINITE ELEMENT METHOD

Summary. In this paper the problems of consolidation under dead-weight of subsoil, load
of earth dam and water load accumulated in reservoir are presented. The calculations were
made for a linear and non-linear consolidation model described by Biot-Darcy’s equations.
Non-linearity in the Biofs model is a consequence of the modification of mechanical and
filtration parameters, which is a result of changing the porosity of soil. Relations between the
factors in Biot-Darcy’s model and the porosity were established on the basis of the numerical
calculations of Finite Elements Method by use of equations from the homogenization theory.
In the mathematical description, non-linear geometrical relations were also included. The
results of a linear and non-linear consolidation were also compared.
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1. Wprowadzenie

W mechanice o$rodkéw porowatych, a w szczegdlnosci mechanice gruntéw nawet proste
modele reologiczne majg posta¢ skomplikowang. Z tego wzgledu konieczne staje sie
poszukiwanie kompromisu pomiedzy ztozonoscig opisu matematycznego przyjetego modelu
w skali mikroskopowej i makroskopowej a mozliwos$ciami uzyskaniajego rozwigzania. Staty
postep w doskonaleniu metod numerycznych, sprzetu i oprogramowania komputerowego
umozliwia rozwigzywanie zagadnien inzynierskich na podstawie coraz bardziej
matematycznie ztozonych modeli, dzigki czemu uzyskuje sie coraz lepsze przyblizenie
rzeczywistych zjawisk fizycznych.

Badania laboratoryjne pokazuja, ze przyjecie modelu liniowej sprezystosci dla osrodkow
porowatych jest zbyt dalekim uproszczeniem, szczegdlnie w odniesieniu do osrodka
gruntowego. Dla oS$rodka gruntowego zwiagzki fizyczne, okreslajagce procesy przed
osiggnieciem wartosci granicznych, sg nieliniowe. Szkielet o$rodka gruntowego sktada sie
bowiem z oddzielnych ziaren lub ptytek, pomiedzy ktérymi wystepuja sity:

- tarcia statycznego pomiedzy poszczeg6lnymi ziarnami,

- tarcia lepkiego, jezeli pomiedzy ziarnami wystepuje faza ciekta, na przyktad w postaci
wod zwigzanych sitami elektrostatycznymi, jak to ma miejsce w przypadku gruntéw
spoistych,

- wewnetrzne, wystepujace w materiale spajajacym ziarna gruntu, ktéry ma czesto inne
wiasnosci mechaniczne niz ziarna gruntu, na skutek proceséw chemicznych podczas
filtracji zmineralizowanej wody przez o$rodek; materiat ma wiec charakter kompozytu w
skali mikroskopowej.

Proces odksztatcania si¢ o$rodka na skutek dziatania obcigzenia ma w cze$ci charakter
odwracalny, gdy przemieszczenia sg wynikiem odksztatcen sprezystych ziaren lub ptytek, a w
czesci nieodwracalny, kiedy przemieszczenia zachodzg lokalnie na skutek przekroczenia
granicy wyzej wymienionych sit. Matematyczny model opisujacy procesy naprezenie -
odksztatcenie, uwzgledniajagcy wyzej opisane zjawiska, bytby z pewnos$ciag modelem
oddajacym wiernie rzeczywisto$¢, ale tez nieporéwnanie bardziej ztozony od powszechnie
stosowanych obecnie modeli matematycznych proceséw zachodzacych w gruncie.

Celem niniejszej pracy jest oszacowanie, jaki wptyw na proces konsolidacji ma zmiana
porowatosci odksztatcanego osrodka, a przez to zmiana wartosci statych Biota w procesie

petzania o$rodka gruntowego. Do opisu matematycznego tych zjawisk autorzy wykorzystali
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metode zbieznosci dwuskalowej znang z teorii homogenizacji, opisang m.in. w pracach
Auriault & Sanchez Palencia (1977), Auriault (1983), Auriault i inni (1990).

Wyniki obliczen numerycznych odksztatcen o$rodka porowatego z uwzglednieniem
wyprowadzonych relacji porownano z wynikami odksztatcenia o$rodka wyznaczonego na
podstawie klasycznego modelu Biota-Darcy’ego, w ktdrym jednym z podstawowych zatozen

jest niezmienno$¢ wspotczynnika porowatosci.

2. Parametry modelu Biota w funkcji porowatosci osrodka

Aby okresli¢ zalezno$¢ parametrow modelu Biota-Darcy’ego od porowatos$ci, rozwigzano
numerycznie dwa oddzielne zagadnienia w uktadzie dwuwymiarowym:

a) Zagadnienie przeptywu cieczy newtonowskiej przez nieodksztatcalng matryce
osrodka porowatego w celu okreSlenia zaleznosci tensora przepuszczalnosci
Darcy’ego od porowatosci szkieletu.

b) Zagadnienie odksztalcen porowatego os$rodka sprezystego w celu okre$lenia
zaleznosci  parametrow modelu Biota-Darcy’ego - modutu odksztatcenia
postaciowego N i modutu odksztatcenia objetosciowego A, od porowatosci osrodka.
Zalezno$¢ pozostatych parametréw tego modelu Q i R od porowatos$ci uzyskano na
podstawie pracy Fatta (1959) oraz Biota & Willisa (1957).

Pierwsze zagadnienie analizowane byto na podstawie modelu o$rodka, sktadajagcego sie z
powtarzalnych (periodycznych) komorek o prostym geometrycznie ksztatcie. Ksztatt komorki
w postaci kwadratu z okregiem w S$rodku i czterema ¢wiartkami okregéw w jej narozach
reprezentuje ziarna szkieletu gruntowego (rys. 1). Poprzez zmiane S$rednicy okregoéw
aproksymowano zmiane porowato$ci osrodka.

Zagadnienie drugie analizowane byto na podstawie podobnego modelu periodycznego
o$rodka, zbudowanego z komérek w postaci kwadratu z czterema kanalikami filtracyjnymi w
ksztatcie okregéw. Przez zmiane ich $rednicy modelowano zmiane porowatosci rozwazanego
osrodka. Przyjecie takiego modelu symetrycznej komorki periodycznej jest duzym
uproszczeniem rzeczywistosci, stad autorzy przeprowadzili liczne eksperymenty numeryczne
dla okre$lenia, jak istotny jest wptyw geometrii komdrki na rezultat obliczen filtracji i
odksztatcen osrodka. Stwierdzono, ze struktura o$rodka porowatego w skali mikro tylko w
niewielkim stopniu wptywa na wyniki i stad przyjecie modelu uproszczonego jest w tym

przypadku uzasadnione.
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2.1. Zalezno$¢ tensora przepuszczalnosci Darcy’ego od porowatosci

Wyznaczenie tensora przepuszczalnosci w funkcji porowato$ci w przypadku ptaskiego
ustalonego przeptywu filtracyjnego przez periodyczng komdrke o powierzchni
ograniczong brzegiem T mozemy na podstawie prac Auriaulta (1986), Strzelecki i inni
(2007) sprowadzi¢ do zagadnienia brzegowego opisanego réwnaniem Stokesa i réwnaniem

ciggtosci przeptywu:

1 'd\  da
gt+u =1 jc,yeQ.
p dx Kdx2
. (1
1dp L d\ Syv _
p dy dx2 dy2) Y
Vey =0, = )
z warunkami brzegowymi na kontakcie cieczy z ciatem statym:
dp
v|r =0, =0 3
dn (3)

z warunkami periodycznosci na brzegach komérki, gdzie zachodzi kontakt ciecz-ciecz z
sgsiednimi komorkami:

[m] = 0,--[v] = 0,e+[/?] = 0 4)

gdzie v =(«,v)i p oznaczajg odpowiednio predkos¢ i ci$nienie cieczy, symbol [n] oznacza
warunek periodycznosci: w(or)[r =w(a + Z,)|r, gdzie a =x,y, L jest charakterystycznym

wymiarem komarki.
Opisane réwnaniami (1)-(4) zagadnienie przeptywu jest niemozliwe do rozwigzania
metoda numeryczng, bowiem macierz gtéwna uktadu jest osobliwa. Proponujemy wiec

modyfikacje tego uktadu przez wykonanie operacji dywergencji na rownaniu (1):

V-(-lIp-VI)+/INN +|) =0, g=(1,0) w £If (5)
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Wychodzac ze znanej tozsamosci matematycznej, zastepujemy w rownaniu (5) operator

Laplace’a wyrazeniem V2=V (V-v)-VxVxv i korzystajgc nastepnie z rownania (2) oraz

relacji VMV xV xv) =0, otrzymujemy:

V2p =0 (6)

Rownaniem (6) zastepujemy rdwnanie ciggtosci przeptywu (2) i wprowadzamy
dodatkowy zamykajgcy warunek brzegowy, wynikajacy z teorii homogenizacji (Strzelecki i

inni, 2007):

\pdQ.f =0 ©)
nf

Zagadnienie (1)-(4) sprowadza sie do rozwigzania nastepujgcego uktadu réwnan:

1dp da  da
-+ U 7

p dx 8x ay

1dp rd\ sV
—+u

=0 (8)

V>=0

z warunkami brzegowymi (3), warunkami periodycznosci (4) oraz warunkiem zamykajagcym
dla funkcji cisnienia (7). Rozwigzaniem tego uktadu jest pole predkosci, ktére, zgodnie z

zasadami opisanymi w pracy Strzeleckiego i innych (2007), catkujemy po obszarze komarki

Q.f, aby wyznaczyé skltadowe tensora przepuszczalnosci knikn. Dla wyznaczenia

pozostatych sktadowych k2 i k2l przyjmujemy dziatanie jednostkowej sity masowej wzdtuz

osiy i powtarzamy procedure obliczen.

W ramach testow numerycznych metoda elementéw skonczonych przyjmowano komorke
kwadratowa o diugosci bezwymiarowej 2, dla ktorej wykonano obliczenia dla r6znych
potozen ziarna w komérce.

Ponizej przedstawiono wyniki obliczern dla rozktadu symetrycznego, dla ktérego siatke

elementow skonczonych i rozktad poziomej predkosci przedstawiono na rysunku 1.
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X X

Rys. la) Obszar obliczeniowy - siatka elementdw skoriczonych, b) wykres izolinii poziomej predkosci
filtracji w skali mikroskopowej

Fig. 1a) Calculation domain - finite element mesh, b) plot of isolines of horizontal filtration velocity
in micro scale

W procesie obliczen uzyskano tensor przepuszczalnosci ky, ktérego sktadowe poza
gtdwna przekatng mozna przyjac¢ réwne zero, a wartosSci na przekatnej z uwagi na symetrie sg
takie same. Stad mozna przyjaé, ze tensor przepuszczalno$ci wyraza sie za pomocg wartosci

wspoétczynnika przepuszczalnosci k.

Zmienno$¢ wspotczynnika filtracji k w funkcji porowatosci przedstawiono na rys. 2.

2.2. Zalezno$¢ parametréow Biota N i A od porowatosci

Zagadnienie brzegowe procesu odksztatcen sprezystych fazy statej os$rodka dla
rozwazanego przypadku sprowadza sie na podstawie pracy Awuriaulta (1986) do

rozwigzywania w skali mikro nastepujacego uktadu rownan:

Rys. 2. Zalezno$¢ wspdtczynnika filtracji od porowatosci
Fig. 2. Relation between filtration coefficient and porosity
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dx (W > (%)) =" ™={wwy)’ x>y£Cls ©)

z warunkiem brzegowym i warunkami periodycznosci:

[(ve(*)K]]r=0
[wl=0, [a,,” (w)]=0

(10)

gdzie w jest wektorem przemieszczen, aJkh jest tensorem sprezystosci czwartego rzedu,

jest tensorem odksztatcenia rzedu drugiego.

Opierajagc sie na podstawie procedur metody zbieznosci dwuskalowej, zaktadamy, ze
wszystkie rozwazane funkcje zalezg od dwéch zmiennych okreslajacych odpowiednio zmiany
makroskopowe i mikroskopowe. W przypadku zagadnienia ptaskiego rozwazymy proces

odksztatcen komdrki periodycznej Cls spowodowany jednostkowymi odksztatceniami ze

skali makroskopowej w ptaskim stanie odksztatcenia:

. . Bwx  dwy
va :2NEx+A(Ex+Ey)+2N?8g-+A
X 8x By
. . 8w, 8wy , Bw,
Ty=2NEy + A{EX+Ey)+ 2K -"Er A B dL) (11)
X y

owy dwx
TVEIN Eye2 g gy

natomiast uktad réwnan réwnowagi ma postac:

der der
=0,
dx By (12)
Ba,,, 8(jm
(i o
dx By

W przedstawionych zwigzkach fizycznych plaskiego modelu sprezystego w skali

makroskopowej Ex oznacza wydtuzenie wzgledne wzdtuz osi x, Ey - wydtuzenie wzgledne
wzdtuz osi y, Exy - odksztatcenie postaciowe, JV, A sag statymi Biota, w przypadku gdy

odrodek nie ma pordw, czyli jest ciatem ciggtym. Powyzszy ukiad musi spetnia¢ warunki

brzegowe oraz warunki periodycznosci (10), z zamykajagcym warunkiem catkowym (13):
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rwxd£ls- 0, s wydQ.s-0 (13)

Obliczenia wielkosci poszukiwanych parametrow uzyskano przyjmujac Ex=1, Ey =0,
E =0. Analogiczne rozwiazanie dostajemy ze wzgledu na symetrie przyjetej geometrii
obszaru, gdy Ex=0,Ey=1 Exy=0. Poszukiwane wartosci 2N +A i A otrzymujemy
wyznaczajac kolejno warto$¢ S$rednig sktadowych wektora wx i wy. Rozkiad sktadowej

przemieszczenia kierunku osi x iy w skali periodycznej komorki przedstawiono na rys. 2.

Rys. 3. Rozkfad przemieszczenia w skali lokalnej: a) sktadowa pozioma przemieszczenia,

b) sktadowa pionowa
Fig. 3. Displacement distribution in local scale: a) horizontal displacement, b) vertical displacement

Na rysunku 4 przedstawiono funkcje parametréw N i M w zalezno$ci od porowatosci

osrodka.
b)

Rys. 4. Zalezno$¢ statych Biota od porowatosci: a) stata 2N+A, b) stata A
Fig. 4. Relations between Biot-Darcy’s factors and porosity: a) for 2N+A, b) for A
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Znalezienie zaleznosci funkcyjnych pozostatych parametréw Biota od porowatosci
osrodka wymaga rozwigzania bardziej skomplikowanego uktadu réwnan w skali
mikroskopowej. Zaktadajac jednakze, ze osrodkiem ptynnym jest woda, mozna przyjac, iz
faza ciekta jest mniej SciSliwa niz szkielet oSrodka porowatego. Parametr R, ktory okresla
zwigzek pomiedzy dylatacjg cieczy a ci$nieniem rozmytym cieczy, zalezy liniowo od
porowatosci. Natomiast na podstawie pracy Biota Willysa (1959) oraz Emmricha (1984)

mozna stwierdzi¢, ze pomiedzy parametrami Biota H i R i porowato$cig/zachodzi prosta

relacja, tj. H =R/f .

3. Wplyw nieliniowos$ci modelu na proces petzania o$rodka

W celu okreslenia wptywu nieliniowo$ci w modelu Biota rozwigzano dwa zagadnienia,
dotyczace petzania podioza gruntowego i grodzy ziemnej pod dziataniem ich ciezaru
wiasnego i naporu wody zgromadzonej w zbiorniku wodnym. Pierwsze na podstawie
klasycznego liniowego modelu Biota i drugie dla wyznaczonych zaleznosci funkcyjnych
parametréw modelu Biota od porowatosci - model nieliniowy. W obu przypadkach przyjeto
te same warunki brzegowe i parametry efektywne osrodka.

Obliczenia umozliwiajag poréwnanie wszystkich istotnych wielkosci stanu naprezenia,
odksztatcenia i pola wektorowego predkosci filtracji. Ograniczona objeto$¢ niniejszej pracy
nie pozwala na pelny przeglad r6znic pomiedzy modelem liniowym i nieliniowym.
ZdecydowaliSmy sie na przedstawienie poréownania jedynie naprezen pionowych (rysunek 5)
i potencjatu plastycznosci Coulomba-Mohra (rysunek 6). W rezultacie procesu odksztatcenia
osrodek pierwotnie jednorodny staje sie o$rodkiem niejednorodnym o wartosciach
parametrow efektywnych modelu ré6znych od wyjsciowych. Na rysunku 7a) przedstawiono
zmiane porowato$ci osrodka, a na rys. 7b) rozktad wartosci parametru N w obszarze

konsolidacji.
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Rys. 5. 1zolinie wektora przemieszczen pionowych: a) model liniowy, b) model nieliniowy
Fig. 5. Isolines of vertical displacement vector: a) linear model, b) non-linear model

Rys. 6. Wykres izolinii potencjatu plastycznosci Coulomba-Mohra dla: a) modelu liniowego,

b) modelu nieliniowego
Fig. 6. Isolines of Mohr -Coulomb plastisity potential for: a) linear model, b) non-linear model

a)

13

Rys. 7a) Izolinie porowato$ci w obszarze konsolidacji po zakonczeniu procesu petzania osrodka,
b) izolinie wartosci parametru efektywnego N po zakorczeniu procesu konsolidacji
Fig. 7a) Isolines of porosity in consolidation domain after the end of creeping process,
b) isolines of value of an effective factor N after the end of consolidation process



Rozwigzanie zagadnienia granicznego nieliniowej konsolidacji. 401

4, Podsumowanie

Do okre$lania parametrow efektywnych os$rodka zaadaptowano stosowang w teorii
homogenizacji metode przejscia ze struktury mikroskopowej do makroskopowej. Dzigki temu
uzyskano nieliniowy model konsolidacji, wynikajacy ze zmiany w czasie porowatosci
osrodka oraz parametrow ciata Biota. Z poréwnania wynikow eksperymentéw numerycznych
dla modelu liniowego i nieliniowego wynika, ze wptyw nieliniowos$ci na przemieszczenia
inaprezenia o$rodka jest niewielki i mieSci sie w granicach 7% dla przyjetych parametrow
fizycznych i geometrycznych osrodka. Rowniez ksztatt krzywych opisujgcych parametry ciata
Biotajest taki sam w modelu liniowym i nieliniowym. Autorzy uwazajgjednak, ze réznice w
wielkosci naprezen i odksztatcen osrodka moga by¢ znacznie bardziej wyrazne i wptyw
nieliniowosci modelu na zachowanie sie o$rodka gruntowego moze by¢ istotny, gdy mamy do

czynienia z os$rodkiem uwarstwionym, w ktdrym wystepujg przewarstwienia gruntéw

stabych.

Niniejsza praca jest jednym z etapdw analiz zmierzajacych do uszczeg6towienia opisu
konsolidacji oraz filtracji i ,,znalezienia” nowych rozwigzan z zakresu mechaniki osrodka
gruntowego.
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