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PROBLEM PRZYDZIALU ZADAN | ZASOBOW DO ROZNYCH MASZYN
ROWNOLEGLYCH

Streszczenie. Praca dotyczy zagadnienia czasowo-optymalnego przydziatu zasobu
nieodnawialnego podzielnego w sposéb ciaglty i n zadan do m réznych maszyn
réwnolegtych. Kazde zadanie moze by¢ wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie
wykonywania nie moze by¢ przerywane. Przedstawiono algorytm heurystyczny.
Algorytm ten przetestowany zostat dla losowo wybranych zestawéw danych.

PROBLEM OF TASKS AND RESOURCES ALLOCATION IN DIFFERENT
PARALLEL MACHINES

Summary. In the paper the problem of time-optimal allocation of n tasks and
nonrcncwable resources to m different parallel machines is considered. The
mathematical model of the problem is formulated and heuristic algorithm is presented.
Some computational results and effectiveness of this algorithm are shown.

1. Wstep

Problematyka czasowooptymalnego rozdzialu zadann i zasobow jest intensywnie
rozwijana juz od wielu lat [2, 4, 11, 12, 13, 14], Niniejsza praca bazuje na wynikach badan tej
problematyki ijest kontynuacja wczesniejszych prac autora [5, 6, 7, 8],

W prezentowanej pracy zaklada sie, ze czas wykonywania zadah na maszynach zalezy
od iloSci zasobu nieodnawialnego podzielnego w sposéb ciggly, przydzielonego tym
maszynom. W rozdziale drugim formutuje sie zadanie czasowo-optymalnego przydziatu zadan
i zasobu nieodnawialnego do m réznych maszyn réwnolegtych.

Poniewaz problem nalezy do klasy NP-trudnych, wiec jest do$¢ skomplikowany.
W rozdziale trzecim podaje sie algorytm heurystyczny rozwiazujacy postawiony problem.
W rozdziale czwartym przedstawione sg wyniki eksperymentéw obliczeniowych przeprowa-

dzonych na tym algorytmie.
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2. Sformutowanie problemu

Rozpatrzmy dyskretny system produkcyjny, o ktérym zaktadamy, ze:

(i) posiada m réznych maszyn M ={l,2 , , na ktérych nalezy wykona¢ n niezaleznych

zadan J - {1,2 n\,

(i) zadanie moze by¢ wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie jego wykonywania nie
moze byc (i.xrywanc,

(iuj posiada N jednakowycn jeunustek zasobu nieodnawialnego,

(iv) k-ta maszyna w trakcie wykonywania zadan jej przydzielonych Ik czJ wykorzystuje czesé¢
jednostek zasobu nieodnawialnego Wk i w kazdej chwili moze wykonywaé tylko jedno

zadanie,
n

ATuk <N, uk>0,
f
(v) czas wykonania zadania i-iego na k-tej maszynie, jezeli przydzielono jej Wk jednostek

zasobu nieodnawialnego, okreslony jest funkcja

Ti(uk,k) = aik+ ~ ,  uk ksM, ield,
uk

gdzie gk > Qblk > 0 parametry okreslajace i-te zadanie i k-tg maszyne.

Rozpatrywane zadanie sprowadza sie do znalezienia czasowo-optymalnego przydziatu
zadan |k i zasobu nieodnawialnego Wk do m maszyn réwnoleglych przy spetnieniu

powyzszych zatozeh. Tak wiec nalezy rozwigza¢ problem minimalizacji:

min (1)
przy ograniczeniach:
(i) I[CMS~<) I,s=1,2,..m, (J1k-Jy
k=1

m
(i) Yiuk*N,

k-1
(iil) rA«, - catkowite dodatnie.

Ograniczenie (iii) powoduje, ze postawiony problem jest do$¢ skomplikowany. Dlatego tez
w dalszych rozwazaniach przyjmiemy zalozenie upraszczajgce polegajace na rezygnacji z dy-
skretnosci zasobu nieodnawialnego. Przy tym zalozeniu wyznaczymy przydziat czasowo-
optymalny zadan i zasobu do maszyn, a nastepnie zaokraglimy otrzymang warto$¢ zasobu do
najblizszych liczb naturalnych. Uwzgledniajgc to, nalezy rozwigza¢ nastepujgce zadanie

minimalizacji dyskretno-ciagtej:
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h-B R, A kamig /O L @)
przy ograniczeniach:
o
@i 7,0/, =¢, /[,$=12.../n, |I*s,
k-1
m
(i) inSO, k=\2,..., m
k=\
gdzie:

700,111 x {1,2,.../7Ti} —[?+ jest rozszerzeniem funkcji  7]:{1,2,....AT}x {],2,..,7ti] -» 77+

okres$lonym identycznym wzorem jak 7j, ie/.

f,(uk,k) = gk+ ~, ;/e[0,fV], i6J.
k
Rozwigzaniami zadania (2) przy ograniczeniach (i), (ii) sa wartosci ukll'k,k = 1,2

LEMAT 1
Jezeli Wk, Ik, k = 1,2,...,7« sa rozwigzaniami zadania (2), to:

(i) 'iTuk=N; uk>0,k:I'k* 5keM\uk=0k"I'k=</keM,
kcM

(i) "Efi(u'k,k) =consl,k:lk* @ keM.

iejk
Warunek (i) w LEMACIE 1 méwi, ze w przydziale czasowo-optymalnym zadan i zasob6éw do
maszyn wykorzystuje sie wszystkich N zasob6éw, a warunek (ii), ze czasy pracy tych maszyn,

ktére wykonujajakie$ zadania,sg identyczne.

Zdefiniujmy teraz funkcje Q(A,li,.*m,/«) okre$long dla m zbioréw Iv12,...,Im, dla
m
ktérych zachodzi I,r>Is= ¢ I,s=\,2,...m, /*j; (J1lk=J.
k-1
Wartos$¢ funkcji m) dla ustalonych m zbioréw 7,, 72,...,7m spetniajacych powyzsze

ograniczenia jest rozwigzaniem nastepujacego uktadu réwnan:

I X
=Q M Im.k:lk*t.keM , 0)

'¢Tuk =N\ uk>0,k:1k*0,k sA f.
kA*4
ke.
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Zadanie (2) przyjmuje wiec ostateczng postac:
min (4)
przy ograniczeniach:
(i) = l,s=1,2,..m, I*s,
G0 U W -
k=1
Jezeli jest rozwigzaniem zadania (4), to W I'k,k s A7, gdzie
Y . bik
KTk *A>k eM |
Uk = Q[h>h< Y, taik (5)
iU
(0] Jkilk =A> . keM

jest rozwigzaniem zadania (2).

Z definicji funkcji Q okreslonej przez (3) wynika, ze warto$¢ funkcji Q dla
odpowiednich 71/2,...,7mjest rozwigzaniem nastepujgcego réwnania:

m Y ..bik

I — & - T =1 (6)
1
N Q-1 o*
% ielk
spetnia

™

Mozna wykazaé, ze funkcja Q jest dobrze okreslona, tzn. istnieje jedno i tylko jedno
rozwiazanie réwnania (6) spetniajace (7) dla ustalonych

3. Algorytm heurystyczny

Przebieg algorytmu heurystycznego jest nastepujacy:
Krok 1: Oblicz czasy wykonania zadan na poszczeg6lnych maszynach dla as= t§,i=1,2,...,n.

Krok 2: Znajdz czasowo-optymalne uszeregowanie n zadan na m réznych maszynach
7,12 Im przyjmujac, ze zadania sg niepodzielne oraz czas realizacji i-tego zadania

na k-tej maszynie jest réwny =Tk, i=12,...nkeM .
Krok 3: Wyznacz liczby zasobu przydzielonego poszczegdlnym maszynom («i,«z ,

przy zatozeniu ze maszyny te wykonuja odpowiednio zadania 71,/2,..., /m. Dla tych

maszyn k, dla ktérych Ik = > (tzn. nie sg na nich wykonywane zadne zadania),
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przyjmij, ze Wk = 0; natomiast dla pozostatych maszyn wyznacz wk w taki sposéb, aby

czasy pracy tych maszyn byly identyczne oraz zeby

u*=N;uk >0,k: 1k * <>ke M .
keM

Omoéwimy teraz poszczeg6lne kroki algorytmu:
Krok 1: Wielkosci i$,i =1,2,....« powinny by¢ tak zdefiniowane, aby charakteryzowaty
poszczegblne zadania. PrzyjelisSmy, ze t/f=JV,i= 1,2,...,«. Stad czas realizacji i-tego
zadania na k-tej maszynie bedzie réwny Tt(N,k) = + N Jd=1,2,...,«,K eiW.
Krok 2: W kroku tym nalezy rozwigza¢ klasyczny problem szeregowania n niepodzielnych
zadan na m roéwnolegltych maszynach. Problem ten jest, jak wiadomo, problemem
NP-trudnym [1,3]. Jednakze istnieje szereg algorytméw heurystycznych [9,10] dla
tego typu zagadnienia. Tutaj przyjeto algorytm C z pracy [10], Algorytm ten ma
nastepujaca postac:
krok a: Dla kazdego zadania wyliczamy wartosé 7jm'n:@&nﬂk,i:l,z,...,«.
Nastepnie szeregujemy zadania wg niemalejgcych wartosci 7]min, tworzac
liste zadan,

krokb: Podstawiamy Ik =iplk =0,k = 1,2,...,/«,

krok c: Dla pierwszego zadania z listy (oznaczmy go przez i) znalezé

\<.k<m, dla ktérych zachodzi tk+ Tik$ t, + Tihl= 1,2 m, i podstawi¢
Ik -JkKj [i},1k =1k + Tjk oraz wyrzuci¢ to zadanie z listy. Jezeli otrzymana

lista nie jest pusta, to przej$¢ do poczatku kroku c. W przeciwnym wypadku
STOP.

Krok 3: W kfoku tym nalezy znalez¢ Q bedace rozwigzaniem réwnania (6) i spetniajace:

Nastepnie przyjag, ze:

ieJk K1k *$,k aM

«* e ~3aik
eljt
0, kilk *§,k e M
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4. Przykiady testujgce i wyniki obliczen

Na bazie powyzszego algorytmu przeprowadzono badania numeryczne. Dla okre$lonej
liczby n zadan, m maszyn wygenerowano 15 zestawéw £fy,Zy/=\,2,...,n,j- ,2,...,/n.

Liczby ify.Ay wylosowane zostaty ze zbioru {0,0.1,02,..,9.9,10.0} przez generator o

jednostajnym rozktadzie prawdopodobienstwa. Wyniki przedstawione zostaty w tablicy 1

Tablica 1
Wyniki bada numerycznych algorytmu heurystycznego

n/m S M
sek sek
30/2 2,3 2
30/4 3.3 3
30/5 3,7 4
30/10 58 6
50/2 4.8 5
50/4 6,6 6
50/5 7,1 7
50/10 10,4 10
70/2 8.0 8
70/4 9,9 10
70/5 11,0 11
70/10 15,6 15

W kolumnie S znajduje sie $redni czas obliczen w sek dla 15 zestaw6éw danych przy réznych
liczbach n zadan i m maszyn, aw kolumnie M mediana tych czaséw.

PrzejdZzmy teraz do analizy réznicy miedzy rozdziatem zadan i zasobéw do réznych
maszyn réwnolegtych, wyznaczonym przez zaproponowany wyzej algorytm heurystyczny, a
czasowo-optymalnym rozdzialem zadan i zasobdéw, ale tylko dla przypadku dwéch réznych
maszyn, uzyskanym we wczeéniejszych pracach autora [5],

Jako kryterium poréwnawcze rozwazymy warto$¢:

N o ecllIV f x 100%,
]

gdzie:  Q[I\ ,j1 >>Im) ' czas wykonania zadan dla przydziatlu suboptymalnego

wyznaczonego przez podany algorytm heurystyczny,
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, I j , Imj - czas wykonania zadan dla przydziatu czasowo-optymalnego.

Wyniki dla m=2 przedstawiono w tablicy 2.

Tablica 2
Wynik poréwnania algorytmu optymalnego i heurystycznego

n/2

% %
30/2 2,9 2,8
50/2 31 3,0
70/2 3,0 2,9

W kolumnie Sa znajduje sie $rednia warto$¢ cr wyrazona w % dla 15 zestawéw danych, a w
kolumnie M a - mediana z wartosci pietnastu er.

Analizujac tablice 2 widzimy, ze btad wzgledny miedzy czasem wykonania zadan przy
przydziale suboptymalnym a czasem wykonania zadan przy przydziale czasowo-optymalnym
jest rzedu 3%.

Z powyzszej analizy wynika, ze zaproponowany algorytm heurystyczny charakteryzuje
sie stosunkowo krétkim czasem obliczen w stosunku do algorytmu wyznaczajacego przydziat
czasowo-optymalny i niewielkg réznicg miedzy czasem wykonania zadan dla przydziatu
suboptymalnego a czasem wykonania zadan dla przydziatu czasowo-optymalnego. Dlatego tez

algorytm ten z powodzeniem mozna zastosowaé, gdy pracujemy w systemie on-line.
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Abstract

This paper deals with the problem of time-optimal allocation of nonrenewable
resources and n tasks to m different parallel machines for some processing time function

Tj{uk k) = aik+ — ,uk e{l,2,...,N},k eM,i sJ  where atk>0,/Ak>0 arc parameters
uk

determined i-th task and k-th machines. It is shown, that the problem is of NP-type and it is

very difficult problem. In this paper heuristic algorithm is presented. The results of the

numerical experiments for n=30,50,70 and m=2,4,5,10 are enclosed.



