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SZEREGOWANIE ZADAN NA PROCESORZE O ZMIENNEJPREDKOSCI

Streszczenie. W pracy rozwazany jest problem minimalizacji dtugo$ci uszerego-
wania na jednym procesorze o zmiennej predkosci, opisanej funkcjg od ilosci juz
wykonanych zadan. Podano kilka wielomianowych algorytméw znajdujacych opty-
malne uszeregowania w zaleznosci od wiasnosci tej funkcji.

MAKESPAN SCHEDULING ON A SINGLE PROCESSOR
WITH VARYING SPEED

Summary. In the paper the makespan scheduling problem on a single processor is
considered. The speed of a processor depends on the number of already processed
jobs and is described by a function. Several polynomial-time algorithms for finding
an optimal schedule in dependency of features of the function are given.

1. Wstep

W wielu zagadnieniach praktycznych czesto spotykamy sie z sytuacjg, kiedy ten sam
zbior zadan (prac, czynnosci itp.) wykonywany w identycznych (lub bardzo podobnych)
warunkach rézni sie, niekiedy dos$¢ znacznie, czasami wykonywania poszczegdlnych zadan.

Zjawisko to, nazywane w literaturze wydtuzaniem (ang. deterioration) czasu wyko-
nywania zadania, jest ostatnio przedmiotem intensywnych badan. W literaturze repre-
zentowane sg rézne podejécia do opisanego problemu, z ktérych dwa sg dominujace:
szeregowanie zadan o zmiennych czasach wykonywania oraz szeregowanie zadahn na
procesorach o zmiennej predkosci.

W pierwszym przypadku czas wykonywania zadania jest opisany pewna funkcjg za-
lezng od czasu rozpoczecia danego zadania. Problemy tego typu byty rozwazane w pracach
Browna i Yechialiego [2], Gawiejnowicza i Pankowskiej [4], Gupty i Gupty [5], Ho i innych
[7], Kubiaka i van de Veldego [8], Mosheiova [9],

Lista zagadnien, w ktorych znajdujg wykorzystanie modele opisujgce wydtuzanie czasu
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wykonywania zadan, obejmuje problematyke prac medycznych (rozdziat zasobow w czasie
epidemii, szeregowanie zgdan obstugi zespotéw szybkiej pomocy medycznej), prac porzad-
kowych i pielegnacyjnych, zagadnie naprawy urzadzen, walki z ogniem, proceséw uczenia
sie itp. Jednym z przyktadéw S$cisle informatycznych jest model obstugi cyklicznej kolejki

przez pojedynczy serwer (ang. single scrvcr-cyclic queque).

Opisujac zbidr procesordw przyjmuje sie zazwyczaj, ze uzywane procesory nalezg do
jednego z trzech rodzajow: P (maszyny identyczne), Q (maszyny jednorodne) lub R (ma-
szyny dowolne) oraz ze predkos$¢ procesora jest zawsze stala (por. np. Btazewicz i inni [I]).
W pewnych zastosowaniach naturalne jednakze wydaje sie przyjecie zatozenia, ze pred-
ko$¢ procesora (maszyny) moze sie zmieniaé w czasie. Kilku autoréw rozwazato modele,
w ktorych zadania sg przetwarzane ze zmienng predkoscig. Przyktadami sg prace Drora i
innych [3] oraz Weglarza [10], gdzie predko$¢ przetwarzania (ang. processing rate) zalezy
od ilosci aktualnie wykonywanych zadan (Dror i inni) lub podzielnego w sposob ciggty
zasobu (Weglarz).

Idee tego typu legly u podstaw drugiego podejscia do problemu wydtuzania czasu
wykonywania zadania, ktore opiera sie na spostrzezeniu, ze zmienno$¢ czasu wykonywania
zadania moze by¢ skutkiem zmiennos$ci predkosci procesora.

Modele szeregowania na procesorach o zmiennej predkosci znajdujg zastosowanie w za-
gadnieniach dotyczacych pracy zespotdw urzgdzen o wspolnym zrodle zasilania, maszyn z
witasnymi, odnawialnymi zrodtami zasilania (wdzki akumulatorowe, urzadzenia o napedzie
elektrycznym) czy w analizie pracy zespotéw ludzkich (grupy robotnikéw, pielegniarek)
itp.

Celem niniejszej pracy jest zbadanie modelu szeregowania zadan, w ktorym predkosc
procesora jest opisana pewng funkcja. v. Bez straty og6lnosci mozemy przyja¢, ze predkosé
ta zmienia sie w przedziale [0,1]. Startujac od pewnej wartosci poczatkowej, zmienia sie
po zakornczeniu kazdego zadania i staje sie rGwna pewnej wartosci koncowej po wykona-
niu pewnej liczby zadan. Wowczas nastepuje przerwa (procesor wtedy nie pracuje), po
czym znowu v zmienia sie pomiedzy 0 a 1ild. Specyficzne witasnosci funkcji v zalezg od
postawionego problemu.

Powyzszy model mozna formalnie opisa¢ nastepujgco: niech dany bedzie zbiér n

niezaleznych, niepodzielnych zadan, z ktoérych kazde sktada sie¢ tylko z jednej operaciji.
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W celu uproszczenia zapisu zdefiniujemy dodatkowo dwa zadania, o numerach 0 i n + 1,
z zerowymi czasami wykonywania. Niech J —{1,2,..., n} oznacza zbiér numeréw zadan,
a J* bedzie jednym ze zbioréw J, J lub J, gdzie J— {0} UJ, J = J U {n -f 1). Niech
v : J*¥ —* [0,1] bedzie funkcjg, ktora okresla predkos$¢ procesora, w chwili rozpoczecia
j-ego zadania, w zaleznosci od liczby juz wykonanych zadan. Przyjmujemy, ze predkos$¢
ta nie zmienia sie w trakcie wykonywania danego zadania i jest opisana przez warunki
podane oddzielnie dla kazdego konkretnego przypadku.

Niech k oznacza liczbe zadan, ktére moga by¢ wykonane bez przerwania pracy proce-
sora, tj. do chwili, kiedy jego predko$¢ osiggnie warto$¢ koAcowa (tzn. 0 lub 1).

Niech pj, p(j) i ply] oznaczaja, odpowiednio, poczgtkowy czas wykonywania j -ego za-
dania, j -ty najwiekszy czas wykonywania oraz j -ty w uszeregowaniu czas wykonywania,
j 6 J.Niech bbedzie dtugos$ciag przerwy w pracy procesora. W zagadnieniach praktycznych
omawianego typu przerwy sg statej dtugosci; stad, bez straty ogolnosci, mozemy zatozyc,
ze b = 0 (w przeciwnym przypadku powinnismy do ostatecznej dtugosci uszeregowania
dodac statg b tyle razy, ile byto przerw w pracy).

Przy powyzszych zatozeniach wzgledny czas wykonywania py] j-ego zadania

w uszeregowaniu jest rowny

gdzie j £ J; w dalszym toku bedziemy pisa¢ vj zamiast v(j).
Interesowaé nas bedzie kolejno$¢ zadan minimalizujgca dtugos¢ uszeregowania

n

Cmai = PUT
J=1

Przyktadami probleméw praktycznych, w ktérych moze znalez¢é zastosowanie prezen-
towany model sg np. ciezka praca fizyczna ludzi, kiedy wykonanie kazdego kolejnego
zadania powoduje zmeczenie pracujacych, tak ze nastepne zadanie jest wykonywane
z mniejszg predkoscig, co w cfckcic powoduje wydtuzenie czasu wykonywania tego za-
dania (przypadek, kiedy v startuje od 1ijest malejgca) lub przetwarzanie na maszynie,
ktorej temperatura ro$nie w trakcie pracy az do momentu krytycznego, po ktérym dalszy
wzrost temperatury mogtby jg zniszczy¢ (przypadek, kiedy v startuje od O ijest rosnaca).

W obu przypadkach po pewnym czasie wymagana jest przerwa.
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2. Algorytmy wielomianowe

W dalszym toku podamy kilka algorytméw o wielomianowym czasie wykonania,

oddzielnie dla dwu mozliwych przypadkéw w zaleznosci od relacji pomiedzy n i k.
2.1. Przypadek k > n
Oczywiste jest, ze w tym przypadku wystarczy rozwazy¢ sytuacje, kiedy n = k.
Lemat ([6]). Niech dane beda dwa ciagi liczb (aj) oraz (bj). Suma
Eaib
i
iloczynow odpowiadajgcych sobie elementdw obu ciggéw jest najmniejsza wtedy, kiedy ciggi
(aj) i (6j) sa monotoniczne w przeciwnym sensie.
Udowodnimy teraz nastepujace
Twierdzenie 2..1. Niech k = n orazv :J —[0,1] bedzie malejgcg funkcjg taka, ze
o(l) —1, v(k+ 1) =0. Q)
Wtedy uszeregowanie o minimalnej dtugoscijest otrzymywane przez uporzgdkowanie zadan

w nierosnacej kolejnosci poczatkowych czaséw wykonywania py .

Dowdd. Jako ciag (aj) wezmy ciag odwrotnosci predkosci procesora (T), a jako ciag (L))
- cigg czasow wykonywania (p(jj). Poniewaz w tym przypadku
n k
Omar = E PUJ ~ E P@j) ' ~
=1 j=1 VZ
oraz cigg ("-) jest niematejgcy, wiec Cmol bedzie najmniejsze (na mocy lematu) wtedy,
gdy ciag (;j(j1) bedzie nierosngcy. O

Z powyzszego wynika, ze len przypadek jest rozwigzywany przez algorytm (réwno-

wazny powszechnie znanemu LPT) o czasowej ztozonosci O(nlogn).
Twierdzenie 2. 2. Niech k = n oraz u :J—>[0,1] bedzie rosnacg funkcjg taka, ze
u(0) = o,v(k) = 1 2)

Wtedy uszeregowanie o minimalnej dtugoscijest otrzymywane, przez uporzadkowanie zadan

wg nierosnacej kolejnosci poczatkowych czaséw wykonywania p”j.
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Dowdd jest analogiczny jak w poprzednim przypadku. Zauwazmy, ze algorytm ten jest

réwnowazny algorytmowi SP T, takze o czasowej ztozonosci 0(nlogn).

2.2. Przypadek k <n
Zatdzmy, ze ciagg (pj) jest dany w postaci listy wejsciowej L oraz ze v jest monofo-
niczna. Poniewaz istnieje doktadnie m — (n mod k) + | momentéw czasu, kiedy predkos¢
procesora jest rbwna 1, mozemy podzieli¢ liste L na m podlist, Li,17,..., Lm, w ktérych
zadania sga uporzadkowane odpowiednio do predkos$ci procesora.
Algorytm A oparty na tej idei mozna sformutowac nastepujaco:
begin
sorl(L);
m := div(n,k)-f-\;
forj := 1to m do
Lj :=0;
while L~ 0 do begin
forj := 1to m do
if L Othen begin
wez jako p pierwszy element listy L;
Li LuUu{p}
L:=L\ {p ¥
end
else exit;
end;
forj :=1to rndo
L:= LULj;
end
gdzie sort(L) oznacza sortowanie nierosngco (niemalejgco) elementédw listy L, jezeli v jest
malejaca (rosnaca), 0 - zbidr pusty oraz div(n,k) —iloraz catkowity z dzielenia n przez
k. Na wyjsciu algorytmu lista L zawiera poczatkowe czasy wykonywania zadan we witasci-
wym (optymalnym) porzadku. Agorytm ten, tak jak poprzednie, ma ztozono$¢ czasowa
rzedu O[nlogn). Oznaczmy przez Ai (A?) wersje algorytmu A z sortowaniem nierosnacym

(niemalejacym). Zachodzg woéwczas nastepujace
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Twierdzenie 2. 3. Niech k < n orazv :J —(0,1] bedzie kawatkami stalg, malejaca
funkcjg taka, zc v jest malejaca w kazdym przedziale miedzy rozpoczeciem (mjfc+ 1)-ego

zadania a zakonczeniem (rtij -+ 1)k-eyo zadania oraz

v(rri\k + 1) = 1, (3)

0 < v((m, + k) < 4, 4)

gdzie nij =0,1,2,..., (n mod k). Wtedy algorytm A) znajduje uszeregowanie o minimal-
nej dtugosci.

Twierdzenie 2. 4. Niech k < n orazv :J —* (0,1] bedzie kawatkami statg, rosnacg

funkcja taka, zc v jest rosngca w kazdym przedziale miedzy rozpoczeciem (mik + \)-ego

zadania a zakonczeniem (m\ + 1)k-ego zadania oraz

0< t)(mjk + 1) < 1, (5)
M7 + k) - 1, (6)
gdzie m\ = 0,1,2, mod k). Wtedy algorytm A? znajduje uszeregowanie o minimal-

nej dtugosci.

Dowdd. Niech v bedzie ka.walka.mi stalg, malejacag funkcjg okre$long jak w twierdzeniu

2..3. oraz n = mk 4-r. Przedstawmy Cmax jako sume m + 1sum w nastepujacy sposob:

h 2 k mk+r

Cmoi = 5Zp(j] + Pl) = Sl.i + s*+l,2k+ ...+ Smfc+l.mt+r,

jf=1 jszk+1 j=mk+1
gdzie S;,,;, oznaczasume £}=;, W\- Poniewaz py] = py] mT oraz ciagg (T) jest kawat-
kami rosnacy, zatem Ctnax bedzie najmniejsza wtedy, gdy w sumach S-.-, (dla ii = 1,
k+ 1,..., mk+1 oraz i2—Kk, 2k, ..., mk + r) m najwiekszych wartosci sposréd pyj bedzie
pomnozonych przez v: = 1; kolejnych m (co do wielkosci) wartosci pya - przez nastepne,
najblizsze 1, wartosci predkosci itd. Kontynuujac to postepowanie otrzymamy m+1 ciggow
uporzadkowanych odpowiednio do wartosci v; w taki sposob, ze tgczna suma wszystkich
pyj (réwna Cmax) bedzie minimalna. Dowdd dla przypadku, kiedy v jest kawatkami stata
i rosnaca, jest podobny. O

Rozwazmy teraz przypadek, kiedy u,w:J —* (0,1] jest dowolng funkcjg. Mozemy
otrzymac optymalne uszeregowanie poprzez posortowanie poczatkowych czaséw wykony-

wania zadan, a nastepnie poprzestawianie ich odpowiednio do wartosci v w taki sposoéb,
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aby suma ]JC"=i Py]4 byta minimalna. Algorytm B oparty na tej idei mozna sformutowac

nastepujaco (— oznacza komentarz):
begin
posortuj nierosngco py — utworzenie listy pty

forj := 1to n do begin

suj vy
3U -
end,’

posortuj nierosngco sxj;
przenumeruj liste s odpowiednio do wartosci S|,(j)i
for j 1to n do
Lj =0
forj := 1to n do
wstaw py) na -te miejsce w liscie L — utworzenie listy py]

end

Algorytm B takze ma ztozono$¢ czasowg O(nlogn). Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 2. 5. Niech v : J —» (0,1] bedzie dowolng funkcja. Wtedy algorytm B,

zdefiniowany jak wyzej, znajduje uszeregowanie o minimalnej dtugosci.

Dowod wynika bezposrednio z lematu oraz analizy algorytmu B. Zauwazmy, ze ponie-
waz w algorytmie B nie wystepuje k, to twierdzenie 2..5. zachodzi dla obu, k > n oraz

k < n, przypadkoéw.

3. Podsumowanie

Modele teorii szeregowania zadan, w ktdrych pewne parametry zbioru zadan czy
tez maszyn sg opisane zaleznoSciami ciggtymi, odgrywaja coraz wiekszga role, zwtaszcza
w zastosowaniach.

W pracy przedstawiono nowy model szeregowania zadah na procesorze 0 zmiennej
predkos$ci, opisanej pewna funkcja zalezng od liczby juz wykonanych zadan. Pokazano,

ze dla monotonicznych oraz dowolnych funkcji predkosci, jak rowniez dla dowolnej relacji
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pomiedzy liczbg zadan a liczbg przerw w pracy procesora istniejg wielomianowe algorytmy

optymalne.

Dodajac nowe zatozenia dotyczace np. wag zadan, czaséw gotowosci, podzielnosci itp.

mozna otrzymaé¢ model o bogatszych wiasnosciach. Interesujace takze wydaje sie prze-

niesienie idei procesora o zmiennej predkosci do zagadnien szeregowania na procesorach

dedykowanych.
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Abstract

In some applications it seems natural to assume that the speed of a processor can
change in time. In the literature exist several possible approaches to the problem. The
approach presented by us is based on the assumption that the change of the speed of the
processor is due to the number of already completed jobs.

In the paper is presented the new model of scheduling in which the speed of a processor
is described by a function . Without loss of generality we can assume that the speed
varies in (0,1] interval. Starting from an initial value it changes after completion of each
job and becomes equal to an end value after executing some number of jobs. Then there
is a break for some time, when the processor does not work, after that the speed again
varies between 0 and 1, etc.. Specific properties of the function v depend on the stated
problem.

The above model can be prcciscd as follows: wc are given n independent, not preemp-
table jobs, each of which consists of one operation only. Let J = {1,2,..., n} denote a set
of job indices and let u : J —[0,1] be a function which specifies the speed of the processor
(at the moment of the beginning of the j'-th job) in the dependence on the number of al-
ready executed jobs. We assume that the speed does not change during execution of a job
and is described by the set of conditions separately for each particular case. Let k denote
a number of jobs which can be executed without breaking the work of the processor, i.e.
up to the time when its speed reaches an end value (0 or 1). Let b be the length of each
break in the work of the processor. We assume that the length b of the break is constant
and thus, without loss of generality, we can suppose that 6 = 0. Let pj and p[j] denote,
respectively, the starting processing time of the j-lh job and the processing time of the
j-th job in a schedule,j S J.

Under the above assumptions the relative processing time, pyj of the j-th job in a
schedule is equal to pyj = ~ where j € Je We are interested in an order of the jobs
which minimizes the maximum completion time of all jobs Cmax — PM-

Using a well-known lemma about minimizing the sum of products of the corresponding
elements of two number sequences (a/),(6j) we prove theorems concerning the optimal
schedule for a single processor of the above type and as foT monotonic as for any function
u, separately for the case n > k and n < k. For the each case we give the polynomial-time
algorithm for finding the optimal schedule.



