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SZEREGOWANIE ZADAN JEDNOSTKOWYCH W SYSTEMIE OTWARTYM
BEZ OBUSTRONNYCH PRZESTOJOW

Streszczenie. W pracy rozwazamy problem szeregowania zadan jednostkowych w
systemie otwartym bez obustronnych przestojow w celu minimalizacji dtugosci
uszeregowania, symbolicznie O”ejO,! },no-wait/idle\CmK. Pokazujemy, ze problem
ten sprowadza sie do problemu zwartego kolorowania krawedzi grafu dwudzielnego,
ktory jest NP-trudny. Dlatego koncentrujemy sie na identyfikacji tych przypadkéw
szczegblnych, ktére moga by¢ rozwiazane w czasie wielomianowym.

NO-WAIT OPEN SHOP SCHEDULING OF ZERO-ONE TIME OPERATIONS
WITHOUT INSERTED IDLE TIMES

Summary. In the paper we consider the problem of no-wait scheduling of zero-one
execution time tasks in an open shop without inserted idle times, in symbols
O\p,Xe{0,1},no-wait/idIt'\C<mx. We show that this problem is equivalent to the problem
of consecutive coloring of the edges of a bipartite graph, which is NP-hard. Therefore,
we concentrate on finding special cases which can be solved in polynomial time.

1. Wprowadzenie

W pracy rozwazamy nastepujacy problem szeregowania zadan: Danych jest m
specjalizowanych maszyn i n zadan. Kazde zadanie sktada sie z m rodzajéw operacji, zas
kazda operacja musi odbywa¢ sie na doktadnie jednej przeznaczonej dla niej maszynie. Czas
dziatania pojedynczej operacji jest zerowy lub jednostkowy, za$ kolejnos¢ realizacji operacji
jest dowolna (system otwarty). Zakladamy ponadto, ze zar6wno operacje tego samego zadania
wykonuja sie bez przestojow, jak i maszyny pracujg w sposéb ciagty. Celem naszym jest
znalezienie uszeregowania o minimalnej dtugosci. Zatem problem moze by¢ symbolicznie

zapisany jako O]/?,;e{0,l },no-wailHdle\Cnix.

Dobrg ilustracjg takiego problemu jest ukfadanie rozktadéw zajeé szkolnych. W tym

przyktadzie klasy odpowiadajg zadaniom, nauczyciele - procesorom, za$ lekcje - operacjom.
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Zadanie polega na utozeniu takiego harmonogramu zaje¢, ze zadna klasa i zaden nauczyciel nie
ma okienek, za$ ostatnia lekcja odbywa sie tak wcze$nie jak to mozliwe. Zauwazmy, zc ze
wzgledu na wymaganie bczokienkowosci rozktadu zaje¢ ditugo$é harmonogramu moze by¢

wieksza niz bez tego ograniczenia, a nawet rozwigzanie dopuszczalne moze nie istniec.

Rozwazany problem moze byé zamodelowany w postaci grafu dwudzielnego, w
ktorym wierzchotki odpowiadajg zadaniom i maszynom, za$§ krawedzie - operacjom
jednostkowym. Wodwczas rozwigzanie dopuszczalne odpowiada zwartemu pokolorowaniu
krawedzi tego grafu. Poniewaz problem zwartego kolorowania krawedzi grafu dwudzielnego
jest NP-trudny, w pracy skoncentrujemy sie na identyfikacji tych przypadkéw szczeg6lnych,
ktére moga by¢ rozwigzane w czasie wielomianowym wzgledem m i n. Chodzi tutaj o
przypadki uproszczonej struktury grafu dwudzielnego dopuszczajacej takie rozwigzania, np.

petne grafy dwudzielne, drzewa, grafy regularne, cukierki, kaktusy, grafy podkubiczne itp.

2. Model matematyczny

W  poprzednim punkcie wspomnieliSmy, Zze rozwazany problem moze byé
przedstawiony w postaci grafu dwudzielnego G = (K|K2£), gdzie W jest zbiorem /;
wierzchotkéw odpowiadajacych zadaniom, V2jest zbiorem m wierzchotkéw odpowiadajgcych
maszynom, za$ E jest zbiorem krawedzi pomiedzy elementami zbioru W\ i elementami zbioru
V2 odpowiadajacymi operacjom jednostkowym. W dalszym ciggu graf G nazywaé bedziemy
grafem szeregowania. Zauwazmy, ze problem szeregowania bez obustronnych przestojow
polega na kolorowaniu krawedzi grafu G w taki sposéb, iz kazdy wierzchotek ,,widzi” zwarty
przedziat koloréw, za$ liczba uzytych koloréw jest minimalna mozliwa. Ponizej podamy kilka
istotnych Faktéw zaczerpnietych z teorii kolorowania graféow.

Po pierwsze, nie wszystkie grafy dwudzielne majg takie pokolorowania. Najmniejszy, w
sensie liczby wierzchotkéw, znany graf dwudzielny, ktéry nie moze by¢ pokolorowany
zwarcie, to tzw, rozetka Malafiejskiego [3], Na rysunku 1 pokazujemy jag jako graf
szeregowania z m = 4 maszynami (wierzchotki zaczernione) i n = 15 zadaniami.

Po drugie, problem rozstrzygniecia, czy dany graf dwudzielny posiada takie

pokolorowanie, jest silnie NP-zupetny [7],
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Rys. 1. Rozetka Afj
Fig. 1. Rosset&M$

Po trzecie, w odréznieniu od klasycznego kolorowania krawedzi minimalna rozpieto$¢
pokolorowania zwartego, czyli liczba uzytych koloréw, nie jest uzalezniona od maksymalnego
stopnia grafu A. W rzeczywistosci autorzy pokazali w [4], Zzc istnieje cigg grafow
dwudzielnych stopnia A = 32, dla ktérych liczba koloréw niezbednych do pokolo/owania
zwartego rosnie do nieskonczonosci. Jednakze liczba ta nie przekracza nigdy diatn(G)(A-1)+1,
gdzie diam{G) jest $rednica grafu G [1].

Po czwarte, pesymistyczna deficytowos¢ graféw nie majacych  zwartego
pokolorowania, czyli minimalna liczba krawedzi wiszacych, ktérych dotgczenie do G czyni go
zwarcie kolorowalnym, rosnie przynajmniej tak szybko jak liczba wierzchotkéw. W [3] autorzy
pokazali cigg graféw dwudzielnych, dla ktérych deficytowo$é zbliza sie asymptotycznie do
liczby wierzchotkdéw.

Po pigte, problem decyzyjny Om|pj,e{0, I1},no-waitlidle\- ma zawsze rozwigzanie
pozytywne, gdy ni £ 3. Przypadek dwumaszynowy rozwazamy w punkcie 3.2. Brak takiego

rozwigzania dla m = 4 ilustruje rysunek 1

3. Przypadki wielomianowo rozwigzywalne

W niniejszym punkcie dokonamy przegladu tych przypadkéw szczegélnych, dla
ktérych znalezienie pokolorowania zwartego o minimalnej rozpietosci nie przedstawia

wiekszych trudnosci obliczeniowych.
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3.1. Petnegrafy dwudzielne

W przypadku graféw Krjv minimalna rozpieto$¢ pokolorowania wynosi C”,,= m+n-k,
gdzie k = gcd(m,n) jest najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb m i n [6], Zauwazmy, ze w
tym przypadku pokolorowanie optymalne definiuje prostokat tacinski L rozmiaru mxn.

Zdefiniujmy blok fi, jako fragment tego prostokata w nastepujacy sposéb:

Vi-))k +1 (i-\)k +2 . k-1 ik
(-Vk+2 (i-D&+3 , ik (-D)*+1
ik- 1 ik . k-3 ik - 2
ik C-1*+1 . ik-2  i*-1

Zatem prostokat tacinski ma postaé

¢2A°k

* oV : " Brim
Wobec tego, ze kolor maksymalny = ik, natychmiast dostajemy
= cnax(B(n,,yk\) = m+n-k.

Na przyktad dla grafu K<A pojedynczy blok fi, ma posta¢

i-1 2/
fi, =
2/ 2/-1
natomiast cata tablica

1 2 3 4 5 6
B2 By 2 14 3 6 5
*2 By Ba. 3 4 5 6 7 8
4 3 6 5 8 7

Oczywiscie, ztozono$¢ tej metody wynosi U(mri).
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3.2. Cukierki

Pojecie cukierka wprowadzili de Werra i Solot [8], Z takim grafem szeregowania
mamy do czynienia, gdy m = 2. W tym przypadku zbiér zadan mozna podzieli¢ na dwa
podzbiory, mianowicie: »\ zadan jednooperacyjnych i n2 zadan dwuoperacyjnych. Wéwczas
kolorujemy najpierw podgraf w sposéb opisany w poprzednim punkcie, a nastepnie
kolorujemy pozostate krawedzie wiszace w sposéb zachtanny. Oczywiscie ztozonos$¢ takiego

algorytmu wynosi 0(2tii+n{) = 0(n).

3.3. Grafy regularne

Indeks chromatyczny grafu dwudzielnego A-regularnego wynosi %(G) = A. Kazde A-
kolorowanie krawedzi jest, rzecz jasna, pokolorowaniem zwartym. Najlepszy znany algorytm
kolorowania krawedzi takiego grafu G = (Fj.Pj.JS) ma ztozonos$¢ O(|E|log(|Fi|+|F]])) =
O(nuilog(m+n)) [2].

3.4. Drzewa

Jezeli G jest drzewem o maksymalnym stopniu A, to G mozna zwarcie pokolorowaé¢ A
kolorami tak, aby dowolna wybrana krawedZ uzyskata ustalong barwe k i A. Rzeczywiscie,
niech e bedzie krawedzig, ktéra ma otrzymaé¢ kolor k. Po pokolorowaniu e wybieramy
dowolng krawedz e tgczaca sie z juz pokolorowang krawedzig w wierzchotku v. W ogdlnosci,
kolory juz uzyte przy v tworzg przedziat [a,..., b], dlatego kolorujemy e przeza-l lub 6+1 w
zaleznosSci od tego, ktéra z tych liczb nalezy do {!,...,A}. Powtarzajagc te czynnos$¢
otrzymujemy zadane pokolorowanie w czasie 0{m+ri).

Poprawno$¢ algorytmu wynika z faktu, ze za kazdym razem, gdy kolorujemy nowa
krawedz, krawedzie juz pomalowane tworza zwarcie pokolorowane i spéjne poddrzewo w G.

Zatem e fgczy sie z krawedzig juz pokolorowang tylko w jednym wierzchotku v.
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3.5. Kaktusy

Naturalnym uogélnieniem drzew sg kaktusy. Formalnie, kaktus jest grafem sp6jnym, w
ktorym kazdy blok (czyli maksymalny podgraf bez przegubu) jest albo krawedzig, albo
bezcieciwowym cyklem prostym. Niech bedzie dany kaktus C. Usunmy krok po kroku
wszystkie wierzchotki stopnia 1 do momentu, gdy nie bedzie juz takich wierzchotkéw. Graf,
ktéry pozostanie, nazywamy rdzeniem kaktusa. Kaktus C jest parzysty, jesli kazdy cykl jego
rdzenia jest parzysty. C jest silnie spojny, gdy rdzen kaktusajest silnie spéjny, czyli nie zawiera
mostéw. Ponizej pokazemy, ze rdzen silnie spéjnego kaktusa parzystego moze byé zwarcie
pokolorowany A kolorami, gdzie Ajest parzystym stopniem takiego kaktusa.

Niech R bedzie rdzeniem silnie spéjnego kaktusa parzystego. Wtedy R mozna zwarcie
pokolorowaé¢ kolorami 1],...,A tak, by w dowolnym cyklu krawedzie byly pomalowane
naprzemiennie przez pare sasiednich koloréw, z ktérych nizszy jest nieparzysty. Para koloréw
dla dowolnego cyklu moze byé z géry ustalona. Sposéb kolorowania jest analogiczny do
sposobu kolorowania drzew. Najpierw malujemy krawedzie wybranego cyklu naprzemiennie
wybrang parg koloréw. Nastepnie wybieramy krawedZ bezbarwng e taczacg sie z juz
pokolorowang krawedzig w wierzchotku v i kolorujemy cykl zawierajgcy e w nastepujacy
sposéb. Niech kolory uzyte przy v tworzg przedziat [a,..., b]. Woéwczas kolorujemy krawedzie
cyklu naprzemiennie za pomoca a-I, a-1 lub b+2, b+1 w zaleznosci od tego, ktéra para
zawiera sie w {1,..., A} i tak dalej dla pozostatych cykli. £atwo zauwazy¢, ze pokolorowania
uzyskane ta droga sa zwarte, za$ liczba krokéw algorytmu jest proporcjonalna do liczby
krawedzi.

Podany sposéb mozna tatwo uogélni¢ na wszystkie silnie spéjne kaktusy parzyste.
Mianowicie, najpierw kolorujemy rdzen R, a nastepnie kolorujemy drzewa zakorzenione w
jego cyklach poczynajac od korzenia w sposéb opisany w punkcie 3.4. Zilozono$¢
obliczeniowa tego algorytmu jest proporcjonalna do tacznej liczby krawedzi. Poniewaz w
przypadku silnie spdjnych kaktuséw parzystych G = \VZJE) mamy |£| < 4(|Hi|+|H2])/3, wiec
algorytm ten daje uszeregowanie dtugosci C’ux = A w czasie 0(m+n).

Na marginesie tych rozwazan zauwazmy, ze dowolny kaktus parzysty moze by¢

zwarcie pomalowany co najwyzej A+l kolorami w wielomianowym czasie.
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3.6. Grafy podkuhiczne

Graf nazywamy kubicznym, gdy jest regularny stopnia 3. Graf, ktérego maksymalny
stopien A < 3, nazwiemy podkubieznym. Oczywiscie, kazdy dwudzielny graf kubiczny, jako
regularny, ma 3-pokolorowanie zwarte. Mozna udowodnié, ze wszystkie dwudzielne jsrafy
podkubiczne majg zwarte pokolorowania, aczkolwiek niekiedy liczba niezbednych kolorow
moze wzrosng¢ do 4. Najmniejszym takim grafem nie posiadajagcym zwartego

3-pokolorowania jest /G.2 pokazany na rysuku 2.

Rys. 2. Najmniejszy podkubiczny grafdwudzielny bez zwartego 3-pokolorowania
Fig. 2. The smallest subcubic bipartite graph having no consecutive 3-coloring

Zatem rodzine wszystkich dwudzielnych graféw podkubicznych mozna podzieli¢ na
dwie klasy: tych, ktére majg zwarte 3-pokolorowania, i tych, ktére majg wytacznie zwarte
4-pokolorowania, przy czym istnieje wielomianowe kryterium pozwalajgce stwierdzi¢, z
ktérego rodzaju grafem mamy do czynienia. Przyktadami graféw pierwszej klasy sa grafy
hamiltonowskie (np. drabiny i wiatraki) i tzw. ,,nieparzyste usta” oraz wszystkie grafy, ktérych
rdzen jest jednym z wyzej wymienionych (np. jednocykliczne). Zwarte kolorowanie takich
graféw nie przedstawia wiekszych probleméw obliczeniowych. Na przyktad, w przypadku
graféw hamiltonowskich algorytm rozpoczynamy od znalezienia maksymalnego skojarzenia
spinajacego wierzchotki stopnia 3, ktére malujemy kolorem 1, a nastepnie malujemy pozostate
cykle parzyste kolorami 2 i 3. Jesli do takiego grafu podoczepiane sg drzewa binarne, to
malujemy je nadajac krawedzi przy korzeniu kolor 1i tak dalej w sposéb opisany w punkcie
3.4. W przypadku nieparzystych ust najpierw kolorujemy jeden z cykli kolorami | i 2, a
nastepnie $ciezke cieciwowg kolorami 3, 2, 3 itd. Jedli w ustach zakorzenione sg drzewa

binarne, to malujemy je zwarcie poczynajac od korzeni.
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Abstract

In the paper we consider the following scheduling problem: Given m specialized
machines and //jobs. Each job consists of m operations and each operation must be performed
by precisely one dedicated machine. Execution time of each operation is either zero or one and
the order in which operations of ajob are performed is immaterial (open shop). Moreover, we
assume that operations ofajob are performed in a no-wait manner and machines work without
inserted idle times. Our aim is to find a schedule with minimum possible length. Thus the
problem can be described in symbols as O]/>ijG{0, 1};no-wailHdle\Cmri. Obviously, not always
such a solution is possible.

The problem considered herein can be modeled as a bipartite graph in which the
vertices correspond to both jobs and machines while the edges correspond to unit execution
time operations. Then a solution to the scheduling problem corresponds to a consecutive
coloring of the edges of the associated bipartite graph. Since deciding the latter is NP-
complete, in the paper we focus on identifying special cases which can be solved in polynomial
time with respect to m and n. This concerns highly structured graphs such as: complete
bipartite graphs, trees, regular graphs, cacti, candies, etc.



