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ANALIZA ZEOZONOSCI OBLICZENIOWEJ JEDNOMASZYNOWYCH
PROBLEMOW SZEREGOWANIA Z TERMINAMI DOSTEPNOSCI ZADAN
ZALEZNYMI OD ZASOBOW

Streszczenie. W pracy rozpatrzono jednomaszynowe problemy szeregowania
zadan z terminami dostepnosci zadan zaleznymi od zasobéw przy dowolnych
technologicznych ograniczeniach kolejnosciowych pomiedzy zadaniami. Uwzgledniono
nastepujace kryteria: czas zakonczenia wszystkich zadan oraz catkowite zuzycie
zasobOw. Zbadano ztozono$¢ obliczeniowa rozpatrywanych probleméw oraz ich

szczegblnych przypadkéw. Zaproponowano takze przyblizone algorytmy

rozwigzania.

COMPUTATIONAL COMPLEXITY ANALYSIS OF SINGLE MACHINE

SCHEDULING PROBLEMS WITH JOB RELEASE DATES DEPENDENT ON

RESOURCES

ich

Summary. In the paper single machine scheduling problems with job release dates
dependent on resources and some technological precedence constraints among jobs
were considered. The following criteria were taken into account: maximum job
completion time, total resource consumption. Computational complexity of the
considered problems and their special cases were examined. Some approximation

algorithms were also proposed.

1. Wprowadzenie

W wielu dyskretnych lub dyskretno-ciggtych [3] procesach produkcyjnych mamy czesto

do czynienia z tzw. "waskim gardtem" na jednej maszynie, zwanej "maszyna krytyczng". Czasy

wykonywania zadan na niekrytycznych maszynach poprzedzajacych maszyne krytyczng moga

by¢ potraktowane jako czasy (terminy) gotowos$ci poszczeg6lnych zadan na maszyne

krytyczng. W pracy zaktada sie, ze terminy te, jako czasy wykonywania zadah na maszynach

poprzedzajagcych maszyne krytyczng nie sa z goéry ustalone, ale zalezg od zasobow

podzielnych w sposéb ciagly, takich jak: gaz, paliwo, katalizator, $rodki finansowe. Ponadto

w pracy przyjmuje sie, ze czasy wykonywania zadan na maszynie krytycznej sg z gory

ustalone. Przyjmuje sie takze, ze pomiedzy zadaniami wystepuja dowolne technologiczne
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ograniczenia kolejnosciowe. Jako kryterium przyjeto minimalizacje czasu zakonczenia
wszystkich zadan, kt6ra jest rownowazna minimalizacji przestojow maszyny krytycznej przy
zadanym ograniczeniu na globalng ilo$¢ zasobow przeznaczong do wykonania rozpatrywanych
zadan na maszynach poprzedzajacych maszyne krytyczng. Rozpatrzono réwniez Kryterium
bedace minimalizacjg catkowitego zuzycia zasoboéw przy zadanym nieprzekraczalnym terminie
wykonania wszystkich zadan. Z tego typu problemami mamy do czynienia np. podczas
procesu produkcyjnego wystepujgcego w hutach stali na odcinku produkcyjnym stalownia
konwertorowa ” walcarka-zgniatacz, polegajacym na podgrzewaniu wlewkéw za pomoca
gazu w piecach wgtebnych, a nastepnie walcowaniu tych wlewkdw na walcarce-zgniataczu.
Proces ten szczegétowo zostat opisany w [3],

Opis zatozeh rozpatrywanych w pracy probleméw znajduje sie w rozdziale 3.
Precyzyjne sformutowanie dwu gtéwnych probleméw pracy jest w rozdziale 4. Ztozono$é
obliczeniowa rozpatrywanych probleméw oraz ich szczegélnych przypadkéw jest dyskutowa-
na w rozdziale 4. Opis algorytméw przyblizonych rozwigzujacych badane problemy zamiesz-
czono w rozdziale 5. Krotkie uwagi podsumowujace znajdujg sie natomiast w rozdziale 6.

W rozdziale nastepnym krotko, w zarysie, zostanie przypomniany przyjety w literaturze
[1] schemat notacji probleméw szeregowania zadar. Schemat ten zostang ograniczony do
jednomaszynowych probleméw, a jednoczes$nie uogélniony w ten sposéb, by mogt on

obejmowac wszystkie przypadki rozpatrywanych problemoéw z zasobami.

2. Schemat notacji problemdw szeregowania zadan i rozdziatu zasobow

Kazdy problem szeregowania zadan i rozdzialu zasobéw mozna w sposob
jednoznaczny zanotowa¢ za pomocg uporzagdkowanego ciggu parametréw podzielonych na
trzy podciagi £|PjQ, przy czym pewne parametry nie muszg mie¢ nadanych wartosci, a ich
znaczenie jest nastepujace.

Podciag E = opisuje zbi6ér maszyn.

Parametr £, charakteryzuje rodzaje maszyn.
Poszczeg6lne warto$ci tego parametru sg nastepujace i 0znaczaja:

£,.=0 - zbior maszyn zawiera doktadnie jedng maszyne;



Analiza ztozonosci obliczeniowej o4

Ey*0 - zbidr maszyn zawiera wiecej niz jedng maszyne, np. E{{=P
oznacza wielomaszynowy system z identycznymi maszynami
réwnolegtymi.

Parametr E2 oznacza liczbe maszyn, w naszym przypadku:
£,,=1

Parametr Ei charakteryzuje przepustowo$¢ maszyn.
Ei 6{0, nieog. przep.}, gdzie £3:=0 oznacza, ze kazda z maszyn moze
wykonywa¢ w kazdej chwili tylko jedno zadanie, natomiast E}:= nieog.
przep. oznacza, ze wszystkie rozpatrywane w problemie maszyny moga
wykonywa¢ jednoczesnie nieograniczong liczbe zadan. (Gdy w danym
problemie tylko cze$¢ maszyn jest o nieograniczonej przepustowosci,
woéweczas przed symbolem "nieog. przep." pojawig sie numery tych maszyn).

Podciag Y = 7,Y]YjYaYs opisuje zbior zadar oraz dodatkowe ograniczenie przyjete dla

zadan z tego zbioru.

Parametr 7, e{0, podz.} okresla mozliwo$¢ przerywania wykonywania zadan.
y,:=0 - zadania niepodzielne;
y,:;= podz - zadania podzielne.

Parametr Y2 e{0, <} okre$la ograniczenia kolejnosciowe w zhiorze zadan:

Y2:=0 - brak ograniczen kolejnosciowych (zadania niezalezne);

Y2:=< - dowolne ograniczenia kolejnosciowe (zadania zalezne).
Parametr Y2e {0, /), r, =bj~ charakteryzuje terminy dostepnosci

zadan:

Yy-0 - terminy dostepnosci sg ustalone i réwne, a zatem

mozna przyja¢, ze r, =0, /=1,2,..../[»;
Yy-Tj - terminy dostepnosci sa dowolne, ale ustalone;

y3=1f =bj - (ijU

terminy dostepnosci sg (zmiennymi decyzyjnymi)
nieujemnymi,  malejagcymi,  liniowymi  funkcjami

zasobu;
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Yy=fj =fj(uj) - terminy dostepnosci sg (zmiennymi decyzyjnymi)
nieujemnymi, Scisle malejagcymi, ciggtymi funkcjami
ilosci zasobu (symbol = J\Uj] bedzie oznacza¢, ze
funkcje /j(-) sajednakowe dla wszystkich zadan).

Parametr Y4e {0 ,1 Pj =bj- G\, pj = fj[u,-)\ okre$la czasy wykonywania zadan:

Y4:= 0 - czasy wykonywania zadan (operacji) sg dowolne, ale

ustalone;
Ya'--Pj =bj-djUj - czasy wykonywania  zadan s (zmiennymi

decyzyjnymi) nieujemnymi, malejagcymi, liniowymi

funkcjami ilosci zasobu.

Parametr Ys 6 {0, A U, Cmax < C} okresla dodatkowe ograniczenia:
y5:=0 - brak dodatkowych ograniczen;
Yi\="YJuyj <.0 ~ istnieje ograniczenie na globalng ilos¢ zasobu

przeznaczong do wykonania wszystkich zadan;
- istnieje ograniczenie na czas zakonczenia wszystkich
YyrCr&C
zadan.

Parametr Qe{cmx”"Uy,"«yACm,,J]JCy} oznacza symbol Kkryterium
optymalizacji (w niniejszej pracy wszystkie kryteria bedg minimalizowane):
Q: = Cmax - minimalizacja czasu zakoriczenia ~ wykonania
wszystkich zadan;
uj ~ m>'mal'zacja catkowitej ilosci zuzytego zasobu;
n, rp r - dwukryterialne podejscie z jednoczesng minimalizacja
VOS24 j A mar
Y jU OraZ Crexi
- minimalizacja sumy czaséw zakonczenia wykonywania

wszystkich zadan.

3. Opis zatozen probleméw

Dany jest zbiér n zadan J = Zadania te majg by¢ wykonane za

pomocajednej maszyny stanowigcej gniazdo krytyczne. Zaktada sie, ze maszyna jest dostepna
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w spos6b ciggly i moze wykonywac co najwyzej jedno zadanie w kazdej chwili czasu. Zaktada
sie ponadto, ze zadania sa niepodzielne, tzn. kazde zadanie musi by¢ wykonywane bez
przerwan od momentu rozpoczecia az do momentu zakonczenia jego wykonywania. Zadane
sg kolejnosciowe ograniczenia technologiczne "<" pomiedzy zadaniami. Ograniczenia te

wyprowadzone sg z acyklicznego skierowanego grafu G z wierzchotkami {l,2,...,n} odpowia-
dajacymi poszczeg6lnym zadaniom. Graf ten odzwierciedla technologiczne zaleznosci kolej-
nosciowe miedzy zadaniami. Jesli G zawiera skierowang droge zj do k, to pisze sig, ze Jj <Jk
i wymaga sie, aby Jj bylo zakonczone, zanim Jk moze sie rozpoczaé. Zbidr wszystkich
ograniczen kolejnosciowych pomiedzy zadaniami bedzie oznaczony za pomocg zbioru PO.
Przyjmuje sie, ze dla kazdego zadania Jj zadany jest czas jego realizacji pJt
j =1,2,...,«, ktory jest staty i nie zalezy od zasobdw. Dla kazdego zadania Jjt j = 1,2. n,
zadany jest réwniez termin Tj jego gotowosci (dostepnosci) do realizacji; innymi stowy, jest to
czas, ktory musi uptyna¢ od chwili zerowej, aby zadanie to byto gotowe do realizacji. Zaktada
sie przy tym, ze czas ten nie jest zadany, ale zalezy od ilosci przydzielonego zasobu U i moze
zmieniac sie w przedziale [r/.r/J, j - 1,2,...,n. Czas ten jest opisany modelem:
j=//(«y)=bj-au,y=12 n, 1)
gdzie aJ? bj sa zadanymi parametrami technologicznymi przyjetego liniowego modelu terminu
dostepnosci zadania.
Zaktada sie ponadto, ze:
aj <u.<p;,j=12 &)
gdzie ccj, fij 0 < aj<pj <bj/aj) sg lokalnymi (dolnymi i gérnymi)ograniczeniami  techno-
logicznymi na ilos¢ zasobu przydzielonego do zadania Jj lub do maszyny (poprzedzajacej
rozpatrywang maszyne krytyczng), na ktdérej zadanie to jest wczesniej, tzn. przed maszyng
krytyczna, realizowane. Minimalna warto$¢ terminu dostepnosci zadania Jj wynosi:
rf - bj-QjPj, j = €
natomiast maksymalna warto$¢ wynosi:
~ hj-QjCCj, y=12 n. (4)
Zadane moze by¢ rowniez ograniczenie U na globalng ilos¢ zasobu dysponowang do
rozdziatu lub ograniczenie na nieprzekraczalny termin (tzw."deadline™)zakonczenia

wykonania wszystkich zadan C.
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Niech n oznacza dopuszczalnag (tzn. spetniajacg zadane technologiczne ograniczenie

kolejnosciowe PO) permutacje zadan z J, a niech oznacza zadanie na pozycji j

w permutacji 7t. Ponadto niech IT oznacza zbior wszystkich dopuszczalnych permutacji 7t.
W przypadku gdy zadane jest ograniczenie U na globalng ilo$¢ zasobu, zbhiér

wszystkich dopuszczalnych rozdziatéw u zasobu jest nastepujacy:

U=\ueRmu= ajew, £@,j =1,..,», AU
\% y-i

Natomiast w przypadku gdy nie ma ograniczenia na globalng ilo$¢ zasobu, tzn. np. gdy
nie jest ono aktywne lub gdy globalna ilo$¢ zuzytego zasobu jest minimalizowana przy
zadanym ograniczeniu na nieprzekraczalny termin zakonczenia wykonania wszystkich zadan,

zbioér wszystkich dopuszczalnych rozdziatéw u zasobu jest nastepujacy:
U'={ws Ra: u=1[u,...«nl,a; <;«, ¢Vij,j= 1.

Dla ustalonej dopuszczalnej kolejnosci wykonywania zadan ireTl (dokiadniej
permutacji indekséw zadan) oraz zadanego dopuszczalnego rozdziatu zasobu us U lub ue IP,

czas zakonczenia wykonywania zadania y =1,2,...,», W uszeregowaniu n, oznaczany
Cnffji7l*). mozna zdefiniowa¢ w sposdb nastepujacy:

cn@iy{k'V -¢ 'MfU ~ a*ru u) + pxfy:
Cn(J){n,u) =rnax \bK(J)-a n(nuK@), Cn(H)[n,uj\ +pn(j), j= 2.....».

Czas zakonczenia wykonywania zadania 7=1.2,..,», (n,u) mozna takze
wyznaczy¢ w nastepujacy sposéb:
c.m{nu) = b*(i)  ax(i) LA 3é>ka 1‘. J 12,0
E}) qgﬁ () ax(®uAd) *=>Px(k) j 2,y
Zatem czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadan Cmax(,t,u) dla sc It oraz ueU lub
uelf moznawyznaczy¢ w nastepujacy sposob:
Cnm((n,u)"%j% heaz-an) UnE) e n (k) (5)

Natomiast catkowite zuzycie globalnej ilosci zasobéw U(/r,u) dla ustalonej

dopuszczalnej kolejnosci wykonywania zadarh /rell oraz dopuszczalnego rozdziatu zasobdw

ueU ‘ bedzie oznaczane w nastepujacy sposob:

U{k,u) =jY_i.u«(J)- (6)
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4. Sformutowanie problemoéw

PROBLEM | (l|<,rj=bj-a,uwt Cnal< ¢ \)
Minimalizacja catkowitego zuiycia globalnej iloSci zasobdw przy zadanym
nieprzekraczalnym terminie zakonczenia wykonywania wszystkich zadan
Nalezy znalez¢ taka dopuszczalng kolejnos¢ wykonywania zadan n ell oraz taki
dopuszczalny rozdziat zasobu u e(/', tzn. takie sterowanie (n*,;/'), aby catkowite zuzycie
globalnej ilosci zasobéw byto minimalizowane, tzn.
U[iz',u") h Lneiirll rJyLr; U(it,u),

przy zadanym ograniczeniu na nieprzekraczalny termin zakonczenia wykonywania wszystkich

zadan C, tzn.:
cmin,u")$C.
Niech  <x.-[a,,a2...a,], P=[p,P2...P,)> C=mm{Cmar(np)} oraz

C =%{Cnﬂx{n,a)}.
Oczywiste jest, ze warto$¢ C oraz C mozna znalez¢ w O(nlogn) krokach poprzez
uszeregowanie zadan odpowiednio zgodnie z niemalejgcymi warto$ciami / y(p) oraz f f(a).
tatwo mozna wykazaé, ze zachodzg nastepujace wlasnosci:
Witasnos¢ 1
a) optymalne uszeregowanie dla problemu 1|<, rj=bj-ajUj, istnieje wtedy

i tylko wtedy, gdy C S C. Ponadto, jedli C ¢ C, wowczas:

b) jesliU[n,u) > wtedy CnOI(7t*H*) < C oraz
i

c) jesli C <C, wowczas Cmar(jt\i/) =C.
Dzieki powyzszym wiasno$ciom analize problemu mozna ograniczy¢ do przypadku,
w ktorym:
cscCscC.
Dla ustalonej permutacji n e TI, przez »” 6 U bedzie oznaczany rozdziat zasobéw, dla

ktérego catkowite zuzycie zasobu jest minimalizowane przy zadanym ograniczeniu C na czas

zakonczenia wykonywania wszystkich zadan, tzn. zachodzi:
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Lf,in,u\)W= gnilr} [U(n,«)} przy
Cmea(n,u'n)$C.
Fakt istnienia takiego rozdziatu zasobow u\ dla dowolnego ustalonego uszeregowania Trefl

oraz zadanego ograniczenia C moze byé sprawdzony w O(n) krokach poprzez

zweryfikowanie, czy zachodzi:

tatwo mozna wykaza¢, ze zachodzi nastepujaca wiasnosé:

Wiasnos¢ 2
Jesli dla ustalonego «-en oraz C optymalny rozdziat zasobu u* e U' istnieje,
woéwczas moze by¢ on otrzymany w 0(n) krokach za pomocg nastepujacego algorytmu:

Algorytm 1

PROBLEM Il (l|<, rj-bj-Oj wt Y, u”ru\C mx)
Minimalizacja czasu zakonczenia wykonywania wszystkich zadan przy zadanym

ograniczeniu na catkowitg globalng ilo$¢ zasobow

Nalezy znalez¢ taka dopuszczalng kolejno$¢ wykonywania zadan n efl oraz taki
dopuszczalny rozdziat zasobu u ef/, tzn. takie sterowanie (/r ,«*), aby czas wykonywania
wszystkich zadan byt minimalny, tzn.:

Cmilp'y) = C,,ax(K’U

neil UEU

(przy zadanym ograniczeniu na dopuszczalng globalng ilo$¢ zasobéw U, tzn.:
ILun(j) » Ue
JLunG) ~ U
W powyzszym problemie przez u\ ¢ U bedzie oznaczany optymalny rozdziat zasobu

dla ustalonej permutacji n, k g n, tzn. rozdziat, dla ktérego zachodzi

Cnar[nyKy=minCmex(n.v).
we U

Mozna wykazaé, ze zachodzi nastgpujaca wasnosc:
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Wiasnosé 3

Dla ustalonej permutacji zadan n, ~ell, optymalny rozdziat zasobu u\ eU moze by¢
uzyskany w o (/i2) krokach za pomoca nastepujacego algorytmu:
Algorytm 2

Krok 1 Podstaw u’(l):=<K({), U:=U-;a,, CK(J=bKf0-a nflJunf0+t,P,,w , dla

j-i I»i

= Nastepnie podstaw /:= {it(/):i= 1,2,...«}, /:=0, C0:=0, i przejdz do
Kroku 2.

Krok 2. Podstaw /:=/+1 i znajdz zbiér P,.'=|n(fj.”7i(/) e /, Cn(ij = tmn j. Nastepnie

podstaw Jesli | jest pusty, wowczas podstaw Q:--P, i przejdz do Kroku 3,

w przeciwnym przypadku przejdz do Kroku 2.

Krok 3. Jesli 0= 0 lub 1=0 lub T%{(S -«*j =0, wowczas Stop - un jest optymalnym
e

rozdziatem zasob6w dla n\ w przeciwnym przypadku przejdz do Kroku 4.

Krok A Podstaw x:=min\cq-Cr U/ X (l/tfy), -Wyijjj, gdzie q i p s3
indeksami zadan odpowiednio ze zbhiorow Q oraz Nastepnie podstaw u' :=«* +x /a;
n
dlaj eQ, U:=U- X ,I=1-1, <2=GE " *przejdz do Kroku 3.

5. Ztozono$¢ obliczeniowa problemoéw

Obecnie wykazemy, ze problem 11<, /}=bj- aj U, Cmex <C | jest NP-trudny, tzn.
decyzyjna wersja (oznaczana DFP1) rozpatrywanego problemu (optymalizacyjnego) jest
NP-zupetna nawet dla przypadku z identycznymi modelami terminéw dostepnosci zadan, tzn.
dla bj =b, aj =a, aj =a, P} =/3,j =12..... «.

Decyzyjna wersja rozpatrywanego problemu jest sformutowana nastepujaco:

DFPI: Dany jest jednomaszynowy problem szeregowania« niepodzielnych zadan z dowolnymi
ograniczeniami kolejno$ciowymi " <", z czasami wykonywania zadan p;, j =1,2,...,« oraz

modelami (1) terminéw gotowosci zadahn z parametrami aJt bjt ety, (3; oraz dane sg wielkosci
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C iy, gdzien, aj, bj, a)t Pj, j =1,2,...,«, sg nieujemnymi liczbami catkowitymi, a C orazy
sg nieujemnymi liczbami wymiernymi.
Pytanie: Czy istnieje sterowanie (k,h), 76 n, uet/', takie ze U{n,u) <yl
Witasnosé 4
Decyzyjna wersja DFPI problemu 1|<, Tj=bj-aj wt Cmal §C I"U j jest NP-zupeina,
nawet dla przypadku z identycznymi modelami terminéw gotowosci zadan, tzn. dla dj =a,
bj=b, ccj=a, pj=P, j =1,2,....«.
Dowdd:
Oznaczmy przez Z)/'(1]->170,) decyzyjng wersje klasycznego (tzn. bez zasobdw)
jednomaszynowego problemu szeregowania zadan z ograniczeniami kolejnosciowymi
i z kryterium bedacym sumg czaséw zakoriczenia wykonywania wszystkich zadan.
NP-zupetno$¢ DFPI bedzie dowodzona poprzez wykazanie, ze DF’(I| —=|* C f)

(bedaca NP-zupetng [4]) jest wielomianowo transformowalna do DFPI. Rozwazmy:

DjF(i|— Dany jest jednomaszynowy problem szeregowania m niepodzielnych zadan
z dowolnymi ograniczeniami kolejnosciowymi z czasami wykonywania zadan p\,
/=1,2,....m, oraz liczbg z (gdzie m, z, ph i=1,2,...m, sg nieujemnymi liczbami

catkowitymi).

Pytanie: Czy istnieje uporzadkowanie 7t zadan J ,Jm, spetniajgce zadane ograniczenia
kolejnosciowe takie ze:

X Artd) $z 2

i=

Odpowiednia instancja DFP jest zdefiniowana nastepujaco:

m m m
n=m, pj = p'j,bj =b="Zp"'l, P, =p=1V (, a.-a=\j=\2t..,n,y=2z,C=Y.p’,
/= Ja! =]

a ograniczenia kolejnoSciowe "<" pomiedzy zadaniami w DFPI nalezy przyja¢ doktadnie
odwrotne do ograniczen z problemu 11 |£ C,.

Obecnie zostanie pokazane, ze dla DFPI zachodzi U{n,u) <y (zgFlI, uelf) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla D /(|| mozna znalez¢ uporzadkowanie zadan ii (spetniajace

zadane ograniczenia kolejnoSciowe "—="), takie ze zachodzi:
m
Z ctfz-
M
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m
(i) Jezeli dla pewnego dopuszczalnego uporzadkowania zadan rcl zachodzi  C, i z, tzn. jesli
i

D/MI—» ma rozwigzanie, to kolejno$¢ wykonywania zadan jt e Fl oraz rozdziat

zasobu uelf, dla ktdrego dla DFPI zachodzi U(wH):y, sa otrzymywane przez
wykonywanie zadan w nastepujacy sposob:
) =7t'"(n-(i-1)), /=1,2,..«, @)

(kazda uporzadkowana para zadan Jt~>Jj w DF(l|—|*C,) jest zamieniana na

v m—i+|

odwrotngw DFPI, tzn. na pare Jj<J,) ul) = 3= > "hU) = . ’
™ -1

1=2,3
tatwo sprawdzié, ze dla sterowania (i,«) zachodzi:
n m n m n
o =YjCi S2=y oraz Cmex{nu)=£/?,= = =C, a rozdziat zasobu 3 jest
= =l i= i=

optymalny dla permutacji 7t, tzn. u=u
Zatem pokazalismy, zejesli ZV (l| -> |2 ~ f) marozwiazanie, to DFPI maje réwniez.
(ii) Nalezy teraz jeszcze pokazaé, zejes$li DFPl ma rozwigzanie, to DJ7(I|—lic,) ma je

takze. Jest to rownowazne wykazaniu, zejesli DJ7(1|->|*]C f) nie ma rozwigzania, tzn.

m

zachodzi /))( £*(/) > z>dla wszystkich dopuszczalnych ri, to - jak zostanie pokazane - dla
»L

kazdego uporzadkowania n o postaci (7) (ktore wyczerpuje wszystkie mozliwe
dopuszczalne uporzgdkowania zadan) i dla kazdego dopuszczalnego rozdziatu zasobdéw

uelf zachodzi U{k,u)>y przy spetnieniu ograniczenia:
Cm,U «)zC. (8)

tatwo zauwazy¢, ze dla dowolnego uporzadkowania zadan n (o postaci (7)),
minimalna catkowita ilos¢ zasob6w, zapewniajaca spetnienie ograniczenia (8) jest zuzyta przy

rozdziale zasobow une | f, dla ktérego zachodzi:

") =1,U) («»()) = °-

r*(2) = 1*(2)("k(2)) = Yic(l) +
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tj. dla nastepujacego rozdziatu zasobdw:

"w(2) =

m-iet)
Lp'Aj). '=34 n
F2 A

Zatem, dla dowolnego uporzadkowania n (o postaci (7)), minimalna catkowita ilo$¢ zasobu U,

przy ktorej ograniczenie (8) jest spetnione, wynosi:

n m
U™« = '
m
Z zatozenia mamy, zc dla kazdego uporzadkowania n' zachodzi >z, a przy

i-i
konstrukcji transformacji przyjeto, ze z=y, wiec U >y.

Zatem wykazano, ze dla dowolnego dopuszczalnego rozdzialu zasobéw ueU]
spetniajacych ograniczenie (8), zachodzi: U{it, u) >vy.

Reasumujac, udowodniono, ze D.p(l|->|C,-) jest wiclomianowo transformowalna
do DFPI. (Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie warunki wielomianowej transformacji sg spetnione.)
Wykazanie, ze DFPI e NP jest trywialne, g

Obecnie wykazemy, ze problem \\<,r,= bj-Oj U, * u, <i/|Cmai jest NP-trudny.

Decyzyjna wersja (oznaczana DFPII) rozpatrywanego problemu jest nastepujaca:

DFPIl: Dany jest jednomaszynowy problem szeregowania n niepodzielnych zadan

z dowolnymi ograniczeniami kolcjnosciowymi "<", z czasami wykonywania zadan pJt
j =1,2,...,n, oraz modelami (1) terminéw gotowosci zadar z parametrami aJt bt aJy pt oraz
dane sa wielkosci U, vy, gdzie n, cij, bj, aj, pJt j =12  zt, sg nieujemnymi liczbami
catkowitymi, a U orazy sg nieujemnymi liczbami wymiernymi.
Pytanie: Czy istnieje sterowanie (tt,«), trefl, uet/, takie ze CmM(;r,u) <y ?
Witasnosé 5

Decyzyjna wersja DFPII problemu 1<, rj =bj-ajUj, U S U\ Cmu jest NP-zupetna,
nawet dla przypadku z identycznymi modelami terminéw gotowos$ci zadan, tzn. dla =

bj=b, cij-a,pj=p, j =12,..n.
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Dowdd:
Dowdd przeprowadza sie podobnie jak dowdd Whasnosci 4, tzn. konstruuje sie transformacje
wielomianowg z problemu Df (J|—»|*C,) do DFPII. Transformacja ta w tym przypadku jest

nastepujaca:

m m m
n=m, Pj=p'j, I=b="Yp'j, = pitg=a=\ (j =12...«), U=z,

=l i-1 yH
a ograniczenia kolejnosciowe "<" pomiedzy zadaniami w DFPII nalezy przyja¢ doktadnie
odwrotnie do ograniczen z problemu 11—|~ Cf. Pierwsza cze$¢ dowodu tej wiasnosci
jest bardzo podobna do pierwszej czesci dowodu Wihasnosci 4, a druga czes$¢ jest natomiast

zblizona do drugiej cze$ci dowodu Wiasnosci 4. g

tatwo sprawdzié, ze prawdziwe sg nastepujace wiasnosci:

Wiasnos¢ 6

Problem l|<, - b-auj, =fl, ccj=a, Pj=p, Cmx $C\*Uj mozna rozwigzaé
w o(n2) krokach, szeregujac zadania w sposéb dowolny, aczkolwiek zgodny z relacjg "<"

oraz rozdzielajac zasoby zgodnie z Algorytmem 1.

Witasnosé 7

Problem 1|<, rj = bj-ajUj, Pj-P, aj- a, pj=p, <U\CmX mozna rozwigzac
w o (n2 krokach, szeregujac zadania w sposéb dowolny, aczkolwiek zgodny z relacjg "<"

oraz rozdzielajac zasoby zgodnie z Algorytmem 2.

Jesli zatozy sie, ze zbiér technologicznych ograniczen kolejnosciowych pomiedzy
zadaniami POjest pusty, tzn. PO- 0, to wéwczas mozna wykaza¢ nastepujace wiasnosci:
Wiasnosé 8 [2]

Decyzyjna wersja problemu \rj =ty ~af Uj, CmxfiCj*«y jest silnie NP-zupeina,
natomiast przypadek z identycznymi nachyleniami modeli, tzn. przypadek z at=a,
i=1,2,..n, jest NP-zupetny (w stabym sensie).

Wiasnos¢ 9 [3]

Decyzyjna wersja problemu 1| =h -aJUj, ~"Uj <U\Cmix jest silnie NP-zupetna,

natomiast przypadek z identycznymi nachyleniami modeli, tzn. przypadek z fi, =n,

i=1,2,...,«, jest NP-zupetny (w stabym sensie).
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Dla obu probleméw rozpatrywanych we Wiasnosciach 8 i 9 mozna znalez¢ szereg
przypadkow rozwigzywalnych wielomianowo. Przypadki te zebrano w nastepujacych dwu
wiasnosciach, ktére mozna tatwo udowodnié.

Wiasnos$¢ 10
Nastepujace przypadki problemu \\ij =bj-OjUj, Crax” Cj X!'(/ m°zna rozwigzaé
wielomianowo:
(1) a=a, a,=a,p,=p, 1=12,...«,
(2) a,=a,p, =p, pi=p, 1=1.2,..«
(3) at=a, Pi=p, p,=p, 1=1,2,...«,
(4) a,=a, a,= a, p, =p, 1=1,2,....«
w C>(«log«) krokach poprzez nastepujace uporzadkowanie zadan: (1) wedtug nierosnacych
Pi, (2) wedtug nierosnagcych ah (3) wedtug nierosngcych a, , (4) wedtug nierosnacych pt

oraz (dla uzyskanych uporzadkowan) poprzez rozdziat zasob6w zgodny z Algorytmem 1

Wiasnos¢ 11
Nastepujgce przypadki problemu \\rj = -ajuy, »~ UYs$ I/[CmH mozna rozwigzac
wielomianowo:
(1) a,=a, a(=a,p,=p,1=12,..,
) a,=a,/”=/?p =p,i=12,.,n,
(3) af=a, p{=p, p.=p, 1=1,2,....«,
(4) a,=a, a,= ar, /m=/?, 1=1,2,... «
w 0(«2) krokach poprzez nastepujace uporzadkowanie zadan: (1) wedtug nierosnacych ph
(2) wedtug nierosnacych ah (3) wedtug nierosnacych a,, (4) wedtug nierosngcych ”m oraz

(dla uzyskanych uporzadkowan) poprzez rozdziat zasobow zgodny z Algorytmem 2.

6. Algorytmy przyblizone

Poniewaz zaréwno Problem I, jak i Problem Il sg NP-trudne, do ich rozwigzania

zaproponowano algorytmy przyblizone. A mianowicie, do rozwiazania Problemu I

zaproponowano nastepujacy algorytm o ztozonosci ¢?(«2):
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Algorytm 3

Krok 1 Ze zbioru wszystkich zadan J wybierz zadanie J, z najdtuzszym czasem wykonywania

zadan nie posiadajace jeszcze nie ustawionych poprzednikéw i ustaw je na kolejnej od
poczatku pozycji poszukiwanego uporzadkowania. Nastepnie zmodyfikuj zbiér J

eliminujac J, zJ i powtarzaj Krok 1az do wyczerpania wszystkich zadan z,/.

Krok 2. Dla uzyskanego w Kroku 1 uporzadkowania wyznacz optymalny rozdziat zasobow za
pomocg Algorytmu 1
Analiza najgorszego przypadku tego algorytmu jest trudnym problemem i pozostaje
otwartym zagadnieniem.

Dla Problemu Il zaproponowano natomiast nastepujacy algorytm o ztozonosci réwniez

Algorytm 4
Krok 1 Taki sam jak w Algorytmie 3.
Krok 2. Dla uzyskanego w Kroku 1 uporzadkowania wyznacz optymalny rozdziat zasobéw za
pomoca Algorytmu 2.
Dla powyzszego algorytmu mozna znalez¢ osiggalny wspétczynnik najgorszego

przypadku réwny 2.

7. Uwagi koncowe

Analiza ztozonosSci obliczeniowej rozpatrywanych probleméw wykazuje, ze drobna
zmiana zatozen odno$nie do parametréw problemu moze spowodowaé natychmiastowe
przejscie danego problemu z klasy probleméw rozwigzywalnych wielomianowe do klasy
probleméw NP-trudnych lub nawet silnie NP-trudnych. W dalszych pracach warto sie zajac

podejsciem wielokryterialnym do rozpatrywanych problemoéw.
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Abstract

In the paper single machine scheduling problems with job release dates and some
technological precedence constraints among jobs were considered. It was assumed that job
release dates depend on continuously-divisible resources such as: energy, fuel, catalyzer, raw
materials, financial outlay. The following optimization criteria were considered: makespan,
total resource consumption. Detailed computational complexity analysis of the considered
problems and their special cases were conducted. It was appeared that both problems are
NP-complete even for the same models of release dates for all jobs. Several special cases with
polynomial time algorithms were found. Some approximate algorithms were also presented.



