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MINIMALIZACJA NIETERMINOWOSCI WYKONANIA ZADAN
NA ROWNOLEGLYCH MASZYNACH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono problem szeregowania zadan i rozdziatu
zasobéw na maszynach réwnolegtych. Przyjeto rézniczkowy model zadania opisujacy
predko$¢ zmian stanu zadania w funkcji przydzielonych zasobéw. Zatozono, ze zadania
sg niepodzielne, a ich czasy gotowosci sg rowne zeru. Liczba zadan jest wieksza od
liczby rownolegtych i identycznych maszyn. Globalna ilos¢ podzielnych w sposéb
ciggty zasobéw dostepna w kazdej chwili czasu jest stata. Celem optymalizacji jest takie
uszeregowanie zadah na maszynach i taki rozdziat ograniczonych zasobéw pomiedzy
zadania w kazdej chwili czasu, aby nieterminowo$¢ wykonania zadan byta minimalna.
Pokazano, ze problem nalezy do klasy problemdw NP-trudnych i w zwigzku z tym
zaproponowano algorytm heurystyczny.

MINIMIZATION OF TASKS MAXIMUM LATENESS ON PARALLEL MACHINES

Summary, In the paper we describe and solve tasks scheduling and additional
continuous resource allocation problem on identical, parallel machines. Results
obtained here are for differential task models. We assume that all tasks are independent,
nonpreemptive and their ready times are equal to zero, initial and final states of each
task are given. Task is finished when final state is achieved. We also assume that
number of tasks is greater than number of machines and the amount of resources
available at each moment is constant. The purpose of optimization is to find such a
schedule of tasks on machines and such an allocation of limited continuous resources
between tasks at each moment that maximum lateness criterion is minimized. We show
that our problem belongs to the class of NP-hard problems and we propose a heuristic
algorithm which employs some problem properties which are also proved.

1. Wstep

Jednym z bardzo waznych kryteriow optymalizacji spotykanych w praktyce jest
nieterminowo$¢ zadanych do wykonania zadan, zlecen itp. Dotyczy¢ to moze zar6wno
niewykonania w okre$lonym terminie jakiego$ produktu, jak i pewnej ustugi. Na ogoét
realizacja zlecenia polega na wykonaniu kilkunastu lub kilkudziesieciu zadan przy
wykorzystaniu okreslonej z goéry liczby maszyn lub potencjatu ludzkiego. Terminowe

wywigzanie sie z przyjetych przez przedsigbiorce czy projektanta obowigzkéw zalezy w duzej
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mierze od mozliwosci technicznych urzadzen i zdolnosci ludzkich. Istotne jest jednak, aby
zaréwno mozliwosci ludzkie, jak i wydajnos$¢ urzadzen wykorzysta¢ jak najlepiej. Nie zawsze
zlecenie musi by¢ wykonane "jak najszybciej”. Czesto bowiem mamy zadany termin koncowy i
w tym samym czasie mozemy wykonywac réwniez inne zadania. W takiej sytuacji musimy tak
przyporzadkowywac zadania do maszyn i wykorzystywaé ewentualne dodatkowe zasoby, aby
terminy wykonania wszystkich zadan zostaty przekroczone w jak najmniejszym stopniu lub w
og6le. Dodatkowym zasobem moze by¢ np. energia elektryczna, natezenie gazu, og6lnie
paliwa, $rodki ludzkie itp. (tzn. zasoby podzielne w sposob ciagty), ktérych chwilowe zuzycie
moze podlega¢ pewnym ograniczeniom.

W niniejszej pracy sformutowano i rozwigzano problem szeregowania zadan i
rozdziatu ograniczonych zasobdw na maszynach réwnolegtych. Jako kryterium optymalizacji
przyjeto nieterminowo$¢ wykonania zadarn. Udowodniono, ze problem nalezy do Kklasy
probleméw NP-trudnych. Wykazano pewne wiasnosci problemu, ktére wykorzystano do
stworzenia algorytmu heurystycznego rozwigzujacego problem.

W rozdziale nastepnym w spos6b precyzyjny sformutowano problem pracy. W
rozdziale 3 zaproponowano jego rozwigzanie. W punkcie 3.1. rozpatrzony zostat przypadek,
gdy liczba zadan nie jest wieksza od liczby maszyn. Sprowadzono ten podproblem do
problemu programowania wypuktego. W punkcie 3.2. uogélniono rozwigzanie na przypadek,
gdy liczba zadan jest wieksza od liczby maszyn. Rozdziat 4 zawiera podsumowanie

uzyskanych rezultatow.

2. Sformutowanie problemu
DANE:
- nzadan. Zbior zadan oznaczamy jako A,
A={Aj, Az,...,, Aj,..., An) i=1,..,n;
- m maszyn. Zbidr maszyn oznaczamy jako M,
M={M], M2,..., Mm} j=I..m;
- liczba zadan jest wigksza od liczby maszyn: n > m;
- jeden rodzaj dodatkowych zasobdw;
- stan kazdego zadania w chwili t jest funkcjg przydzielonych do jego wykonywania

zasobow i opisany jest za pomocg réwnania rézniczkowego:

A A = Fi[U)], i=1..n,
dt



Minimalizacjg nieterminowo$ci wykonania zadan ol

gdzie: - xj(t) stan zadania Aj w chwili t,

- uj(t) ilos¢ zasobdw przydzielona do zadania Aj w chwili t,

- fj(-) ciagta, rosnaca, wklesta funkcja,

- Xj* zadany stan konicowy zadania Aj(i=l,...,n,

- dla kazdego zadania Aj zadany jest pozadany termin jego zakoniczenia dj, i=l,...,n.
OGRANICZENIA:

- zadania niezalezne i niepodzielne (nie mozna zatem przerwa¢ wykonywania zadania i

dokoriczy¢ go w innym terminie);
- wszystkie zadania sg gotowe do realizacji w chwili zerowej;
- identyczne, réwnolegte maszyny;

- zbiér dopuszczalnych rozdziatdw zasobdw UN(t) jest zdefiniowany ponizej:

Definicja 2.1
Zbior dopuszczalnych rozdziatow zasobdéw pomiedzy poszczeg6lne zadania w kazdej chwili

czasu t zdefiniowany jest nastepujaco:

uN() = (u(t) 6 R+:u(t) = [ul(t),u2(t),...,ui(t),...,un(t)]A
Av t>*Vi=i-n[(xi(t) = **) => (Vtatui(t) = °)1A

AY"otuiCOANit)}
i=l

- ograniczenia dotyczace zadan i funkcji zasobowych:

Vj=l.n xj(0) = 0,

Vj=l... fj(0) =0,

vi=l.n f,(ui) eCO,

vi=l.n VuileU N(t) Vui2sU N(t) [(uil>ui2) => (f.(ui] ) > fi( «i2))], tzn fi( t*i)
jest rosnaca,

vi=l.n Vul eUN(t) VU2eU N(t) 6[0)i] [fi[ k*uj> + (I-?u)*uj2 ] >

> [2*fj( uj)+(1-A)»fj( uj2 )], tzn fj(u;) jest wklesta.

NALEZY ZNALEZC
takie uszeregowanie zadan na maszynach i taki rozdziat ograniczonych zasobdw pomiedzy
zadania w kazdej chwili czasu, aby nieterminowo$¢ wykonania zadari byta minimalna. Nalezy

zatem minimalizowa¢ kryterium Q = Lmax:

Q = Lmax = noax(Li),
1SiSn
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(gdzie L, = Cj - dj jest nieterminowoS$cig zadania A;, a Cj jest rzeczywistym czasem
zakonczenia zadania Aj),
znajdujac optymalny rozdziat zasobéw pomiedzy zadania:

u () = [u,” (1), u2*(t),..., Uy (t),..., un*(t)].

Opisany powyzej problem oznaczymy jako 7ti i bedziemy w nim zakfadaé, Zze N(t) = N =
const.

3. Metody rozwigzania problemu jt,

Powyzszy problem jest skomplikowanym problemem optymalizacji dynamicznej,
bowiem modele operacji - rGwnania stanu - sg funkcjami nieliniowymi i nieciggtymi wzgledem
czasu. Liczba zadan jest wieksza od liczby maszyn, wiec zadania sg uwarunkowane czasowo
od poprzedzajacych je na maszynach zadan, co powoduje, ze nawet nie mozna tego problemu
sformutowa¢ w przyjetej konwencji zapisu probleméw optymalizacji dynamicznej. Zatem nie
mozna tutaj stosowaé znanych metod optymalizacji dynamicznej, takich jak zasada maksimum,
programowanie dynamiczne, rachunek wariacyjny. Ponizej udowodnimy, ze problem nalezy

do klasy probleméw NP- trudnych.

Twierdzenie 3.1

Wersja decyzyjna problemu 7q opisanego szczeg6towo w punkcie 2 jest problemem NP-

zupetnym.

Dowdd:

W celu udowodnienia twierdzenia 3.1. nie ma potrzeby konstruowania transformacji
wielomianowej z decyzyjnej wersji pewnego problemu 7t2, nalezacego do klasy problemoéw
NP- zupeilnych, do problemu 7tj. Dowiedziono bowiem (J.Du i J.Leung, 1989r.), ze
szczegOlny przypadek naszego problemu, tzn. problem szeregowania zadan na identycznych
maszynach réwnolegtych, w przypadku braku podzielnosSci zadah i przy ograniczeniach
kolejnosciowych jest NP-zupetny nawet dla 2 maszyn (procesoréw). Dla zbioru niezaleznych i
niepodzielnych zadan, dla m=2 lub m=3, problem moze by¢ rozwigzany przez algorytmy
pseudowielomianowe. Je$li natomiast zostang natozone dodatkowe ograniczenia, np. réwne
czasy wykonywania zadan, to problem dla m=2 lub m=3 oraz dla zbioru zadan niezaleznych i
niepodzielnych moze mie¢ rozwigzanie wielomianowe. Dla m>5 problem jest silnie NP-

zupeiny.
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Ograniczenie na réwne czasy wykonywania zadan nie wystepuje w naszym problemie.
Liczba niezaleznych i niepodzielnych zadan w problemie nj jest wieksza od liczby maszyn, a
liczba maszyn m > 2. Dodatkowym utrudnieniem w problemie rrj, oprocz uszeregowania
zadan na maszynach, jest optymalny rozdziat w kazdej chwili czasu ograniczonych zasobéw
oraz fakt, ze czasy wykonywania zadan nie sa znane. Wynika z tego, ze wersja decyzyjna
problemu 7t] nalezy co najmniej do klasy probleméw NP- zupetnych.

g.ed. (tw. 3.1.)

Ze wzgledu na fakt, iz nie istnieje algorytm wielomianowy rozwigzujacy jakikolwiek
problem NP-zupeiny, jedyng drogg efektywnego rozwigzania problemu 7t[ przy dowolnej
liczbie maszyn i zadan jest udowodnienie specyficznych wiasnosci rozwigzania tego problemu,
przy mozliwie najstabszych zatozeniach, a nastepnie wykorzystanie ich do znalezienia
algorytmu optymalnego lub efektywnego algorytmu heurystycznego. W niniejszej pracy
zajmiemy sie konstrukcjg algorytmu heurystycznego.

W proponowanym algorytmie heurystycznym na poczatku tworzy sie liste zadan, w
ktorej kolejno$¢ wyznaczana jest przez pozadane terminy zakonczenia zadan - od
najmniejszego do najwiekszego.

Algorytm sktada sie z dwdch czesci. Pierwsza z nich dotyczy rozwigzania problemu w
odpowiednio stworzonych podzbiorach zadan, w ktérych liczba zadan nie przekracza liczby
maszyn (n <=m). Druga cze$¢ algorytmu dotyczy odpowiedniego #aczenia rozwigzan

otrzymanych w poszczeg6lnych podzbiorach.

3.1. Przypadek n™m
3.1.1. Wiasnosci rozwigzania problemu nj

Przedstawimy i udowodnimy dwie zasadnicze wiasnosci rozwigzania problemu dla
przypadku n<=m. Zanim to jednak zrobimy, dokonamy odpowiedniego podziatu
poszczeg6lnych zadan na czesci. W tym celu wprowadzimy zmienngr e C+ i podamy nowe
definicje:

Przez xjr bedziemy oznaczali r-ta czeé¢ i-tego zadania, ktoéra zostata wykonana w
przedziale czasu <Cr_], Cr), gdzie Cr_] oraz Cr s3 momentami zakoriczenia odpowiednio

zadania Ar_i oraz Ar, tzn.:
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Definicja 3.1.1 (por. rys. 1)

Ai=loonAr=loonaxir = xi(Ar) ~ xi(~r-1)

Oczywiscie:
V A,eA xi* = E xir (3.1.1)

r=l1
W celu tatwiejszego znalezienia rozwigzania wygodnie bedzie poszukiwaé

optymalnego przydziatu zasobow do poszczegélnych czesci zadan. Tak wiec konsekwencja
wprowadzenia podzialu zadan na czeSci jest wprowadzenie podziatlu poszukiwanych
optymalnych przydziatdw zasobow, rozpatrywanych w poszczeg6lnych przedziatach r, tzn. dla
te <CM ,Cr).

Definicja 3.1.2

Poszukiwany optymalny rozdziat zasobdéw jest zdefiniowany nastepujaco:

U (t) = [ui*(t),U2%(t) it (t),..., un*(t)] przy czym:

Ui (1) = [Uj, (t),ui2 (1),...,uir (1),....ua ()]

i/m\
11
1
*21 22
2.
r-1,1 -1,2 1.r-1:
1 r r-1,r-1;
ri 2 j rr-1
nl %5 h nr-1 nr nn
4 - f-
d2 C. -1 4- «dr 9 dn S

Rys. 1. Podziat zadan na czesci realizowane w poszczeg6lnych przedziatach czasowych
Fig. 1. Division of tasks on parts realized in respective time intervals

Mozemy teraz przystapi¢ do sformutowania wiasnosci:

Twierdzenie 3.1.1 (Wtasnosci)

Jesli istnieje optymalne rozwigzanie problemu rej:
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to istnieje rbwnowazne mu w sensie kryterium optymalne rozwigzanie majace nastepujace

wiasnosci:

Vte(ct.,,c,)Vi=1-nV,=1-i Ur*(l) = Uir*= C nSt'

Powyzsze twierdzenie jest pewnym szczegdlnym przypadkiem znacznie og6lniejszego
twierdzenia, ktére mozna by sformutowaé nastepujaco:

Jesli spetnione sg zatozenia problemu 7j ijesli w przedziale <Cr_[, Cr) istnieje pewien
zmienny w czasie rozdziat zasobow ujr*(t) e Ujvj(t). laki ze powoduje on przejscie zadania ze
stanu xj*(Cr_]) do stanu xj*(Cr), to istnieje w tym przedziale staly w czasie dopuszczalny
rozdziat zasob6w ujr(t) = ulr+= const., ujr*eUj<j(t), powodujacy przejscie zadania z tego
samego stanu Xxj*(Cr_j) do tego samego stanu xj*(Cr) w tym samym czasie AC = Cr - Cr_i co
zmienny w czasie rozdziat ujr*(t).

Dowo6d twierdzenia 3.1.1 jest dos¢ skomplikowany i dtugi. Szczegétowo
przedstawiono go w pracy [6],

Dla rozpatrywanego problemu mozna wykaza¢ nastepujaca wiasnosc:

Twierdzenie 3.1.2 (Wtasnos¢ 2)

Jezeli istnieje rozwigzanie optymalne dla Jt], to istnieje rGwnowazne mu rozwigzanie,
w ktérym wszystkie nieterminowos$ci zadan sg sobie réwne.

Aby sformutowac trzecig witasno$¢ rozwigzania problemu jt], zdefiniujemy pewng
nowa wielko$é:

Definicja 3.1.4
Niech Cj, dj oznaczajg czasy odpowiednio rzeczywistego i pozadanego terminu

zakonczenia wykonywania zadania Aj. Definiujemy zmienng Aj, taka ze
Ni=lon M= Cj-d)
Twierdzenie 3.1.3 (Wtasnos¢ 3)
Kryterium Q = Lmax = max(Cj - dj) mozna zastgpi¢ rownowaznym pod wzgledem
rozdziatu zasob6w nastepujacym (efektywnym w praktycznym zastosowaniu) kryterium:
Q=A, gdzie A= Aj=A2=..=Aj=..=An.

Zatem nalezy dokonaé takiego rozdziatu zasob6w pomiedzy wykonywane zadania, aby
dla wszystkich zadan roznice miedzy rzeczywistymi a planowanymi czasami zakonczenia

zadan byty réwne i wynosity A
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Dowdd:

Sposréd n wartoci A; nalezy wybra¢ najwieksza i dazy¢ do jej minimalizacji.
Poszczegdlne A; sg jednak od siebie zalezne w sposéb dynamiczny, tzn. zmiana przydziatu
zasobow do poszczeg6lnych zadan powoduje zmiane diugosci odpowiednich Aj, przy czym
skrocenie lub wydtuzenie dowolnej Aj wptywa odpowiednio na wydtuzenie lub skrécenie
innych Aj, bowiem globalna ilo$¢ zasobow dostepnych w kazdej chwili czasu jest stata i
ograniczona. Dysponujac najwieksza Ajmax sposrdd Aj, oczywisty jest fakt, ze warto
zmniejszy¢ warto$¢ Ajmax kosztem zwiekszenia wartosci innych Aj, tak jednak, by nowe
wartosci Aj nie przekroczyty nowej wartosci Ajmax. ldac dalej tym tokiem rozumowania,
doprowadzimy w konsekwencji do zréwnania wszystkich wartosci A).

g.e.d. (tw. 3.1.2))

3.1.2. Sprowadzenie problemu do zadania programowania wypuktego. Istnienie

ijednoznaczno$¢ rozwigzania

Wykorzystujac  twierdzenia udowodnione wczesniej, a dotyczace wiasnosci
rozwigzania problemu nj, udowodnimy, ze problem 7tj, bedacy skomplikowanym problemem
optymalizacji dynamicznej, mozna sprowadzi¢ do znanego problemu optymalizacji statycznej,
a mianowicie do zadania programowania wypuktego.

Gtownym zadaniem (dla przypadku n < m) jest znalezienie optymalnych funkcji
rozdziatu zasob6w dla kazdego zadania. W celu skonstruowania algorytmu i uproszczenia

matematycznej notacji problemu wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

~r=l...n ACr- Cr-CM .

Z danych i zatozen wiemy, ze:

zatem:

Wykazalismy, ze Vj=i n VteACr uj(t) = u; = const. (Wtasnos¢ 1), zatem:
*I(Cr) - Xj(Cr.j) = fj(uj)*Cr - fj(uj).Cr.j, wiec:
xi(Cr) - xi(C[--I) = fj(ui)*ACr (3.1.2)
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Dlar=1, ACr = ACj = Cj - Cq, gdzie Co = 0i Cj =dj+A, czyli ACj = dj+A.
Dlar=2...n, ACr = Cr - Cr_|, gdzie Cr = dr+A, Cr.\ =dr_i+A,
czyli ACr=dr+A - dr_i-A=dr - dr.[.

Dla pierwszego przedziatu r=I(rys.!, tj. dla te<0,Ci)) otrzymujemy:

Xj(di+A) - x;(0) = fj(uii)«(di+A), czyli xjj= ftfujiHdi+A),

zatem:
Lol (3.1.3)
uii = fi \d] + Ay L
Oczywiste jest, ze xj (dla r=n=l).
Dla pozostatych przedziatow (rys. 1, tj. dlats<Cr_i,Cr) r=2,...,n, otrzymujemy:
Xi(Cr>xiCCr. D=fi(uir).(Cr Cr. 1), czyli xir=fi(uir).(dr dr_I),
zatem:
) |
= 3.1.4
Uir = df-dj-] (3.14)
Ze wzoru 3.1.1 otrzymujemy:
Xj* =Xj, + (3.1.5)
r=2
Biorgc pod uwage (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) oraz Definicje 2.1,dostajemy:
Dlar=I (pierwszy przedziat):
i V
Xit - Z xir
£ r-2 ‘N (3.1.6)
iZ:I " d, +A o -
Dlar=2,...,n (pozostate przedziaty)
V.1 <N. (3.1.7)

Idr-dr_,,

Przeksztatcajac dalej zalezno$¢ (3. i.6), dla pierwszego przedziatu otrzymujemy:
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Ze wzoru (3.1.8) mozemy obecnie wyznaczy¢ A jako funkcje czesciowych zadan

wykonywanych w poszczeg6lnych przedziatach czasu.

A=G(d,x ,x,Nj, gdzie: (3.1.9)
d»[d,.d2 d; dn],

X -_[x,_,x2. »1...,xn'],

Xs[x2,x3,...5xr,...,xn]>gdzie Vr=2n xr = [xIT,xr+Ir,...>jr,...,xnr],

N = const.

Poniewaz ci, x oraz N sg zadanymi parametrami, wiec dalej bedzie nas interesowata tylko

zaleznosé:

As g(x. (3.1.10)

Wobec tego, zebyty natozone ograniczenia na funkcjerozdziatu zasobéw,przyjrzyjmy sie

obecnie ograniczeniom, jakie muszg spetnia¢ rozmiary czesciowezadan xjr(i=I...n, r=2...n). Z
wiasnosci funkcji f;(uj(t)), i=l,...,n oraz z wiasnosci zbioru ograniczen wynika, ze:
Vi=2.nVr=2.n *Ir S 0. (3.1.11)

Z réwnania (3.1.5) mamy:
i
Vid,.,n Xi,=Xi'-Z x ir i xm>0,
r’? n
zatem musi zachodzi¢ Vj=2 n Zxir“ Xj’ ¢0. (3.1.12)
=2

Z (3.1.7) otrzymujemy:

Vr=2,..ngfl'(*"Y )-N <0 (3.1.13)

DokonalisSmy zatem przejScia ze zmiennej niezaleznej bedacej funkcja rozdziatu
zasobow u(t)eUN(t) na zmienne bedace czeSciowymi rozmiarami poszczegélnych zadan,

realizowanymi w poszczegolnych przedziatach jednoczesnej statosci dysponowanej ilosci
zasobow. Zatem wykorzystujac wiasnosci problemu %)\, sprowadzili$my go do nastepujacego

problemu n\*:

Problem TY'

Nalezy znalez¢ takie x e X, aby G(x) zdefiniowane wzorem (3.1.10) osiggneto warto$¢

minimalng. Zbidr ograniczen zdefiniowany jest nastepujaco:
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Definicja 3.1.5

X = {x e R+:Xj=[x2,X3....xr,..., x,] a

A Vr,2R.n r “ [Nir(Pr+lr> Aprl1 A
A Vi=2.nVr2.nxir SO A
Vi=2..nXxir-X i’ <0 A
=2 f \
X;r

= i>i -N <0} .
Vr=2..ni>i dr-dr }

Zaleznosci miedzy funkcjami rozdziatu zasobéw u”jeU”,) z problemu nt (dla
poszczegdlnych czeSci zadah rozpatrywanych w przedziatach jednoczesnej statosci

dysponowanej do rozdziatu ilosci zasobow) a x - rozmiarami czesciowymi poszczeg6lnych
zadan realizowanych w tych samych przedziatach okres$lajg rownania (3.1.3) i (3.1.4)

Mozna udowodni¢, ze powyzej przedstawiony problem +} jest problemem
programowania matematycznego wypukiego. Mozna takze wykaza¢ istnienie rozwigzania
problemu rcj', co stuzy do wykazania istnienia rozwigzania problemu jg. Ze wzgledu na
ograniczone rozmiary tej pracy nie bedziemy tu przytacza¢ dowoddw wyzej wymienionych
twierdzen. Metodologia postepowania, jakg nalezy przyjac, jest pokazana w [6],

Pierwsza metoda rozwigzania problemu 7tj', narzucajaca si¢ niemal natychmiast, jest
metoda Kuhna-Tuckera. Metoda ta jest bardzo przydatna do rozwazan teoretycznych
dotyczacych rozwigzania, ale mniej - do praktycznego wykorzystania. Inne metody to znane
metody numeryczne, takie jak np. metoda Schmita i Foxa, metoda Rosenbrocka, metoda

Carolla czy metoda Powela.

3.2. Przypadek n>m

Uogdlnienie rozwigzania na przypadek, gdy liczba zadan jest wieksza od liczby maszyn,
polega na stworzeniu m-elementowych podzbioréw zadan, a nastepnie znalezieniu rozwigzania
w kazdym podzbiorze. Podzbiory tworzymy biorgc kolejne zadania ze stworzonej wcze$niej
listy zadan, w ktérej kolejno$¢ wyznaczana jest przez pozadane terminy zakonczenia zadan -
od najmniejszego do najwiekszego. W obrebie poszczegdlnych podzbioréw kazde zadanie
wykonywane jest na osobnej maszynie. Rozwigzanie catosci problemu stanowi ztozenie
rozwigzan w poszczeg6lnych podzbiorach, gdzie n<m, tj. rozwigzan przypadku omoéwionego

w rozdziale 3.1.
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4. Podsumowanie

Problem minimalizacji nieterminowosci wykonania zadan na réwnolegtych maszynach i
jednoczesnego rozdziatu ograniczonych, ciggtych zasobow jest skomplikowanym problemem
optymalizacji dynamicznej. Sprowadzenie go do problemu programowania wypukiego
umozliwia rozwigzanie poprzez zastosowanie jednej z kilku metod numerycznych. Wydaje sie,
ze algorytm moze by¢ poprawiony w czesci, w ktérej uogélniono rozwigzanie na przypadek,
gdy liczba zadan jest wieksza od liczby maszyn. Zaproponowana metodologia rozwiazania
moze by¢ zastosowana do rozwigzania podobnych probleméw, np. z dodatkowymi
ograniczeniami dotyczacymi zadan (np. rdzne czasy gotowos$ci) lub zasobéw (np. rdzne
postacie funkcji zasobowych). Zaréwno polepszenie zaprezentowanego algorytmu, jak i

rozwigzanie innych problemdw jest przedmiotem dalszych badan autoréw niniejszej pracy.
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Abstract

In the paper we describe and solve tasks scheduling and additional continuous resource
allocation problem on identical, parallel machines. Results obtained here are for differential
task model. This model describes the speed of task state change in the function of allocated
resources and seems to be more suitable for practical situations than other models. We assume
that all tasks are independent, nonpreemptive and their ready times are equal to zero. We also
know initial and final states of each task. Task is finished when final state is achieved. We
assume that number of tasks is greater than number of parallel, identical machines and the
amount of continuous resources available at each moment is constant.

The purpose of optimization is to find such a schedule of tasks on machines and such
an allocation of limited resources between tasks at each moment that maximum lateness
criterion is minimized. We show that our problem belongs to the class of NP-hard problems
what justifies searching for heuristic algorithm. Y

In algorithm presented here, we create some subsets of tasks in which number of tasks
is not greater then number of machines. We solve subproblems using consecutive subsets of
tasks. Next, we properly join solutions of subproblems. It gives final solution.

To solve subproblems in substes of tasks, we formulate and prove some properties of
the problem. Next, on this basis we transform complicated dynamic optimization problem to
easier convex programming problem. Finally we select numerical or analytical counting
procedure.



