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CZASOWO-OPTYMALNE SZEREGOWANIE ZADAN Z ROZNYMI TERMINAMI
GOTOWOSCI NA ROWNOLEGLYCH MASZYNACH

Streszczenie. W pracy sformutowano problem szeregowania zadan na
réwnolegtych maszynach. Zaktada si¢, ze dla kazdego zadania dany jest termin jego
gotowosci oraz rézniczkowy model w postaci funkcji opisujacej predko$¢ zmian stanu
zadania w zaleznosci od ilosci zasob6w przydzielonych w kazdej chwili czasu. Zadany
jest tez stan poczatkowy zadania i stan koncowy, ktéry zadanie musi osiggna¢, aby byto
wykonane. Przyjeto ponadto, ze zadania sg niepodzielne. Globalna ilo$¢ podzielnych w
sposéb ciagly zasob6w dostepna w kazdej chwili czasu jest stata. Zadania majg by¢
wykonane na identycznych réwnolegtych maszynach, przy czym zaktada sig, ze ilos¢
zadan jest nie mniejsza niz ilos¢ maszyn. Problem polega na znalezieniu takiego
przyporzadkowania zadahn do maszyn oraz takiego uporzadkowania zadan na
maszynach, a takze takiego rozdziatu ograniczonych zasob6w pomiedzy zadania w
kazdej chwili czasu, aby czas wykonania wszystkich zadan byt minimalny. Problem
nalezy do klasy problem6éw Nietrudnych, wiec do jego rozwigzania zaproponowano
algorytm heurystyczny, wykorzystujgcy pewne wiasnosci tego problemu.

TIME-OPTIMAL TASK SCHEDULING WITO DIFFERENT READY TIMES

Summary. In the paper we describe and solve tasks scheduling and additional
continuous resource allocation problem on identical, parallel machines. The results are
obtained for differential task models. We assume that all tasks are independent,
nonpreemptive and wc have their ready times which are not equal to zero, initial and
final states of each task are given. Task is finished when final state is achieved. Wc also
assume that number of tasks is greater than number of machines and the amount of
resources available at each moment is constant. The purpose of the optimization is to
find such g schedule of tasks on machines and such an allocation of limited continuous
resources among tasks at each moment that schedule lenght criterion is minimized.
Because our problem belongs to the class of NP-hard problems we propose a heuristic
algorithm which employs some problem properties.

I. Wstep

W praktyce bardzo czesto spotykamy sie z problemem czasowo-optymalnego
sterowania rozdziatem zasobow i przydzialem zadan do maszyn, np. w wieloprocesorowych i
wielodostepnych systemach cyfrowych, w sieciach komputerowych i wielozadaniowych
systemach operacyjnych, ztozonych procesach produkcyjnych. Problemem jest zaréwno
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uszeregowanie zadan na poszczeg6lnych maszynach lub procesorach, jak i optymalny rozdziat
dodatkowych, podzielnych w sposdb ciagty zasobow. Zwykle dane sg terminy gotowosci do
realizacji poszczeg6lnych zadan, ich modele, a takze rozmiary poszczegdlnych zadan.
Dodatkowym zasobem moze by¢ np. energia elektryczna, natezenie gazu, ogoélnie paliwa,
Srodki ludzkie, pamie¢ komputerowa itp. (tzn. zasoby podzielne w sposob ciagly), ktdrych
chwilowe zuzycie moze podlega¢ pewnym ograniczeniom.

Problematyka ta byta rozpatrywana miedzy innymi w pracach [1-7], W niniejszej pracy
sformutowano i rozwigzano problem szeregowania zadan i rozdziatu ograniczonych zasobéw
na maszynach réwnolegtych przy zatozeniu, ze terminy dostepnosci zadan nie sg jednakowe.
Jako kryterium optymalizacji przyjeto czas realizacji wszystkich zadan. Wykazano pewne
wiasnosci problemu (w tym przynalezno$¢ do klasy probleméw NP-trudnych. Pokazano np.
(dla przypadku gdy liczba zadan nie jest wieksza niz .liczba maszyn), ze jesli tylko kolejne
zadania pojawiajg sie zanim poprzednie jeszcze nie zostaty zrealizowane, to z punktu widzenia
minimum czasu realizacji cafej sekwencji, wszystkie zadania konczg sie réwnoczes$nie.
Wykazane wiasnosci wykorzystano do konstrukcji algorytmu heurystycznego rozwigzujacego
rozpatrywany problem.

W rozdziale nastepnym w sposob precyzyjny sformutowano problem pracy. W
rozdziale 3 zaproponowano jego rozwigzanie. Mianowicie w punkcie 3.1 rozpatrzony zostat
przypadek, gdy liczba zadan nie jest wigksza od liczby maszyn. Sprowadzono ten podproblem
do problemu programowania wypukiego. W punkcie 3.2 uogdlniono rozwigzanie na
przypadek, gdy liczba zadan jest wieksza od liczby maszyn. Rozdziat 4 zawiera podsumowanie
uzyskanych rezultatow.

2. Sformutowanie problemu

DANE:
- zbior A-n zadan A, i=l,...,n, A-{ Aj, A2,..., A;,..., An),
- zbior M-m maszyn Mj, j=I,....m, M={Mj, M2,..., Mj,..., Mra},
- liczba zadan jest wieksza od liczby maszyn: n > m,
-jeden rodzaj dodatkowych zasobow,
- stan kazdego zadania w chwili tjest funkcjg przydzielonych do jego wykonywania
zasobow i opisany jest za pomocga réwnania rozniczkowego:

- stan poczatkowy xj® oraz stan koricowy Xj* zadania A j, i=l,...,n.
gdzie: - x;(t) stan zadania A;, a uj(t) ilos¢ zasobéw przydzielona do zadania Aj w chwili t,
- fj(-) ciagta, rosnaca, wklesta funkcja,
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- dla kazdego zadania Aj znany jestjego moment tj gotowosci do rozpoczecia
wykonywania, i=l,...,n.

OGRANICZENIA:
- zadania niezalezne i niepodzielne (nie mozna zatem przerwac¢ wykonywania zadania i
dokonczy¢ go w innym terminie),
- r6zne czasy gotowosci zadan,
- identyczne, réwnolegte maszyny,
- zbi6r dopuszczalnych rozdziatéw zasobdéw pomiedzy poszczeg6lne zadania w
kazdej chwili czasu t jest zdefiniowany nastepujaco:
uN(@) s MO eR +:u(t) = [u](t),u2(t),...,uj(t),...,un(t)]a

Vi=1l,...,n(Vt<tj “iCt)=0AVtZtjui(t)L0)AVL, LOVi, I> n[(xi(t,)=xi*)=>.
=»(V LUj(t) =0)JA V,s0 Suj(t)<N(1)}.
tS't i=1

- ograniczenia dotyczace zadan i funkcji zasobowych:

vi=l,...,n xi(®)=°. vi=l,..,n fi(°)=°.vi=l,...,n fi(«i) eCO0,

NALEZY ZNALEZC

takie uszeregowanie zadan na maszynach i taki rozdziat ograniczonych zasoboéw
pomiedzy zadania w kazdej chwili czasu, aby czas wykonania wszystkich zadan byt minimalny.
Kryterium optymalizacji przyjmuje zatem postac:

Q =T= min{teR +:Vi=, nx((t) =x.*},
zaktadamy bowiem, ze: V., V. _ [(x. (1) =x. )=>(V X (1) —x )],

tso 1" 1 1 tSt 1 1

€0 0znacza, ze jesli w danym momencie dane zadanie osiggneto swdj zadany stan kofncowy, to
w kazdej nastepnej chwili pozostaje ono w tym samym stanie.

Nalezy zatem minimalizowac kryterium Q = T, czyli czas, w ktérym wszystkie zadania
osiggna stany koncowe, znajdujgc réwnoczes$nie optymalny rozdziat zasobow pomiedzy
zadania:

u (t) = [ul*(t),u2*(t),...,Uj*(t),...,un*(t)]. Minimalny czas realizacji wszystkich zadan
* *
bedziemy oznaczali przez T ,tzn. T = min T.

u(t)eUN (t)

Opisany powyzej problem oznaczymy jako rtj.
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3. Rozwigzanie problemu n\

Problem jest uog6lnieniem klasycznego problemu szeregowania zadan na
maszynach rownolegtych i rozdzialu zasobow podzielnych w sposob ciggly dla liczby zadan
wiekszej niz liczba maszyn. Wersja decyzyjna problemu 7tj nalezy zatem do klasy problemdw
NP-zupetnych i dlatego do jego rozwigzania proponuje sie algorytm heurystyczny.

W proponowanym algorytmie heurystycznym najpierw tworzy sie liste zadan, w ktdrej
kolejno$¢ wyznaczana jest przez czasy gotowosci zadan do wykonania - od najmniejszego, do
najwiekszego. Algorytm skiada si¢ z dwoch czedci. Pierwsza z nich dotyczy rozwigzania
problemu w odpowiednio stworzonych podzbiorach zadan, w ktérych liczba zadan nie
przekracza liczby maszyn (n <=m). Druga cze$¢ algorytmu dotyczy odpowiedniego tgczenia
rozwigzan otrzymanych w poszczegélnych podzbiorach.

3.1. Przypadek nfm

3.1.1. Wiasnosci rozwigzania problemu rtj

Pokazemy teraz pewne wiasnosci rozwigzania problemu 7q, przy zatozeniu, ze istnieje
rozwigzanie tego problemu, by nastepnie korzystajac z tego, ze jesli istnieje rozwigzanie, to
musi mie¢ pokazane ponizej wiasnosci, przejs$¢ w podrozdziale 3.1.2, do udowodnienia
istnienia rozwigzania problemu ;q. Cechy rozwigzania problemu 7ij ujmiemy w zwieztg forme
wiasnosci.

Wiasnos$é 1
Jesli spetnione sg zatozenia problemu itj i warunek gotowosci kolejnych zadan do
realizacji zanim mogto nastgpi¢ zrealizowanie poprzedzajgcych je zadan, to rozwigzanie

optymalne ma nastepujaca wiasnosc:

vi=ls.,n3r=i,..,n3e.>0v te<tF>tF+O.>(xi* >0=3u; (t)>0)a

£
AVISOK 3i=1,..,n0Sxi(t) <xi ~ Z ui(0 =N()],
i=1

Oznacza to, ze z punktu widzenia minimum czasu realizacji wszystkich zadan (dla
n<m) optymalny czas rozpoczecia realizacji kazdego zadania jest albo momentem pojawienia
sie danego zadania, albo momentem pojawienia si¢ pewnego nastepujacego zadania po
zadaniu rozpatrywanym. Poza tym, w kazdej chwili czasu realizacji zadan nalezy wykorzystaé
catkowitg ilos¢ zasobdw przeznaczong do rozdysponowania w danej chwili czasu.

Dowo6d wiasnosci 1, podobnie jak dowody kolejnych wilasnosci, znajduje sie w pracy
[1], gdzie rozpatrywano miedzy innymi problem czasowo-optymalnego sterowania sekwencjg
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komplekséw operacji, do ktorej mozna sprowadzi¢ rozpatrywany tutaj przypadek n<m.
Wyjasnienia wymaga dodatkowe ograniczenie, jakim jest konieczno$¢ spetnienia warunku
gotowosci kolejnych zadan do realizacji,zanim mogto nastapic¢ zrealizowanie poprzedzajacych
je zadan. Warunek "ciggtosci" pojawiania sie zadan jest jednak w praktyce na og6+ spetniony.

Wiasnosé 2

Jesli spetnione sg zatozenia problemu 7tj i

AogW AAN O AN O ")),
tojedno z rozwigzan optymalnych ma nastepujacg wtasnosc;
Vi=l,..,n30i>0Vte < ti)ti+0i> (xi* > 0 => uiW > °)-

Oznacza to, ze jesli funkcja dysponowanej do rozdziatu ilosci zasobdéw jest funkcja
nierosngca, to z punktu widzenia minimum czasu realizacji wszystkich zadan, realizacje
poszczeg6lnych zadan nalezy rozpocza¢ w momentach ich pojawienia sie. Bedziemy zaktadac,
ze N(t) = N = const.

Wiasnos¢ 3
Jesli spetnione sg zatozenia problemu 7t|, to rozwigzanie optymalne ma nastepujaca

wilasnosé:

3en>0Vtn~tStn+0n~Xn >0=:>un(t)> 0)A

AVi2tn K3i=l,_,n° » xiW < Xj*)=> .|uj(t)= N].

€0 oznacza, ze z punktu widzenia minimum czasu realizacji wszystkich zadan optymalnie jest
rozpocza¢ realizacje ostatniego zadania w momencie pojawienia sie go wykorzystujac
catkowitg ilo$¢ zasobu.

Witasnosé 4

Jesli istnieje optymalne rozwigzanie problemu K]:

u (1) = [ui*(t),u2*),....Uj (t),...,un (B].

to istnieje rGwnowazne mu w sensie Kryterium opty@alne roz’yviqzanie majace nastepujace

whasnosci: Vr=i_in-lvte<tr,tr+l)vi=l,...,rui (0 =uir =constA
* *

U (t)=u- = const
1w in

*

\Y% V-,
te<tn, T > I=1- n
Wiasnos¢ 4 méwi zatem, ze w przedziatach jednoczesnej statosci dysponowanej do

rozdziatu ilosci zasobow i liczby zadan optymalne rozwigzanie bedzie state w czasie.
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Wiasnosé 5
Jesli spetnione sg zatozenia problemu tj ijesli zalozymy, ze poszukujemy rozwigzania
optymalnego o witasnosciach wymienionych w Whasnosci 4, to:

Vi=t,..,n(3k=2,.,n; k>i xi & =xi*v”" i =xi*™>

Oznacza to, ze realizacja kazdego zadania moze konhczy¢ sie tylko w ktorym$ z
momentéw pojawienia sie nastepnych po nim zadan badz - w momencie zakonczenia realizacji
wszystkich zadan.

Wiasno$é 6

Jesli spetnione sg zatozenia problemu 7tj/ to kryterium Q = T mozna zastgpic¢
rownowaznym pod wzgledem rozdziatu zasob6w nastepujagcym kryterium:

Qn =Hn

gdzie Hn=T-tn oznacza minimalny czas realizacji ostatniego zadania i nie zrealizowanych
czesci zadan poprzedzajacych to ostatnie zadanie.

Hn jest zalezne od standéw poszczegélnych zadan osiggnietych w chwili tn, czyli w
momencie pojawienia sie ostatniego zadania.

Zbior dopuszczalnych rozdziatow zasob6w w ostatnim n-tym przedziale czasowym,

tzn. dla te<tn,T*>, zdefiniowany jest nastepujaco:
n

Ulyj={uneR ,_Un=[U]n,U2n Ujn unn]AVj _1] Ujn >0 a Zujn =N}.
i=1

Naszym gtownym celem (dla przypadku n<=m) jest znalezienie optymalnych funkcji
rozdziatlu zasobow dla kazdego zadania. Jednak celem znacznego uproszczenia notacji
matematycznej problemu, jak i samych algorytméw rozwigzania, zamiast poszukiwac
bezposrednio optymalnego rozdziatu zasobow, bedziemy w poszczeg6lnych przedziatach
jednoczesnej stato$ci dysponowanej do rozdziatu liczby zasobéw i liczby zadan poszukiwali
optymalnej ilosci zadah czeSciowych poszczeg6lnych operacji wykonanych w tych
przedziatach. W tym celu wprowadzimy nowe oznaczenia. Przez xjr bedziemy oznaczali r-ta
cze$¢ i-tego zadania, ktéra zostata wykonana w przedziale czasu <tr, tp+i), (por. rys.l).
Oznaczamy takze Atr = tr+[ - tr, gdzie tr oraz tr+j sa momentami gotowos$ci odpowiednio

zadania Ar oraz Ar+], tzn.:

¢ n
vi=l,..,nVr=l,...,n xir = xi(tr+1)_xi(tr) orazY """ x} m Z .V (3.1.1)
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Rys. 1.Podziat zadan na czesci realizowane w kolejnych przedziatach czasowych

Fig. 1. Division oftasks on parts realized in successive time intervals

3.1.2. Sprowadzenie problemu do <zadania programowania wypukiego.

ijednoznaczno$¢ rozwigzania
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i
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!
!
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Istnienie

W niniejszym podrozdziale, wykorzystujagc zaprezentowane wczesniej wiasnosci

rozwigzania problemu 7tj, pokazemy, ze problem rej, bedacy skomplikowanym problemem
optymalizacji dynamicznej, mozna sprowadzi¢ do znanego problemu optymalizacji statycznej,

a mianowicie do zadania programowania wypuktego.
Z (3.1.1) mamy:

Vi=l,_,n-1IVr=l_,n-l1 xir = xiC'r+1>* xi
a dla ostatniego (n-tego) przedziatu, tzn.dla te<tn,T> otrzymujemy:

Vit on Sin 7% 6Ga)

n-1
Zatem mozemy takze napisa¢, ze: V. _ j n_j xjon)= I_£ i xjr >

Na podstawie (3.1.3) i (3.1.4) mozemy napisac, ze:

Vi_ i n_i Xin=xf-""V Xxnn=xn*-bowiem xn(tn) = 0-

Wykorzystujac rézniczkowy model zadania oraz Wtasno$¢ 4, mozemy napisac:

Vi=| n-1vr=Il,...,n-IXir-fi ~ tr+r tr)

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)
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|V.|:. x.m=fi\(/u.nr)-H. \(/3 17;
Korzystajac z tego, ze Atr = tr+i - tr oraz z faktu, ze funkcje fj(uj), i=l,...,n sg z zatozenia

funkcjami $cisle rosngcymi, mozemy na podstawie wzoréw (3.1.6) i (3.1.7) wyznaczy¢:

Vi=l,...n-1Vr=1,...,n-1 uir = Vi=1,...,n uin =% (3.1.8)

Wiadomo, ze T = tn + Hn, znamy roéwniez ograniczenia na dysponowang ilos¢ zasobdw (w

n
ostatnim przedziale - n-tym). Z Wiasnosci 3 wynika, ze £ u. =N, zatem wykorzystujac
i=1l m
n '
wzor (3.1.8) otrzymujemy: £ f. (——) =N, (3.1.9)

i=11 Hn
Wykorzystujac zaleznosci (3.1.5), wzdr (3.1.9) mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

+ nv
n-1 , X - CAr
Z fi_1( L=J y+f:_1(-~-) =N. (3.1.10)
i=11 H 1 Hn

Ze wzoru (3.1.10) mozemy obecnie wyznaczy¢ Hn jako funkcje czesciowych zadan
wykonywanych w poszczegdlnych przedziatach czasu.

Hn = F(x,x*,N), (3.1.11)
gdzie: x =[xi,x2 Xr,...,xn-17 i

Vr=1,...,n-Vi=I,..,n- 1xr =[x]r,x2r,...,xir,..,,xrr], natomiast

Vi=l,...,nx =[X1*-X2* ... .Xi*»-»n*]}

Poniewaz x iN sgzadanymi parametrami, wiec dalej bedzie nas interesowata tylko
zalezno$¢:
Hn 3 F(x), (3.1.12)
Przyjrzyjmy sie obecnie ograniczeniom, jakie muszg spetnia¢ rozmiary czeSciowe zadan

xjr (i=1,...,n-1, r=1,...,n-1). Z wiasnosci funkcji fj(uj(t)), i=l,...,.n oraz z wiasno$ci zbioru
ograniczen Ujsj wynika, ze:

Vi oM or=nondf o d (3119
Z rownania (3.1.5) i z faktu, ze xjnSO wynika:
n-1 >

V. . S T s(?. €/3'1'14)

i = I,...,n
r
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Z wiasnosci zbioru ograniczen iz (3.1.8) wynika, ze:

V-l s sil =05

DokonalisSmy zatem przejscia ze zmiennej niezaleznej bedacej funkcjg rozdziatu

zasobow u(t)eU{vf na zmienne bedace czeSciowymi rozmiarami poszczeg6lnych zadan,
realizowanymi w poszczegdlnych przedziatach Atr t=1,2,...,n. Zatem wykorzystujac

wtasnosci problemu 7tj, sprowadziliSmy go do nastepujagcego problemu itj":.

Problem Tt|'

Nalezy znalez¢ takie xe X , aby F(x) zdefiniowane wzorem (3.1.12) osiagneto

warto$¢ minimalng, gdzie zbidr ograniczen X zdefiniowany jest nastepujaco:

X ={xeR+:x =[xix2,...xr,...xn-1]JA

Vr=1,...,n-1Vi=lI n-1 Kxr = [xIr,x2r....,xir,...,Xir]la Xir >0)a
n_1 * r - X:r

Z xir-X; <0Oa Z fj-~-E£jsN]1}.

r=i i=1 r

Zaleznosci pomiedzy funkcjami rozdziatu zasobow u(t) eU ™ z problemu rq dla

poszczegOlnych czesci zadan rozpatrywanych w kolejnych przedziatach r, r=1,2,....n a x-
rozmiarami czesciowymi poszczeg6lnych zadan realizowanych w tych przedziatach okreslaja
wzory (3.1.8).

Dowdd istnienia rozwigzania problemu 7t|, (a co za tym idzie, problemu rtj) zostat
podany w pracy [1], gdzie wykazano réwniez, ze problem 7tj jest problemem programowania
matematycznego wypukiego, zatem do jego rozwigzania mozna zastosowa¢ znane metody
numeryczne.

3.2. Przypadek n>m

W rozdziale 3.1 pokazaliémy sposob rozwigzania przypadku(gdy n<m. Zadania byty
pobierane z listy po kolei (wedtug rosngcych czaséw gotowosci) az do momentu, gdy ich
liczba zréwnata sie z liczbg maszyn. W dalszej fazie algorytmu kolejne zadania mogg by¢
przydzielone do tych samych maszyn po zakoriczeniu realizacji pierwszej m-elementowej
grupy zadan. Przy czym czas rozpoczecia wykonywania kolejnej grupy zadan bedzie réwny
czasowi zakonczenia realizacji poprzedzajacej je grupy zadan. Algorytm konczy dziatanie, gdy
wyczerpiemy wszystkie zadania z listy zadan (rys.2).
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Fig.2. Generalization ofthe problem solution on the case with n>m

Globalny minimalny czas realizacji wszystkich zadan jest zatem sumg minimalnych
czasow realizacji zadan w poszczeg6lnych podzbiorach, tzn. T* = Tj* + T2* + ... + Ts*,
gdzie: T]*, T2*, Ts* - minimalne czasy realizacji zadan w poszczeg6lnych podzbiorach.

4. Podsumowanie

Zaprezentowany algorytm umozliwia rozwigzanie skomplikowanego problemu
optymalizacji dynamicznej. Podziat zadan na podzbiory, w ktérych liczba zadan nie przekracza
liczby maszyn, upraszcza problem, gdyz w obrebie tych podzbioréw metoda rozwiazania
sprowadza sie do odpowiedniej zmiany rozdziatu zasobéw pomiedzy poszczegélne zadania,
bez potrzeby szeregowania zadan (przy czym w kazdej chwili czasu warunek na globalng ilos¢
zasobow musi by¢ spetniony). Wydaje sie, ze algorytm moze byé poprawiony w czesci, w
ktérej uogolniono rozwigzanie na przypadek, gdy liczba zadan jest wieksza od liczby maszyn.
Niektére zadania z kolejnych m-elementowych podzbioréw mogtyby by¢ realizowane
wczesniej na zwolnionych maszynach. Zaréwno polepszenie zaproponowanego algorytmu, jak
i rozwigzanie podobnych probleméw (np. z dodatkowymi ograniczeniami dotyczacymi zadan i
zasobow), jest przedmiotem dalszych badan autoréw niniejszej pracy.
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Abstract

In the paper we formulate and solve tasks scheduling and additional continuous
resource allocation problem on identical, parallel machines. Results obtained here are for
differential task models. This model describes the speed of task state change in the function of
allocated resources and seems to be more suitable for practical situations than other models.
We assume that all tasks are independent, nonpreemptive and we have their ready times which
are not equal to zero. We also know initial and final states of each task. Task is finished when
final state is achieved. We assume that number of tasks is greater than number of parallel,
identical machines and the amount of continuous resources available at each moment is
constant. The purpose of optimization is to find such a schedule oftasks on machines and such
an allocation of limited resources between tasks at each moment that schedule lenght criterion
is minimized. Our problem belongs to the class of NP-hard problems what justifies searching
for heuristic algorithm. In algorithm presented here, we create some subsets of tasks in which
number of tasks is not greater then number of machines. We solve subproblems using
consecutive subsets of tasks. Next, we properly join solutions of subproblems. It gives final
solution. To solve subproblems in substes of tasks, we formulate and prove some properties of
the problem. Next, on this basis we transform complicated dynamic optimization problem to
easier convex programming problem.



