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ALGORYTMY SUMARYCZNEGO KOLOROWANIA GRAFOW

Streszczenie, Suma chromatyczna £{G) jest najmniejsza mozliwg sumg koloréw
sposréd  wszystkich legalnych pokolorowan wierzchotkéw grafu G liczbami
naturalnymi. W niniejszej pracy przedstawiono wnioski ptynace z przystosowania
najbardziej znanych algorytméw kolorowania klasycznego do potrzeb kolorowania
sumarycznego. Dla kazdego takiego algorytmiu podano jego opis, ztozono$é
obliczeniowg, funkcje dobroci oraz najmniejsze trudne do kolorowania grafy.
Rozwazania og6lne poparte zostaty doswiadczeniami komputerowymi z implementacji i
testowania tych algorytméw na identycznych seriach graféw pseudolosowych.

ALGORITHMS FOR THE CHROMATI1C SUM OF A GRAPII

Summary. The chromatic sum £{G) is the smallest total among all proper colorings
of graph G using natural numbers. In the paper we give conclusions following from the
adaptation of the most popular graph coloring algorithms to the need of chromatic sum
coloring. For any such algorithm we give its description, computational complexity,
performance guarantee and the smallest hard to color graphs. General considerations
are supported by computational experience gained with implementation and profiling
ofanalyzed algorithms on identical series of pseudorandom graphs.

1. Wprowadzenie

Suma chromatyczna 1(G), czyli najmniejsza mozliwa suma kolorow sposréd
wszystkich legalnych pokolorowan wierzchotkéw grafu G liczbami naturalnymi, jest
stosunkowo nowym parametrem grafu G. Potrzeba zajmowania si¢ takim witasnie modelem
kolorowania grafu wynika z zastosowania metody chromatycznej do rozwiazywania
probleméw szeregowania zadan jednostkowych. tatwo bowiem zauwazyé, ze znalezienie
pokolorowania chromatycznego odpowiada znalezieniu uszeregowania minimalizujgcego
zaroéwno Sredni czas przeptywu, jak i catkowitg dtugos¢ uszeregowania.

Niestety, obliczenie wartosci £{G) jest problemem NP-trudnym. Dlatego w praktyce

zmuszeni jesteSmy korzysta¢ z istniejacych algorytméw wielomianowych kolorowania
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suboptymalnego zaadaptowanych do potrzeb kolorowania sumarycznego. Poniewaz kazdy
algorytm kolorowania klasycznego daje rowniez pewne pokolorowanie sumaryczne, adaptacja
taka jest oczywista i naturalna.

W niniejszej pracy przedstawimy wnioski wynikajace z przystosowania najbardziej
znanych algorytméw kolorowania klasycznego do potrzeb kolorowania sumarycznego. Bedg
to zaréwno algorytmy sekwencyjne, jak i maksymalnych zbioréw niezaleznych. Dla kazdego
takiego algorytmu podamy jego opis, ztozono$¢ obliczeniowg, funkcje dobroci oraz
najmniejsze trudne do kolorowania grafy. Rozwazania o0g6lne zostang poparte
doswiadczeniami komputerowymi z implementacji i testowania tych algorytméw na

identycznych seriach graféw pseudolosowych.

2. Dotychczasowe wyniki

Niech G = (V,E) bedzie grafem spdjnym ze zbiorem wierzchotkdw V i zbiorem
krawedzi E. W dalszym ciggu przez // = |kj oznacza¢ bedziemy liczbe wierzchotkdw, za$ przez
m = |£] liczbe krawedzi. Suma chromatyczna E(G) jest najmniejszag sumg Zv6j/o(v) sposrod
wszystkich legalnych (tj. takich, ze konce kazdej krawedzi sg r6znobarwne) pokolorowan c
wierzchotkéw grafu G przy uzyciu liczb naturalnych, tzn. funkcji c: V—=N, takich ze
c{u) * c(v), gdy {i/,v)ef. Pokolorowanie c, dla ktérego E,.cjt'(v)=Z{G), nazywamy
najlepszym.

Wydawa¢ by sie mogto, ze pokolorowanie najlepsze osiggniemy woéweczas, gdy
znajdziemy pokolorowanie przy uzyciu minimalnej liczby kolorédw, a nastepnie pomalujemy
najwiekszy zbi6r niezalezny kolorem 1, kolejny najwigkszy zbi6r niezalezny kolorem 2 itd.
Jednakze Kubicka i Schwenk [6] pokazali, ze nawet drzewa, czyli grafy 2-chromatyczne, moga
wymaga¢ wiecej niz dwdch koloréw dla osiggniecia pokolorowania najlepszego. Przykiad
takiego drzewa pokazujemy na rys. 1L Co wiecej, dla kazdego naturalnego k istnieje drzewo Ti
wymagajace k koloréw dla osiggniecia sumy chromatycznej SXJ\). Drzewo takie ma
przynajmniej n = ((2+-J1 )w - (2-72 )*")/V2 wierzchotkéw [3]. Pokazano, ze liczba takich

drzew ro$nie szybciej niz liczba wszystkich drzew n-wierzchotkowych, gdy n-yco.
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Rys. |. Drzewo wymagajace 3 koloréw do najlepszego pokolorowania sumarycznego
Fig. 1. Atree requiring 3 colors for the best total coloring

Problem optymalnego pokolorowania sumarycznego jest NP-trudny [6], Dlatego w
praktyce skazani jesteSmy na korzystanie z oszacowan dolnych i gérnych. Jest oczywiste, ze
2(G) jest najmniejsze, gdy G jest pusty i najwieksze, gdy G jest petny. Dlatego

I < 2(G) i H(»-1)2. (1)
Pierwsze nietrywialne oszacowanie z goéry podane zostato przez Thomassena i in. [8]
w postaci nieréwnosci
2(G) < m+n 2)
Oszacowanie to zostato poprawione w tej samej pracy w sposdb nastepujacy:
rVtol £ 2(G) < L3(m+1)/2j. <3)
Oszacowanie powyzsze mozna uscisli¢ w przypadku drzew T, mianowicie
«+1 5 2(7) < 13w/2j. (4)
Zauwazmy na marginesie, ze kazde drzewo mozna pomalowa¢ optymalnie w czasie 0(n) [6],

Niech /1(G) oznacza sume koloréw uzytych do pomalowania sumarycznego grafu G
metodg A. Z kazdym takim algorytmem kolorowania mozna zwigza¢ funkcje dobroci A: N-+R
zdefiniowang nastepujgco

A(n) - max{4(G)/2(G): Gjest rozmiaru n}. (5)
Funkcja ta charakteryzuje jako$¢ rozwigzar generowanych przez A w najgorszym przypadku
danych. Rzecz jasna, wobec nieréwnosci (1) mamy A(n) =0(n). Wnastepnym  punkcie
pokazemy, ze funkcja ta jest w istocie liniowa dla wiekszosci klasycznychalgorytmoéw
kolorowania wierzchotkéw zaadaptowanych dla potrzeb kolorowania sumarycznego.

Dla danego algorytmu przyblizonego A najmniejszy do$¢ lIrudny do kolorowania
sumarycznego graf definiuje sie jako najmniejszy w sensie liczby wierzchotkdw graf G, taki ze
pewna implementacja algorytmu A daje wynik A(G) > 2(G). Jedli jest wiecej takich graféw n-

wierzchotkowych, wybiera sie ten, ktdry ma najmniej krawedzi. Natomiast najmniejszym
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trudnym do kolorowania grafem jest taki najmniejszy graf G, dla ktérego kazda implementacja

algorytmu A daje wynik A(G) > L(G).

3. Przeglad algorytmdw przyblizonych

W niniejszym punkcie omawiamy cztery metody suboptymalnego kolorowania
wierzchotkow. Trzy pierwsze: LF, SL, SLF sa to metody sekwencyjne, tzn. takie, ze
wierzchotki kolorowane sg zachtannie zgodnie z pewng kolejnoscig. Ostatnia metoda GIS jest

algorytmem zbioréw niezaleznych. Popularno$¢ tych metod wynika z tatwosci ich

zaimplementowania na komputerze.

3.1 Metoda LF

W metodzie pierwszy-najwiekszy, zwanej w skrécie LF (ang. Largcst-Firsl),
wierzchotki sg najpierw porzadkowane w kolejnosci nierosnacych stopni, a nastepnie odbywa
sie wiasciwe kolorowanie sekwencyjne. Algorytm ten zosta! po raz pierwszy podany przez
Welsha i Powella [9], Jego ztozono$¢ wynosi O(m+n). Rodzine najgorszych do kolorowania
klasycznego grafow dla LF podat Johnson [5] (rys. 2). Grafy Johnsona wykorzystamy réwniez

w analizie dobroci kolorowania sumacyjnego.

Rys. 2. GrafA dla algorytmu LF
Fig. 2. Graph A for algorithm LF

Niech Jk= (Vt,Ft) bedzie ¢-tym grafem Johnsona. Jezeli wierzchotki kolorowane sg w
kolejnosci t/],V| to kazda para otrzymuje nowy kolor. Zatem LFiJt) - 2(1+...+k) =
i(¢+1). Jednakze £(Jk) = k+2k = 3k. Skoro \i\= 2k, to LF{jt) = 0(n). Najmniejszym dos¢
trudnym i zarazem trudnym do kolorowania grafem jest $ciezka Pi. Latwo bowiem zauwazyé,

ze LF(JPi) = 5, podczas gdy 2(F3 = 4.
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3.2. Metoda SL

W metodzie ostatni-najmniejszy, podanej przez Matule i inn. [7] i nazwanej
symbolicznie SL (ang. Smallest-Last), wierzchotki sg porzadkowane jako w taki
sposéb, ze dla kazdego /= 1....; wierzchotek v, ma minimalny stopien w podgrafie grafu G
indukowanym przez wierzchotki Vi v,. Algorytm SL mozna zrealizowa¢ w czasie O(m+n).
Rodzine najgorszych do kolorowania graféw dwudzielnych podali Coleman i More [2], Na
rys.3. podajemy trzeci graf w tej rodzinie. Jezeli wierzchotki grafu CMk pomalujemy wedtug
nastepujacej kolejnosci SL: ukvk, to kazda para u,y, dostanie
kolor /+1, i— Zatem SL(CMj) = 2-2k+2-(2+.,.+k+\") = 6k+fc(k+3") = I<>+9k. Z drugiej
strony NCMK) = 3k+3-2k - 9k, oraz\VK\ = 6k, zatem SL(n) = O(n).

Rys. 3. Graf dla algorytmu SL
Fig. 3. Graph GM) for algorithm SL

Grafy najmniejszy dos$¢ trudny i najmniejszy trudny dla algorytmu SL sg pokazane na

rys.4.

<D-

Rys. 4. Najmniejsze trudne grafy dla algorytmu SL
Fig. 4. The smallest hard to color graphs for algorithm SL
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3.3. Metoda SLF

Dynamiczny spos6b porzadkowania wierzchotkéw zaproponowat Brelaz [1], W
algorytmie saturacyjny LF (SLF) jako v, bierzemy wierzchotek o najwiekszym stopniu i
przydzielamy mu kolor 1, a nastepnie dla kazdego /= 2,...,// jako v, wybieramy wierzchotek o
najwiekszym stopniu nasycenia i kolorujemy go najnizszzym mozliwym kolorem. Jezeli jest
wiecej niz jeden taki wierzchotek, to jako v, brany jest wierzchotek o najwiekszym stopniu
zwyktym. Algorytm SLF moze by¢ wykonany w czasie O(mlogn). Rodzine trudnych do
kolorowania graféw stanowig grafy 3-chromatyczne jak na rys.5. Jezeli wierzchotki grafu G*
malowane sg w kolejnosci aubuCl\,...,ak.bk.Ci,d\,....dite\,...e-Mp, to SLF(GL)-4k+k(k+\)
+k(k+3)/2+2k-2 = O tf). Jednakze AGL) = (2k+2k-2)+2Jc+3k =0(k), oraz |F* = 6k-2 = 0(k),

wiec SLF(n) = 0(n). Ponownie, najmniejszym do$¢ trudnym i trudnym grafem dla SLF]e,si Fy.

Fig. 5. Graph Gj for algorithm SLF

3.4. Metoda GIS

Odmienng metode kolorowania podat Johnson [4], W metodzie tej kolorujemy cate
zbiory wierzchotkéw niezaleznych identycznymi kolorami. Algorytm zaczynamy od
podstawienia W\ =0, a nastepnie powiekszamy sukcesywnie zbior W\ o wierzchotek
minimalnego stopnia w podgrafie indukowanym przez niesgsiaddw wierzchotkdw aktualnie
nalezacych do V,. Gdy takie powiekszenie nie jest juz mozliwe, to elementy w V\. ktorych jest
przynajmniej Uogi/iJ, malujemy kolorem 1 i powtarzamy te procedure wobec grafu rozpietego
na F-V, itd. Z uwagi na zachtanny spos6b dobierania wierzchotkéw do kolejnych zbioréw
niezaleznych, metode te nazywamy algorytmem zachtannym zbioréw niezaleznych GIS (ang.

Greedy Independent Sels). Algorytm GIS moze by¢ zrealizowany w czasie 0(mn).
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Johnson [5] pokazat, ze algorytm GIS koloruje kazdy graf ;-barwny co najwyzej
f//logt/;l kolorami. A zatem suma takiego kolorowania nie przekracza 0(nZ2iog>i), co wobec
oszacowania dolnego (1) oznacza, ze GIS(n) =0(n/\og/i). Grafy najmniejszy do$¢ trudny i

najmniejszy trudny dla algorytmu GIS sg pokazane na rys.6.

Rys. 6. Najmniejsze trudne grafy dla algorytmu GIS
Fig. 6. The smallest hard to color graphs for algorithm GIS

4. Doswiadczenia komputerowe

Dla oceny zachowania sie omawianych wcze$niej metod w przypadku $rednim
przeprowadzona zostata seria testdw komputerowych polegajacych na kolorowaniu kolejno
wszystkimi metodami graféw losowych o réznych wspétczynnikach gestosci. Wiarygodna
ocena wiasnosci metod kolorowania wymaga znajomosci wynikéw dawanych przez
poszczeg6lne metody zaréwno dla graféw matych, jak i grafow o stosunkowo duzej liczbie
wierzchotkéw. Stad w przeprowadzonych doswiadczeniach serie kolorowanych grafow

obejmowaty grafy o réznych rozmiarach poczawszy od 50 do 1000.

Aby zredukowa¢ zalezno$¢ uzyskanych rezultatdbw od wynikéw losowego wyboru
graféw, dla kazdego testowanego rozmiaru grafu wygenerowanych zostato 50 r6znych graféw
losowych. Grafy o jednakowym rozmiarze zostaty pokolorowane kolejno wszystkimi czterema
metodami, a uzyskane wyniki zostaty usrednione. Doswiadczenia objety dwie serie grafow
losowych o gestosci J wynoszacej 0,1 oraz 0,5, gdzie d - 2ml(n(n-1)). Wyniki doswiadczen

przedstawione zostaty na wykresach (rys. 7 i 8).
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Rys. 7. Efektywnos¢ kolorowania sumacyjnego dla grafow losowych z cfc0,1
Fig. 7. The efficiency of chromatic sum coloring for random graphs with d=0, 1

Rys. 8. Efektywnos¢ kolorowania sumacyjnego dla graféw losowych z ¢/=0,5
Fig. 8. The efficiency of chromatic sum coloring for random graphs with d=0,5
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Jak wynika z przeprowadzonych doswiadczen, wszystkie testowane metody
sekwencyjne, tj. LF, SL oraz SLF, dajg wyniki zblizone w sensie sumy koloréw uzytych dla
kolorowania graféw losowych. Wida¢ jednak niezalezng od rozmiaru grafu relacje pomiedzy
Srednimi wynikami uzyskiwanymi przez poszczegélne algorytmy. Stosunkowo najgorsze efekty
daje najprostsza heurystyka LF, nieco lepsze heurystyka SL i kolejno heurystyka saturacyjna -
SLF. Warto dodac, ze dla wszystkich testowanych warto$ci zmiennej losowej zachowana byla

zalezno$¢ LF(G) > SL(G) > SLF(G), gdzie G jest konkretnym wylosowanym grafem. Fakt

zachowania wspomnianej zaleznosci réwniez dla poszczegélnych kolorowanych grafow
wzmacnia ocene efektywnos$ci metod LF, SL oraz SLF. Prawdopodobnie mozliwe jest
skonstruowanie graféw, dla ktérych np. metoda SLF da gorsze efekty niz obie pozostate, ale
grafy te - jesli istniejg - s stosunkowo rzadkie. Algorytm zachtanny zbioréw niezaleznych GIS
znacznie odbiega wynikami od pozostatych metod, dajac regularnie lepsze pokolorowania.
Uzyskiwane przez ten algorytm wyniki sa wyraznie o kilkanascie procent lepsze niz wyniki
osiggane przez najlepsza z rodziny heurystyk sekwencyjnych, tj. metode SLF.

Rozwazajac teoretycznie sposob dziatania poszczegolnych metodjWydaje sie oczywiste,
ze algorytm LF powinien dawac¢ stosunkowo najgorsze rezultaty. Przy kolorowaniu
wierzchotkéw o duzym stopniu nalezatoby bowiem oczekiwaé¢ nadania pojedynczemu
wierzchotkowi stosunkowo najwyzszego z uzywanych koloréw, tak aby jak najwieksza ilo$¢
jego sasiadéw mogta dosta¢ kolory o niskich numerach. Tymczasem metoda LF postepuje
doktadnie odwrotnie. Metody SL oraz SLF stosujg nieco bardziej wyrafinowang strategie
przydziatu kolorow, ale ich efektywno$¢ nie odbiega znaczaco od wynikéw osiaganych przez
LF. Calkiem inaczej jest w przypadku heurystyki G/S. Strategia tej metody przewiduje taki
dob6r wierzchotkdw, aby mozliwie jak najwieksza liczba wierzchotkdw otrzymata kolor 1,
potem 2 itd., co wydaje si¢ doskonale odpowiada¢ wymogom narzucanym przez sumacyjny

model kolorowania grafow.
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Abstract

The chromatic sum 1 (G), i.e. the smallest total among all proper colorings of graph G
using natural numbers, is a relatively new graph invariant. The need for considering such a
graph coloring model follows from its application to solve problems of scheduling unit
execution time tasks. This is so because finding a best chromatic sum solution corresponds to
finding a schedule that minimizes the mean flow time and total completion time.

Unfortunately, finding the value of E(G) is NP-hard. Therefore we are forced to use
polynomial-time approximation algorithms. Since any heuristic graph coloring algorithm also
gives some total coloring, such an adaptation is straightforward and natural.

In this paper we give results following from the adaptation of the most popular graph
coloring algorithms to the need of chromatic sum coloring. For any such algorithm we give its
description, computational complexity, performance guarantee and the smallest hard to color
graphs. General considerations are supported by computational experience gained with
implementation and profiling of analyzed algorithms on identical series of pseudorandom
graphs.



