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KONCEPCJE OBIEKTOWE W OPTYMALIZACJI WIELOKRYTERIALNEJ

Streszczenie. Niniejsza praca prezentuje problem optymalizacji wielokryterialnej i
optymalne w sensie Pareto wiasnosci rozwigzan nietrywialnego, nieliniowego zadania z
ograniczeniami nieréwnos$ciowymi. Pokazano zastosowanie do tego celu nowych koncepcji
obiektowych, implementowanych w jezyku C++. W szczegdlnosci pokazano konstrukcje
obiektéw funkcyjnych (funktoréw) i ich zastosowanie do znajdowania ekstremow
utopijnych, a takze przesytanie komunikatéw dla uzyskania rozwigzania kompromisowego.

OBJECT-ORIENTED APPROACH IN MULTICRITERIA DECISION MAKING

Summary. This paper presents a nontrivial, nonlinear multicriteria problem with
given inequality constraints. The solution to the problem is given in terms of object-
oriented approach and implemented in C++ language. In this context, the construct of
function objects, orfunctors, is given and used in seeking the utopia points. Since the
results form a Pareto-optimal compromise set of solutions, the final decision making
requires interaction with the user. For this, a message-passing method between
interacting objects is used.

I. Sformutowanie problemu

W projektowaniu systemow jako$¢ rozwigzan wyrazamy czesto za pomocg zbioru k
kwantyfikowalnych celéw C = {ci,c2, ...,c*}. Prawidtowe postawienie zadania wymaga, aby cele te
byly niesprzeczne i konkurencyjne. Kwantyfikacja polega zwykle na zapisie celéw w postaci k
kryteriow gh g2..., gk, z ktérych kazde zalezy od n zmiennych decyzyjnych x = [xIn2...pr,]. Ze
wzgledéw technicznych, technologicznych lub ekonomicznych zmienne decyzyjne podlegaja
pewnym ograniczeniom. Realizacja dowolnego celu c, ze zbioru C polega zazwyczaj na znalezieniu
wartosci ekstremalnej odpowiadajgcego mu kryterium gj.

Zatézmy, ze zmienne decyzyjne X, sg wielkosciami skalarnymi, a na zbiér decyzji
dopuszczalnych x = [xiy2,...X,,] natozono ograniczenia: xeD, gdzie D ¢ R". Zalezne od x

kryteria mozemy traktowac jako sktadowego funkcji wektorowej:

E(*) = [Si(i). mmm ()] (1



244 W.Porebski

ktéra odwzorowuje zbidr Z) w przestrzeni decyzji na zbidr G w przestrzeni kryterialnej:
g:D b-*G<zRk 2)
gdzie: G - zbi6r wartos$ci kryterium wektorowego g(x) ,x e D, R* - przestrzen krylerialna.

Jezeli kazda ze skladowych kryterium wektorowego (1) osigga na zbiorze D swojg wartos¢

ekstremalng gi, woéwczas wektor:

()
nazywamy jrunkiem utopijnym lub punktem idealnym w przestrzeni kryterialnej it* [5,7],

Z doswiadczenia wynika, ze tylko w niezwykle rzadkich przypadkach kryteria sktadowe osiggaja

swoje ekstrema w tym samym punkcie przestrzeni decyzyjnej (tj. w tym samym punkcie xsD ).Z

reguty otrzymujemy k réznych punktéw x, w ktorych skfadowe g,(x) osiggajg swoje wartosci
utopijne.
Jest tez oczywiste, ze nietrywialny problem optymalizacji wielocelowcj to taki, w ktdrym

wystepuje zjawisko konkurencyjnosci w zbiorze celéw. Oznacza to, ze np. przejscie od punktu

do punktu w przestrzeni R* zwieksza stopieri realizacji celu Cj,

lecz jednoczes$nie zmniejsza stopien realizacji celu ci. Powstaje zatem pytanie: jak znalezé

zadowalajace rozwigzanie?

1.1. Optymalizacja w sensie Pareto

Jedng z mozliwych metod jest wykorzystanie koncepcji, sformutowanej przez
wioskiego socjologa i ekonomiste Vilfredo Pareto w roku 1896. Koncepcja ta nazywana jest
obecnie warunkiem optymalnosci w sensie Pareto. Dla przypadku jednoczesnej maksymalizacji
k sktadowych kryterium wektorowego (1) warunek Pareto ma posta¢ [3,4,6,7]:
wektor dopuszczalny ¢'eD jest polioptymalny, jezeli nie istnieje zaden inny wektor
dopuszczalny x, dla ktérego: g(x) Sg(xp) (4)
Nierdwnos$¢ (4) nalezy traktowac jako formalny [2.5,7] zapis k nieréwnosci:

1=1,2,...*: 5)

Uwaga. Wektor polioptymalny ma w literaturze przedmiotu nastymjace synonimy: rozwiazanie
efektywne, rozwigzanie niezdominowane.



Koncepcie obiektowe w optymalizacji wielokrvterialnei 245

1.2. Rozwigzania efektywne i kompromisy

Koncepcja Pareto daje warunek konieczny optymalnosci; z wiasnosci punktéw utopijnych

wynika, ze tylko w przypadku istnienia jednego rozwigzania (przypadek raczej odosobniony)

utopijnego x e D warunek Pareto spetniajeden punkt (wektor) x Fe D . W ogdInosci mamy zbior

tzw. rozwigzarn efektywnychPiz Dc. fi":

Al
P=t xr eD |3xsD, dlaktérego g (i)*g(i')} (6)

Rysunek 1 ilustruje odwzorowania (wedtug przepisu (2)) zbioru rozwigzan efektywnych P (wedtug

(6)) na zbior G°, ktéry jest podzbiorem zbiom G w przestrzeni kryterialnej R2

a) Kii )

81l

Rys. 1. Zbi6r wartosci kryterium wektorowego i zbiér kompromiséw
Fig. 1. A set ofcriteria values and a compromise set

Zbidr (f, ktory ,,godzi” konkurencyjne cele, nazywany jest zbiorem kompromiséw. Na rysunku 1

pokazano cztery warianty rozwigzan zadania optymalizacji dwukryterialnej, przy czym wartosci

* .

Utopijne g, oznaczono: g, =g( lub g. =g(, ¢, =glm,, g, =g,min
Wariant a) odpowiada jednoczesnej maksymalizacji gi i g2 wariant b) - jednoczesnej
maksymalizacji g\ i minimalizacji g2 wariant c) - jednoczesnej minimalizacji gi i g2>wariant d) -
jednoczesnej minimalizacji gi i maksymalizacji g2.

Zauwazmy, ze wraz z wyznaczeniem zbioru kompromiséw 0\ a stad zbioru rozwigzan
efektywnych P, konczy sie Sciste postepowanie optymalizacyjne. Pozostaje nierozstrzygnieta

kwestia wyboru jednego rozwigzania efektywnego ze zbioru P. Tymczasem w praktyce trzeba
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ostatecznie wybra¢ jedno rozwigzanie lub, co najwyzej, kilka alternatywnych. Jest to mozliwe w
sytuacji, gdy dysponujemy pewng informacja egzogeniczng o problemie. Mozna wtedy na zbiorze
rozwigzan okresli¢ fimkcje, ktéra pozwala na jego zawezenie. Jest to zazwyczaj pewna funkcja

odchylen wzglednych od granic zbioru O' (rys. 1), nazywanafunkcja kompromisow.

2. Nieliniowe zadanie dwukryterialne

W  wiekszosci prac  poswieconych rozwigzaniom problemu  optymalizacji
wielokryterialnej przyjmuje sie liniowe funkcje sktadowe g, i liniowe ograniczenia oraz z
reguty pomija aspekty obliczeniowe. Prezentowane nizej zadanie z nieliniowg funkcjg
sktadowg g, kryterium wektorowego jest prébg zobrazowania algorytmu opartego na
koncepcji Pareto.

Zalozmy, ze w procesie przemystowym sg wytwarzane dwa rodzaje produktéw I i Il
przy uzyciu trzech sktadnikow A, B i C. Zuzycie kazdego ze sktadnikow na jednostke danego
produktu jest nastepujace:

A B C
1 1 3 2
1 4 4 1
Dostepne zasoby sktadnikow wynosza: A=16, B=21, C=12. Zakladajac, ze cena produktu |
wynosi Izt/szt., a cena produktu Il wynosi 3z4/szt., nalezy wyznaczy¢ zuzycie sktadnikéw A, B

oraz C, tak aby osiggna¢ maksymalny zysk przy minimalnych kosztach magazynowania.

2.1. Rozwigzanie

Oznaczmy przez xt i x2 liczbe jednostek produktéw 1 i Il. Wdwczas ograniczenia,
wynikajace z podanych wyzej zasobow sktadnikow A, B i C beda miaty postac:
hj. x,+4Xj<16
hj. 3x,+4x2£21
>D
A3 2x,+x2£12
X, £0,x2£0

™

Zatézmy, ze koszty utrzymania zasobéw zadane sg funkcjg: g0(x) = +(x2-3) -16,

a przychod ze sprzedazy jest funkcjg liniowa zalezng od podanych wyzej cen jednostkowych:

&(*) =  +J*2e
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Jezeli w miejsce g0(x) weZmiemy g,(x)=-g0(x), to zadanie sprowadzi sie do
maksymalizacji kryterium wektorowego

£(i) =[g.(i) g2(x)]—>max, xeD ()]
przy zadanych ograniczeniach (7).
Dla okre$lenia zbioru rozwigzan efektywnych P wyznaczamy najpierw maksima utopijne
funkcji gi(x) ig2Xx) oraz zbiér kompromisow.
1. Maksimum utopijne g2=9g2=g92(2,5 3,375) = 12,625. (9

Zatem punkt x =[2,5 3,375] jest punktem utopijnym dla sktadowej g2(x),

2. Maksimum utopijne g, =g, = g,(3,6154 2,5385) = 15,3077. (10)
Zatem punkt x = [3,6154 2,5385] jest punktem utopijnym dla sktadowej g,(x).
3. Jak tatwo sprawdzié¢, zbiér kompromiséw Gp, spetniajacy warunek Parcto dla
rozpatrywanego zadania, bedzie potozony na prostej ograniczajacej 3x,+4x2=21.
Rownanie krzywej Gp bedzie miato postac:

g, =-0,5292z+1 1,68gz- 50,28 (11)

2.2. Funkcje kompromisow

Dla ustalenia jednego z mozliwych rozwigzan postuzymy sie funkcjg kompromisu,
ktora daje jednakowga minimalng strate wzgledem wartosci utopijnych.
Niech x bedzie takim punktem w zbiorze D, w ktérym odchylenia wzgledne obu

kryteriow od ich utopijnych warto$ci maksymalnych:

(12)
g,
bedajednakowe:
li _02~02® (13)
gy gi
(14)
g S,
n p
to z réwnania: 1— =1—jr (15)
g, gl

otrzymamy réwnanie prostej g2 =0,8247 x g, w przestrzeni kryterialnej.
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Prosta ta przecina krzywa Gp (por. wzor (11) i rys.la) w przestrzeni kryterialnej w
punkcie o wspétrzednych: g,(x) =14,8049 oraz g2(7) = 12,2103.

Przechodzac do przestrzeni decyzyjnej otrzymujemy:

£>[*i 37 =[2,8318 3,1262]

Odchytki wzgledne obu kryteriow od ich wartosci maksymalnych (utopijnych) sg w

punkcie x réwne i wynoszg: W = w2= 3,28%.

3. Implementacja programowa

Opisany w p.2 algorytm rozwigzania dwukryterialnego zadania optymalizacji zakodowano

w jezyku C++, wykorzystujac zaprojektowane w tym celu idiomyjezykowe.

3.1. Obiektyfunkcyjne

W programowaniu obiektowym wykorzystujagcym jezyk C++ obiektfunkcyjny lubfunktor
jest idiomem jezykowym [9], Logicznie, funktory sg to takie wystgpienia klas (obiekty), ktore
zachowujg sie jak funkcje. Obiekt taki spetnia role funkcji, ale moze by¢ tworzony, przekazywany
jako parametr i manipulowany w podobny sposob, jak zwykte wystapienie klasy. Skoro funktory sg
obiektami okreslonych klas, to ich elementami moga by¢ zaréwno funkcje skladowe, jak i
skfadowe struktury danych (zmienne sktadowe). Tak wiec, w odrdznieniu od ,,zwykitej” funkcji
(sktadowej lub globalnej) funktor moze posiadac ,,pamie¢” (sktadowe struktury danych). Dzieki
temu obiekt funkcyjny moze przechowywac posrednie i koncowe wyniki obliczen [11].

Konstrukcja klasy generujacej funktory jest prosta [9,11,12]. Obiekty takiej klasy bedg sie
zachowywac jak funkcje, jezeli w deklaracji klasy umiescimy definicje przecigzonego operatora
wywotania funkgji, tj. "0". Posta¢ ogdlna takiej sktadowej funkcji operatorowej jest nastepujaca:
typ klasa:joperator () (argumenty) ( Blok funkcji )
np.
int MyClass::operatorQQ { /7*...*/ }
lub
double MyClass:joperator()(double x) { return x; )

Jak stad wynika, nazwg tego operatora jest operator() ().
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Uzywanie funktoréw jest naturalng konsekwencjg podejscia obiektowego: zamiast
operowa¢ funkcjami i pisa¢ programy proceduralne operujemy obiektami, ktére mogg by¢ albo

modelami obiektow fizycznych, albo koncepcjami abstrakcyjnymi.

3.2. Funktory i optymalizacja

Dla dyskutowanego w tej pracy problemu wygodne okazato sie zaprojektowanie funktorow
zgodnie z ponizszymi deklaracjami klas:

class Kryteriumi {
public:
double operatorf) (double bl, double b2)
( return ful(bl,b2); }
double ful (double dl, double d2)
{ /7* Oblicza ekstremum utopijne gl */ }

private:

double xI1,x12,glu;

friend class Kompromisy;
}
class Kryterium2 (
public:

double operator ) (double bl, double b2)

{ return fu2(bl,b2); }

double fu2(double dl, double d2)

{ /* Oblicza ekstremum utopijne g2 */ }
private:

double x21,x22,92u;

friend class Kompromisy;

+
class Kompromisy {
public:
double stratal(Kryteriuml& krl, Kryterium2& kr2)
{
krl (0.5,0.5) ;
kr2(0.5,0.5);
// Obliczenie rozwigzania kompromisowego
//i odchylenia wzglednego w
return w;
)
private:
double xlk,xlk,gik,g2k,w;
)i

Funkcje sktadowe fut() i fu2() obliczajg odpowiednio ekstrema utopijne g, i g2 oraz punkty
utopijne 2 . Wartosci te sg przechowywane w zmiennych sktadowych xI 1, xI12, glu, x21, x22

i g2u. Do obliczania ekstremo6w utopijnych zastosowano zmodyfikowang metode gradientowa.



250. W .Porebski

Modyfikacja polega na tym, ze wewnatrz ograniczen poruszamy sie¢ w kierunku gradientu
funkcji kryterialnych; po dojsciu do ograniczenia ruch odbywa sie po liniach ograniczajacych
az do osiggniecia lokalnego ekstremum.

Przyktadowe wywotania mogg mie¢ postac:

Kryteriuml gl;
Kryterium2 g2;
Kompromisy g;
g.stratal(gl,g2);

Pierwsze trzy instrukcje stuza do utworzenia, za pomoca konstruktora domyslinego,
trzech obiektow: gl, g2 i g. Ostatnia instrukcja: g.stratal (gl, g2); jest typowym
wywotaniem funkcji sktadowej obiektu. Mozna jg traktowaé jako komunikat o nazwie
strata 1, przestany przez obiekt g do siebie samego. TreScig tego komunikatu sg parametry
aktualne funkcji Kompromisy:: stratal (). Parametry te sg przekazywane przez
referencje, dzieki czemu unikamy kopiowania catych obiektéw [14], Wykonanie bloku funkcji
stratal () przebiega nastepujaco:

Najpierw zostaje wywotany funktor krl (0.5, 0.5). Parametry (0.5, 0.5)
zostajg przekazane do funkcji operatorowej: operator () (double, double) klasy
Kryteriuml, ktora wywotuje (w instrukcji return) funkcje ful (double, double), a
ta wykonuje opisane wyzej obliczenia. Identycznie przebiega wywotanie funktora
kr2 (0.5, 0.5). Ostatnia operacja wykonywana przez funkcje stratal ()jest

wyznaczenie wektora x =[ij x2]i obliczenie odchylenia wzglednego dla wybranej funkcji

kompromisu.
Wprowadzone tutaj fimktory mozng w razie potrzeby, wotaé¢ bezposrednio, np.

double d = ¢gl1(0.5,0.5);
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Abstract

In the paper a multicriteria decision making problem is considered. Necessary
conditions for Pareto optimality and the main features of the set of Pareto solutions are
discussed. As an application of general conditions, a nontrivial, nonlinear bicriterion problem
with given inequality constraints is solved. The solution process has been subdivided into two
parts:

The first part includes the problem formulation and the problem solving algorithm. Its
outcome are utopia points and the compromise set. Then the utopia points are used in a
selected compromise function to obtain the compromise solution both in the criteria space and
in the decision space.

The second part is concerned with new computational ideas applied to the problem
under consideration. The solution to the problem is shown in terms of object-oriented
approach and implemented in C++ language. In this context, the construct of function objects,
or functors, is given and used in searching the utopia points. Another object that sends
messages has been used to find the compromise solution.



