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SZYBKI ALGORYTM ROZWIAZYWANIA DUZYCH ZADAN
KOMIWOJAZERA

Streszczenie. W pracy sformutowano heurystyczny algorytm rozwigzywania za-
dania komiwojazera z odlegtosciami euklidesowymi, ktéry jest algorytmem lokal-
nych popraw i ma ztozonos$¢ obliczeniowg O (nlogn), a przypadku implementacji
na 0(n mlogn~1/2) procesorach réwnolegtych - 0(log n3/2). Pozwala to efektywnie
rozwigzywac duze zadania komiwojazera. W pracy przedstawiono wyniki ekspery-
mentéw numerycznych.

FAST ALGORITHM FOR LARGE TRAVELLING SALESMAN
PROBLEMS

Summary. A heuristic for Travelling Salesman Problem with Euclidean distance
will be given. The algorithm makes local improvements in starting tour and runs
in O(nlogn) time on serial processor or in 0(logn32) on 0(n *logn-1/2) parallel
processors. Thus the algorithm is able to solve efficiently large traveling salesman
problems. Some numerical experiments are given.

1. Wstep

Zagadnienie komiwojazera (TSP) jest klasycznym problemem w optymalizacji dyskret-
nej. Obszerng monografig na temat TSP jest ksigzka [14]. Zadanie TSP jest problemem
NP-zupetnym, stad konieczno$¢ rozwijania algorytmoéw przyblizonych, dziatajgcych w cza-
sie wielomianowym. Zadanie TSP, w ktorym poszczeg6lne punkty sg okre$lone poprzez
ich wspdétrzedne w przestrzeni d-wymiarowej, a odlegtosci miedzy nimi sg wyznaczane
zgodnie z metryka euklidesowg, nazywane jest w skrocie ETSP.

Zadanie ETSP takze, nawet w przypadku dwuwymiarowym, jest problemem NP-zu-
petnym. W zwigzku z tym szczeg6lnie intensywnie rozwijane sg prace nad konstrukcjami
algorytmow heurystycznych pozwalajacych w krétkim czasie wyznaczy¢ dobre, cho¢ nieko-

niecznie optymalne rozwigzanie problemu. Znane sg obecnie zastosowania TSP wymaga-
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jace utworzenia trasy zawierajacej ponad 1.2 miliona punktéw. Szeroki przeglad szybkich
algorytmow przyblizonego rozwigzywania zadania komiwojazera z odlegtosciami euklide-
sowymi (i innymi typu geometrycznego) znajduje sie w pracach [3], [19].

W niniejszej pracy przedstawiony zostanie szybki algorytm rozwiazywania zadan
ETSP o ztozonosci obliczeniowej 0(n log n) w wersji szeregowej, ktéry w naturalny sposéb
moze by¢ realizowany w wersji réwnolegtej. Eksperymenty obliczeniowe pokazuja, ze algo-
rytm ten zapewnia uzyskanie podobnych rozwigzan jak jeden z najlepszych algorytmoéw

aproksymacyjnych TSP zwany metodg wigczania najdalszego wierzchotka [24].

2. Przeglad metod przyblizonego rozwigzywania zadan ETSP

Algorytmy przyblizone sg jedynymi realizowalnymi w praktyce metodami rozwigzywa-
nia trudnych zadan kombinatorycznych o duzych rozmiarach. Opracowano i przebadano
bardzo wiele algorytméw przyblizonych rozwigzywania TSP. Mozna je podzieli¢ na dwie
klasy [24], [20]. Pierwsza klasa obejmuje algorytmy tworzace dobre rozwigzanie przy-
blizone od poczatku, bez korzystania ze znajomosci innego rozwiazania dopuszczalnego.
Czasami tego typu algorytmy sg nazywane algorytmami aproksymacyjnymi. Druga klasa
to algorytmy modyfikujace (poprawiajace) istniejgce rozwigzanie. W praktyce na ogot
taczy sie ze sobg oba podejscia, uzywajac algorytmu z klasy pierwszej do wygenerowa-
nia rozwigzania startowego dla algorytmu modyfikujacego. Przeglad znanych algorytmoéw
heurystycznych ETSP znajduje sie w pracach [20], [16], [14], [13], [24],

Jednym z najbardziej znanych algorytéw tworzacych trase TSP jest algorytm naj-
blizszego sgsiada (NN), w ktorym trasa TSP jest konstruowana w nastepujacy sposéb:
jako wezet poczatkowy przyjmuje sie dowolny punkt spos$réd tworzacych zadanie punk-
tow ag, x2,..., X,,. Nastepnie znajduje sie wezet nie wigczony do tej pory do trasy, ktory
znajduje sie najblizej w stosunku do ostatnio przylgczonego do trasy wierzchotka. Po
ulokowaniu w trasie wszystkich weztow ostatni z nich fgczony jest z punktem startowym
trasy. Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu NN jest rzedu 0(n 2). W pracy [3] Bentley opisat
wersje algorytmu NN, w ktérym konstruowanie trasy rozpoczyna sie od Kilku punktéw
startowych i tworzy sie réwnocze$nie kilka fragmentarycznych tras zgodnie z reguta NN.
Nastepnie taczy sie te fragmenty w jedng duzg trase. Algorytm ten pozwala czesto uzy-

skiwaé nieco lepsze wyniki niz oryginalny algorytm NN.
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Do klasy algorytméw aproksymacyjnych ETSP typu NN mozna réwniez zaliczy¢ al-
gorytmy wykorzystujgce krzywe wypetniajace SFC [18], [21]. W algorytmach tych taczy
sie punkty zgodnie z ich kolejnoscig wystepowania na wybranej krzywej wypetniajacej, a
wiec tgczy sie najblizszych sasiadéw zgodnie z odlegtoscig mierzong wzdtuz krzywej. Zto-
zono$¢ obliczeniowa tego typu algorytmoéw jest rzedu 0(nlogn), podobnie jak ztozono$é
obliczeniowa zadania ETSP, w ktérym wszystkie punkty lezg na jednej prostej. Naturalnie
takie rozwigzanie jest optymalne tylko przy metryce zwigzanej z SFC. W przypadku me-
tryki euklidesowej i przy zatozeniu, ze wspotrzedne punktéw tworzacych problem ETSP
sg realizacjami niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie réwnomiernym w kwadracie
[0,1] x [0,1], wartos$¢ oczekiwana dtugosci trasy ETSP otrzymana za pomocg SFC (krzywa
Sierpinskiego) jest rzedu 0.956 ¢y/n [18]. Rozwigzanie ETSP otrzymane za pomoca SFC
jest nie gorsze niz O(logn) wT* [18], [22]. Idea liniowego porzadkowania punktéw z prze-
strzeni wielowymiarowej pojawia si¢ réwniez algorytmach w ETSP wykorzystujacych sieci
neuronowe typu Kohonena [4], [6], [7]. Rozwigzywanie za ich pomoca duzych zadan ETSP
wymaga ogromnych naktadéw obliczeniowych [7].

Jak do tej pory, za najbardziej efektywne uwazane sg klasyczne algorytmy aproksy-
macyjne takie jak metoda wiaczania najdalszego wierzchotka Fl oraz metoda najtariszego
wigczania wierzchotka CI [20], [24], W algorytmach typu witaczania najpierw wybierany
jest dowolny wierzchotek, ktory stanowi poczatek trasy. Nastepnie, zgodnie z ustalong
reguta, znajduje sie kolejny nie wystepujacy do tej pory w trasie wezet. Po wybraniu
wierzchotka szukane jest w trasie miejsce (para punktéw), w ktéorym wigczenie wybra-
nego wierzchotka spowoduje najmniejszy przyrost dtugosci trasy TSP. Reguig wyboru
moze by¢: losowanie punktu (R1), wybdr wierzchotka najblizszego w stosunku do punktéw
juz umieszczonych w trasie (NI), wybor wierzchotka najbardziej oddalonego w stosunku
do punktéw juz znajdujacych sie w trasie (FI), wyboér wierzchotka, ktérego wigczenie
spowoduje najmniejszy przyrost diugosci trasy (Cl). Ztozono$¢ obliczeniowa tego typu
algorytow jest zalezna od reguty wyboru wierzchotka. W przypadku algorytmu FI, ktory
bedzie dalej wykorzystywany w niniejszej pracy, jest ona rzedu 0(nJ). Eksperymenty ob-
liczeniowe wskazujg, ze najlepszym prostym algorytmem aproksymacyjnym, ze wzgledu
na wartosci Srednich diugosci tras, jest wiasnie algorytm FI [2], [24],[3].

Poza algorytmami wigczania mozna réwniez korzysta¢ z prostszych schematéw aprok-

symacyjnych zwanych metodami dotgczania [20], [3], w ktorych wybrany (zgodnie z jedng
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z wymienionych wczesniej regut) punkt dotgczany jest jako bezposredni sgsiad poprzednio
wybranego wierzchotka. Uproszczenie to powoduje zmniejszenie naktadéw obliczeniowych,
niemniej jednak prowadzi na ogét do uzyskania dtuzszych tras. Ztozono$¢ obliczeniowg
wymienionych procedur mozna poprawi¢ wykorzystujac specjalne struktury danych lub
wprowadzajac pewne uproszczenia do algorytméw. W pracy Bentleya [3] pokazano im-
plementacje algorytmu FI o ztozonosci obliczeniowej 0(n(ioyn)2), Wersje algorytmow
zaproponowane w pracy [3] wymagaja stworzenia specjalnej struktury danych w postaci
drzewa (k-dtree), co pocigga za sobg konieczno$¢ poniesienia naktadéw obliczeniowych
rzedu O(nlogn), podobnego jak w przypadku algorytmu SFC. Koszt wyznaczenia naj-
blizszego sasiada przy przeszukiwaniu wielowymiarowego drzewa (k-dtree) jest w naj-
gorszym przypadku rzedu 0(n), jednak mozna pokazaé, ze warto$¢ oczekiwana liczby
obliczer odlegtosci miedzy punktami potrzebna do znalezienia najblizszego sasiada jest
0(1). W konsekwencji pozwala to zrealizowa¢ algorytm NN w czasie (w sensie $rednim)
rzedu 0(n logn).

Inna klasa algorytmow aproksymacyjnych oparta jest na budowie minimalnego drzewa
rozpinajacego [5], prowadza one jednak do diuzszych tras ETSP niz najlepszy pod tym
wzgledem algorytm FI, ktéry daje $rednig dtugos$¢ trasy ETSP (naturalnie przy réw-
nomiernym rozktadzie punktow w kwadracie) rzedu O.SO6yTi + 0.23, [3], [17]. Mdbwiac
0 metodach rozwigzywania ETSP nalezy rowniez wspomnie¢ algorytm Karpa [14] oraz
jego uogolnienie na przypadek wielowymiarowy - algorytm Haltona i Terady [11]. Maja
one bardzo dobre wiasnosci asymptotyczne, lecz otrzymanie za ich pomoca dobrych tras
wymaga znacznych naktadéw obliczeniowych.

Druga klasa algorytmoéw przyblizonych TSP obejmuje metody lokalnej optymalizacji,
modyfikujace istniejace rozwigzanie. Jedng z najbardziej znanych metod z tej klasy jest
algorytm k-wymian [15], [20],[24], [3].[14], w ktorym kolejne rozwigzanie jest otrzymywane
poprzez usuniecie k wybranych potagczen miedzy punktami w trasie i zastgpienie ich in-
nymi k potaczeniami (tak by zachowaé¢ nadal zamkniety cykl puntéw). Rozwigzanie, ktore
nie moze ulec poprawie w wyniku takiej procedury, nazywane jest k-optymalnym. Juz w
przypadku k = 3 algorytm ma ztozonos$¢ obliczeniowa rzedu 0{n3). W pracach [23], [3]
rozwazane sg rézne modyfikacje algorytméw typu k wymian o mniejszej ztozonosci obli-
czeniowe;j.

W przypadku stosowania metod lokalnej optymalizacji pojawia sie problem wycho-
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dzenia rozwigzania z minimum lokalnego. Prdby zblizenia sie do minimum globalnego
wigzg sie z rozwijaniem algorytméw typu tabu [8], algorytméw genetycznych TSP [9],
[12], algorytméw symulowanego wyzarzania [10] oraz zastosowaniem zwigzanych z nim
maszyn Boltzmanna [1], [14]. Wspomniane podejscia na razie nie nadajg sie do szybkiego
rozwigzywania duzych zadan ETSP (zbyt duzy naktad obliczeniowy), cho¢ takie préby sa

podejmowane [7], [4].

3. Opis algorytmu

Przedstawiony w pracy algorytm jest algorytmem typu lokalnych popraw, ktory w
zamierzeniu ma generowac trasy o podobnej dtugosci jak algorytm aproksymacyjny Fl
(wigczania najdalszego wierzchotka), przy ztozonosci obliczeniowej co najwyzej rzedu
0(nlogn). Jako punkt wyjscia- rozwigzanie poczatkowe - przyjeto uporzadkowanie punk-
tow zgodnie z ich wystepowaniem na SFC typu Sierpinskiego [21],[18]. Przy zatozeniu ze
wspotrzedne punktéw tworzacych problem ETSP sg realizacjami niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadzie rownomiernym w kwadracie [0,1] x [0,1], wartos¢ oczekiwana dtu-
gosci trasy ETSP przy uzyciu algorytmu SFC jest rzedu 0.956 «\/n [18]. Eksperymenty ob-
liczeniowe przeprowadzone przez autorke wskazuja, ze Srednia dtugos¢ trasy komiwojazera
(przy danych pochodzacych z tréjwymiarowej kostki jednostkowej) jest rzedu 1.08 «nJ3.
Algorytm SFC mozna w naturalny sposob zréwnolegli¢, gdyz pozycja dowolnego punktu
na krzywej nie zalezy w zaden spos6b od potozenia pozostatych punktéw i moze by¢
wyznaczana oddzielnie.

Gtoéwna cze$¢ przedstawionego w pracy algorytmu polega na lokalnym poprawianiu
fragmentow istniejgcej trasy. Za pomocg okienka o diugosci k (liczba punktéw) pobie-
rany jest z aktualnej trasy fragment obejmujacy k kolejnych punktéw. Punkt pierwszy
i ostatni z wybranej czesci tTasy zachowujg swoje pozycje, natomiast pozostate k —2
punkty sg szeregowane zgodnie z opisanym uprzednio, klasycznym algorytmem FI. Jezeli
dtugo$é pobranego fragmentu trasy ulegta skroceniu, to stare uporzadkowanie fragmentu
trasy zostaje zastgpione nowym, w przeciwnym przypadku fragment trasy pozostaje bez
zmian. W kolejnym kroku algorytmu okienko pobierajgce zostaje przesuniete o p pozycji
(w prawo lub w lewo zaleznie od przyjetej konwencji), pTzy czym 1 < p < k. Ponownie

reguta FI zostaje uzyta do préby skonstruowania lepszego porzadku w trasie obejmujacej
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pobrane punkty. Budowa nowego uporzagdkowania wymaga wykonania za kazdym razem
0(k?2) operacji. Procedura powtarzana jest az do momentu, gdy okienko zostanie przesu-
niete wzdtuz catej trasy ETSP. Przesuwanie okienka z krokiem mniejszym niz k pozwala
szybko wymienia¢ punkty pomiedzy poszczegbélnymi fragmentami trasy. Przyspiesza to
uzyskiwanie dobrych rozwigzan. Przesunigcie okienka réwne jego dtugosci (p = k) powo-
duje, ze wymiana punktéw pomiedzy podzbiorami zwigzanymi z poszczeg6lnymi fragmen-
tami tras moze nastgpi¢ dopiero, gdy zmienimy punkt startowy okienka pobierajgcego.
Takie rozwigzanie jest konieczne w przypadku implementacji rownolegtej algorytmu.

Minimum lokalne osiggane jest, gdy przesuniecie okienka wzdtuz petnej trasy i zastoso-
wanie metody FI nie doprowadzi do uzyskania poprawy. Dalsze kontynuowanie procedury
na pewno nie przyniesie skrocenia dtugosci trasy komiwojazera. Natomiast zmiana po-
czatkowej pozycji okienka o | punktow w prawo lub w lewo, przy | #=p, moze przyczynié
sie do wyjscia z lokalnego minimum i uzyskania lepszej trasy ETSP.

Przesuniecie okienka wzdtuz catej trasy wymaga wykonania tgcznie [n/p] e« 0(fc2)
operacji. W realizowanej wersji algorytmu przyjeto p = [fc/2], co pozwala przyspieszy¢
ewentualng wymiane punktow pomiedzy kolejnymi fragmentami trasy. Ponadto zatozono,
ze zmiana pozycji startowej okienka bedzie nastepowata zaraz po wykonaniu jednego
petnego obiegu okienka wzdtuz trasy, bez czekania na osiggniecie minimum lokalnego.
Wprawdzie kontynuowanie procedury bez zmiany punktu startowego okienka moze przy-
nies¢ jeszcze pewng poprawe, lecz eksperymenty obliczeniowe pokazaty, iz wczesniejsza
zmiana punktu przyjmowanego umownie jako poczatek trasy prowadzi w konsekwencji
do uzyskiwania lepszych rozwigzan. Mozliwe, ze osiggniecie optimum lokalnego utrud-
nia ponowne wyjscie z niego poprzez tak drobng modyfikacje, jaka jest zmiana punktu
startowego okienka pobierajgcego. Sprawdzenie wszystkich n — [n/p] mozliwych poto-
zen powodowataby zbyt gwattowny wzrost potrzebnych nakifadéw obliczeniowych, stad
ograniczono sie do przesuwania pozycji poczatkowej okienkao /= 1,2,... ,p —1 pozycji.
W konsekwencji cata procedura, ktéra dalej nazywana bedzie algorytmem LFI, wymaga
wykonania [fc/2] ¢ [2n/k] «0(ki) = O(nP) operacji obliczeniowych. Jest oczywiste, ze
k powinno rosna¢ wraz ze wzostem n. Przy zatozeniu ze k zmienia sie zgodnie z reguig
kn = a <lognY¥2, gdzie a jest pewng stalg, catkowita ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu
LFI jest rzedu O{nlogn). Tak opisana procedura LFI musi by¢ wykonana kilkakrotnie,

zanim osiggniete zostanie zwigzane z nig minimum lokalne (podobnie jak w algorytmie
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k-opt [15]). Eksperymenty obliczeniowe pokazaly, iz przecietnie dwu-, trzykrotne powtoé-

rzenie algorytmu LFI prowadzi do uzyskania lokalnego optimum.

Algorytm LFI
1. Wyznacz poczatkowe uszeregowanie punktéow (Xi, X2,... ,Xn) zgodnie z krzywg wy-
petniajacg SFC [18], [21].
2. Ustal wartosci parametrow przesuwu okienka kip, 1<p<k.
3. Ustal punkt startowy okienka pobierajgcego fragment trasy, przesuwajac cyklicznie
wszystkie punkty w trasie o | pozycji w lewo | = 0,1,2, eee,p —1.
4. Wykonaj kolejne kroki (a),(b),(c),(d),(e) dlai = 0,1,2,«e¢, [n/p] - 1L
5. Pobierz z trasy (*(1),X(2),¢**,X(n)) = (X,+l, X3+i,-¢¢, Xn+/).
fragment X(,p+2), oo o, X p+)
6. Wyznacz jego dtugosé

<*'=f [I¥(>+d ~ *(>+3n I
j=i

7. Uporzadkuj punkty X(ip+3),X(il,+3),- mm X (,p+t~) zgodnie z regutg FI, przyjmujac punkt
X(ip+1) za punkt poczatkowy, a punkt X”p+k) za punkt koncowy.
8. Wyznacz dtugos¢ nowego uporzadkowania ((X’(pt Ih X’ (#>%2)...... X (I, H))

din ~ CHA(I>+)) ~
=

9. Jezeli dIn < dl, zmieh pobrany fragment trasy na nowo wyznaczone uporzgdkowanie.

Zamiast reguty FI mozna zastosowac lokalnie inny algorytm heurystyczny ETSP. W
pracy zbadano takze metode L2W, w ktérej zamiast algorytmu FI zastosowano algorytm
2-optymalnych popraw.

Poniewaz rozwigzaniem startowym algorytmu LFI jest uporzadkowanie zgodne z krzy-
wa SFC, to wspoétczynnik najgorszego przypadku jest tutaj réwniez rzedu O(logn). Za-
letg przedstawionego algorytmu LFI jest rowniez mozliwo$¢ réwnolegtego przetwarzania
wszystkich roztgcznych fragmentow trasy. Najprostszym rozwigzaniem jest podzielenie
trasy na n/k lub n/(k - 1) fragmentéow zawierajacych po k punktéw. Kazdy z tych
fragmentéw moze by¢ poprawiany niezaleznie od pozostatych. Wymiane punktéow po-
miedzy fragmentami trasy zapewnia powt6rzenie calej procedury przy innym punkcie

startowym podziatu trasy. Przy przyjeciu k = 0(log n1?) i zatozeniu takiej samej jak w
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przypadku implementacji szeregowej liczby powtdrzen prowadzi to do koniecznosci uzycia

0(n «log n-1/3) procesoréw w czasie rzedu 0(log n3/3).

4.  Wyniki eksperymentéw numerycznych

W czeSci tej przedstawiono wyniki obliczen numerycznych. W tablicy 1 umiesz-
czono dtugosci drogi ETSP otrzymane za pomoca badanych algorytmoéw heurystycznych:
SFC,LFI,L2W oraz ich potaczen LFI-L2W i L2W-LFI, w ktérych algorytm LFI zasto-
sowano do trasy uzyskanej uprzednio za pomocg algorytmu L2D (L2W-LFI), lub roz-
wigzanie wynikte z zastosowania metody LFI poprawiono nastepnie za pomoca algo-
rytmu L2W (LFI-L2W). Badania przeprowadzono dla liczby punktow (miast) réwnej
n = 128,512,1024,10000. Dtugos¢ pobieranych fragmentéw trasy ustalono eksperymen-
talnie, rozwigzujac wielokrotnie relatywnie mate zadania ETSP (n = 128). Ustalono, ze
warto$¢ k = 16 dlaalgorytmu LFI oraz k = 18 dla algorytmu L2W, gwarantuje otrzymanie
rozwigzan poréwnywalnych ze $rednimi wynikami uzyskiwanymi przy uzyciu klasycznych
metod FI oraz 2-optymalnych. Potozenie punktéw ETSP generowano losowo z rozkta-
dem rownomiernym w kwadracie (d = 2) lub kostce 3-wymiarowej (d = 3). Odlegtosci
miedzy punktami obliczane byty zgodnie z normg euklidesowg. Wszystkie eksperymenty
polegaty na na 10-krotnym losowaniu zestaw6w n punktow, kazdorazowym obliczeniu diu-
gosci drogi ETSP wyznaczonej przez badane heurezy i usrednieniu wynikéw. W tablicy 1
przedstawiono wyniki dla d = 2,3 i r6znych rozmiaréw zadan.

Poza $rednig dtugoscia drogi wyznaczano réwniez wartosci wspotczynnikow
T.r/n~f'l gdzie Tsr oznacza $rednig dtugos$¢ trasy ETSP uzyskiwang przez poszcze-
g6lne metody. Wyniki te zamieszczono w tablicy 2.

Stosujgc metode najmniejszych kwadratéw do oszacowania odpowiednich wspotczyn-
nikéw otrzymano, ze $rednia dtugos$¢ drogi ETSP (d = 2) uzyskana metodg LFI jest rowna
0.813 ey/A lub 0.796 «y/n+ 1.19. Poréwnanie otrzymanych dtugosci drog ze Srednig dtu-
goscig trasy ETSP uzyskiwang za pomocg algorytmu FI (naturalnie przy rownomiernym
rozktadzie punktéw w kwadracie) - rzedu 0.805>/u -f 0.23 [3] - prowadzi do wstepnego
whniosku, ze algorytm LFI moze z powodzeniem zastgpi¢ algorytm LI. Zastosowanie do-
datkowo algorytmu L2W w niewielkim stopniu poprawia otrzymywane rozwigzanie.

Eksperymenty obliczeniowe wykonywane byty na komputerze Pentium IOOMhz. Pro-
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Tablica 1
Dtugos¢ drogi ETSP uzyskiwana za pomoca heurez
LFI,L2W,L2W-LFI oraz LFI-L2W

d N SFC LFI L2W  L2W-LFI LFI-L2W
2 128 10.896 9.40 981 9.37
3 128 27.28 2110 21.74 21.13 21.09
2 512 21.72 1859 19.34 18.46 18.56
3 512 70.58 54.70 56.47 55.14 54.53
2 1024 30.63 26.17 27.58 26.17 26.12
2 10000 95.37 80.61 85.96 80.54 80.60
Tablica 2

Relatywna diugos¢ drogi ETSP uzyskiwanej za po-

mocg heurez LFI,L2W,L2W-LFI oraz LFI-L2W wzgledem
n (rf-i)/d

d N SFC LFI  L2W L2W-LFI LFI-L2W

2 128 0.963 0.831 0.867 0.828
3 128 1.074 0.831 0.856 0.832 0.830
2 512 0960 0.822 0.855 0.816 0.820
3 512 1.103 0.855 0.882 0.862 0.852
2 1024 0.957 0.818 0.862 0.818 0.818
2 10000 0.954 0.806 0.860 0.805 0.803

gramy realizujace badane algorytmy napisane zostaty w jezyku Mathematica. Na podsta-
wie eksperymentow obliczeniowych czas obliczen algorytmu LFI zostat aproksymowany
jako 0.11 -n-log(n) dla 128 < n < 10000. Na podstawie czasu obliczania odlegto$ci mozna
stwierdzi¢, ze, w poréwnaniu z komputerem VAX-8550, uzywany komputer byt okoto 55
razy wolniejszy. Rozwigzanie problemu ETSP za pomocg algorytmu LFI z n = 10000
pochtoneto okoto 3.5 godziny. Dla komputera VAX-8550 bytby to co najwyzej czas rzedu
4 minut. Czas ten mozna by wydatnie skroci¢, piszac implementacje algorytmu LFI w
jezyku C. Dla poroéwnania czasy obliczen zadania ETSP z n = 1000 za pomocag sieci neu-

ronowej i algorytmu symulowanego wyzarzania na komputerze Vax3600 byty odpowiednio
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rzedu 40 i 60 minut [7], a otrzymane dtugosci drogi ETSP byty nieco wigksze niz wartosé
oczekiwana dla algorytmu FIl. Podstawowag, zaletg niniejszego algorytmu jest jednak moz-
liwos¢ zrownoleglania obliczen. Algorytm niewatpliwie wymaga dalszych badan zaréwno
teoretycznych, jak eksperymentéw obliczeniowych, jednak wyniki osiggniete dla zadan o

duzych rozmiarach (n = 10000) sa obiecujace.
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Abstract

A fast heuristic for Travelling Salesman Problem with Euclidean distance is proposed.

An algorithm is described, which makes local improvements in starting tour given by
0(n log n) space-filling curve heuristic. The starting route is divided on almost disjoint
paths. Each path is to be improved by the known farthest insertion algorithm. The al-
gorithm runs in 0(nlog n) time on serial processor or in 0(logn32) on 0(n mlogn-1/2)
parallel processors.

The algorithm is able to solve efficiently large Travelling Salesman Problems. Numeri-

cal experiments with 128, 512, 1024 and 10000 of i.d.d. points in two and three dimensions
are given.



