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GRUPOWANIE ZADAN W DWUMASZYNOWYM SYSTEMIE PRZEPLYWOWYM

Streszczenie. W pracy zajmujemy sie zagadnieniem grupowania zadan i szerego-
wania grup w dwumaszynowym systemie przeptywowym, w ktdrym wystepuja rodzi-
ny zadan, czasy przezbrojen zwigzane z wykonywaniem grup zadan, a zadania dostep-
ne sg grupami. Przedstawiamy dwa algorytmy aproksymacyjne o wskazniku doktadno-
$ci dla najgorszego przypadku 3/2.

BATCHING IN THE TWO-MACHINE FLOWSHOP

Summary. The paper deals with the problem of batching and sequencing in a
two machine flowshop with job families, batch setup times and batch availability of
jobs. We present two approximation algorithms with the worst-case performance ratio
of 3/2.

1. Wstep

W systemie przeptywowym kazde zadanie wykonywane jest kolejno na maszynach
1,2,...,m, w kazdej chwili kazda z maszyn moze wykonywac¢ co najwyzej jedno zadanie i kaz-
de zadanie moze by¢ wykonywane przez co najwyzej jedng maszyne. Najbardziej znany pro-
blem optymalizacyjny polega na znalezieniu kolejnosci wykonywania zadan (jednakowej dla
kazdej z maszyn) minimalizujacej czas wykonania wszystkich zadan. To klasyczne sformuto-
wanie problemu przeptywowego nie uwzglednia wielu waznych, z punktu widzenia zastoso-
wan w zautomatyzowanych systemach produkcyjnych, ograniczer oraz charakterystyk zadan
i zbiorow zadan. W pracy rozwazamy jego uogolnienie, nazywane dalej problemem grupo-
wania zadan, w ktérym przyjmuje sie nastepujgce zatozenia:

- Zbiér zadan jest suma roztgcznych podzbioréw (rodzin) zadan podobnych, wymagajacych
jednakowego uzbrojenia maszyn.
- Zadania kazdej rodziny wykonywane sg i przekazywane do kolejnych maszyn w podzbio-

rach zwanych grupami. Zadania grupy wykonywane $ana maszynie jedno po drugim, za$ za-
danie staje sie dostepne do dalszego przetwarzania na kolejnej maszynie dopiero po
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wykonaniu ostatniego zadania swojej grupy na maszynie biezacej {grupowa dostepnosc
zadan).

- Z kazdg grupa zwigzane sg czasy przezbrojenia maszyn. Wyr6zniamy przezbrojenie
przywigzane do grupy, ktére moze sie rozpocza¢ dopiero po zakonczeniu wykonywania grupy
na maszynie poprzedzajacej, oraz odtgczone od grupy, ktére moze sie odby¢ w czasie, gdy
grupa, ktorej ono dotyczy, okupuje maszyne poprzedzajaca.

Rozwazania ograniczamy do przypadku dwumaszynowego. Klasyczny dwumaszynowy
problem przeptywowy jest rozwigzywalny w wielomianowym czasie w oparciu o regute
Johnsona [3], natomiast zagadnienia z liczbg maszyn wieksza od dwdch sg NP-trudne.
Powstaje wiec pytanie, jak dalece korzystne wiasnosci klasycznego problemu z dwoma
maszynami przenoszg sie na jego uogdlnienie. Jak dotad, w literaturze badany byt tylko
przypadek szczegolny, w ktérym wszystkie zadania wewnagtrz rodziny sa identyczne,
wszystkie grupy danej rodziny muszg by¢ wykonywane jedna po drugiej, brak jest przezbrojen
maszyn zwigzanych z grupami zadan, a problem polega na znalezieniu rozbicia rodzin na
grupy, porzadku grup wewnatrz rodzin i porzadku rodzin minimalizujgcych czas wykonania
wszystkich zadan, Potts, Baker [5], Centikaya [1], Yickson [10]; poniewaz przy
identycznych zadaniach wewnatrz rodziny wazny jest raczej rozmiar grupy anizeli jej skiad,
omawiany przypadek szczeg6lny nazywany jest problemem wyznaczania porcji transferowych
(w literaturze angielskiej, lot streaming). W [1] i [10] pokazano, ze przypadek ten jest
rozwigzywalny w wielomianowym czasie, przy czym zagadnienie to dekomponuje sie w
naturalny sposéb na problem znajdowania optymalnych grup w kazdej rodzinie, niezaleznie od
kolejnosci rodzin, oraz zagadnienie szeregowania rodzin; to ostatnie jest rozwigzywalne za
pomocg odpowiednio zaadaptowanej reguty Johnsona. Odpowiednik problemu grupowania
zadan w dwumaszynowym systemie przeptywowym, w ktorym przyjmuje sie w miejsce
grupowej jednostkowg dostepnos¢ zadan, badany byt w pracach: Sekiguchi [7], gdzie podano
rozszerzenie algorytmu Johnsona na przypadek, gdy podziat rodzin na grupy jest zabroniony
(zatozenie technologii grupowej), Kleinau [4], Zdrzatka [13],[16], gdzie pokazano, ze
problem og6lny jest NP-trudny i zaproponowano [13],[16] algorytm aproksymacyjny o
wskazniku doktadnosci dla najgorszego przypadku 4/3. Yickson i Alfredsson [9] podali pewne
wyniki dotyczace wariantu z jednostkowg dostepnoscig zadan oraz identycznymi zadaniami
wewnatrz rodzin. Pokrewne jednomaszynowe zagadnienia grupowania zadan dla roznych

funkcji celu rozwazano w pracach, np. [2],[6],[11].[14],[15].
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2. Notacja i wtasnosci

Danych jest / rodzin zadan /, , ktére majg by¢ wykonane na dwéch maszy-
nach systemu przeptywowego. Niech para (/,j) oznacza j -te zadanie rodziny a nt niech
bedzie liczbg zadah w tej rodzinie; oznaczmy n= ni. Zadanie (/,/) wykonywane jest
najpierw przez atljednostek czasu na maszynie 1 i nastepnie przez by jednostek czasu na ma-
szynie 2, wszystkie zadania sg gotowe do realizacji w chwili zerowej. Zadania kazdej rodziny
sg wykonywane w grupach, przy czym obowigzuje zatozenie o grupowej dostepnosci zadan.
Wykonanie dowolnej (niepustej) grupy zadarh B a /, na maszynie k wymaga su jednostek

czasu na uprzednie przezbrojenie maszyny. Rozbicie rodzin na grupy oraz porzadek wykony-

wania grup nazywamy harmonogramem.

Problem grupowania zadari (GZ) polega na znalezieniu harmonogramu, dla ktdrego
czas wykonania wszystkich zadan jest minimalny.

Problem GZ jest NP-trudny. Wynika to z dowod6éw NP-zupetnosci decyzyjnej wersji
odpowiednika problemu GZ, z jednostkowag dostepnoscig zadan, podanych w [4] (inna postac
redukcji [16]), ktore pozostaja wazne przy zatozeniu grupowej dostepnosci zadan. Kwestig
otwartg pozostaje ztozonos¢ obliczeniowa przypadku szczegdlnego z identycznymi zadaniami

wewnatrz rodzin.
Niech dla /oraz Bc /., /](£)= (fi)=2 (UgA ms\{B)=su oraz

52(8) =5s,.
Mozna pokazaé, ze dla zadanego rozbicia rodzin na grupy, ,B2 Bv, oraz kolejno-

$ci wykonywania grup ,2,...,v, czas wykonania wszystkich zadan ~ wynosi

_ . . . . , .
= ZPZI = )

gdzie dla przezbrojen odtgczonych od grup

ru = max{0,S{(B,) +a(Bt)-S 2(B,)),

i = max{P2(A),52Bi) +P,(A)-5.(A)- “(A)},

d, = min{62(A),S,(A) +/1(A)}, i=12 v,

natomiast dla przezbrojen przywigzanych do grup
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ni ~ NM(A)> m=rj(A) (AR>S O 112,k

Grupe tv, dla ktérej spetniona jest rownosé w (1), nazywamy dalej grupa krytyczna.
Dla zadanego rozbicia rodzin na grupy BI,B1,...,By, problem GZ sprowadza sie do

znalezienia uszeregowania zadan ztozonych 1,2,...,v z czasami wykonywania /ij(A),

mPj(A) oraz czasami przezbrojen *Sj(A), ¢, (A), £=1,2,.., v, na maszynach, odpowiednio,
1, 2, dla ktorego czas wykonania catosci jest minimalny. Optymalng kolejno$¢ zadan
ztozonych (grup) mozna znalezé w wielomianowym czasie stosujgc regute Johnsona, ktéra w
tym przypadku przybiera nastepujgca postac.

Reguta Johnsona: Istnieje optymalne uszeregowanie grup 1,2,...,v, w Kktérym grupa k
poprzedza grupe/, jezeli min{ru,r2G< mm{ri(,r2il} .

Uszeregowanie spetniajagce warunek reguty Johnsona mozna tatwo uzyskaé¢ w nastepujacy
sposéb: niech A={i: r,, <rv, 1Si£ v} oraz 5= (i: r,,>r7i, I S/£ v}, najpierw ustaw grupy
ze zbioru A wedtug niemalejacych ru, nastepnie grupy ze zbioru B wedtug nierosnacych r2l.
Otrzymany cigg grup nazywany uszeregowaniem Johnsona [3] grup.

W przypadku przezbrojer odtgczonych od grup Yoshida, Hitomi [12] oraz Sule [8]
podajg regute Johnsona opartg na parametrach: ru=S”B,) - S2(B,)+P~BJ, rd =
i= 1,2,...,v. Obydwa sformutowania sg réwnowazne ze wzgledu na minimalng warto$¢
funkeji celu; posta¢ (1) wybrano ze wzgledu na to, ze wszystkie wystepujgce tam wielkosci sg
nieujemne, co utatwia analize algorytmow aproksymacyjnych.

W pracy Potts, Van Wassenhove [6] sygnalizowany jest algorytm programowania
dynamicznego dla wariantu rozwazanego problemu (oznaczanego dalej przez GZJ), w ktdrym
zaklada sie jednostkowg dostepno$¢ zadan, przezbrojenia odtaczone od grup oraz jednakowg
kolejno$¢ zadan na obydwu maszynach, o ztozonosci obliczeniowej 0 (/2nv ); algorytm jest
zatem wielomianowy ze wzgledu na liczbe zadan oraz wyktadniczy ze wzgledu na liczbe

rodzin. Procedura ta oparta jest na nastepujacej wtasnosci problemu.

Twierdzenie 1. Istnieje harmonogram optymalny dla problemu GZJ, w ktérym zadania kazdej

rodziny uporzadkowane sg wzgledem siebie zgodnie z regutg Johnsona.

Dow6d mozna przeprowadzi¢ metodg ,,odpowiednich przesunig¢ zadan nie
spetniajgcych warunku reguty Johnsona”. Kleinau [4] pokazat, ze gdy przezbrojenia sg

przywigzane do grup, powyzsza wtasnos¢ nie jest prawdziwa. W zwigzku z tym ztozonos$¢
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obliczeniowa tego przypadku dla ustalonej liczby rodzin pozostaje problemem otwartym.

Wiasno$¢ Twierdzenia 1 nie zachodzi réwniez dla problemu GZ.

Twierdzenie 2. Istnieje problem konkretny zagadnienia GZ, dla przyzbrojeh odtaczonych do
grup oraz dla przezbrojen przywiazanych do grup, dla ktérego nie istnieje harmonogram
optymalny, taki ze zadania kazdej rodziny uporzadkowane sg wzgledem siebie zgodnie z

regutg Johnsona.

Dow6d. Rozwazmy problem konkretny o nastepujacych danych: / =2, /*,=1, n2=5 oraz
dﬂ=4u =8| SH _21 jj|=2|
ad =i n1 = 2, o= B~ o = 5= (2 =B= =@ =4 N =2 i0=2.

Rozwazmy przypadek, gdy przezbrojenia sg odtgczone od grup. Dla hamonogramu
({(2.2)}, {11} {(21).(2,3),(2,4).(2,5)})

warto$¢ funkcji celu wynosi 34, jednakze zadania (2,2), (2,1) rodziny /2 nie spetniaja warun-
ku reguty Johnsona; rzeczywiscie min{a2.;ii} = min{2,2}> min{l,4} = min{a2,622}. Te sa-

ma warto$¢ funkcji celu, réwniez z naruszeniem reguty Johnsona, uzyskamy ktadac w miejsce

zadania (2,2) dowolne z pozostatych  zadantej rodziny z wyjatkiem (2,1). tatwo mozna

sprawdzié, ze dla pozostatych mozliwych harmonograméw warto$¢ funkcji celu nie jestmnie,
sza niz 35. Rozwazania dla przezbrojeri przywigzanych do grup sa identyczne. O
Poniewaz dla problemu GZ brak jest, jak dotad, wikasnosci harmonogramu
optymalnego porzadkujacej liniowo zadania wewnatrz rodzin, podejécie tego samego typu co
w pracy Potts, Van Wassenhove [6], prowadzace do algorytmu programowania dynamicznego
o wielomianowej ztozonosci obliczeniowej dla ustalonej liczby rodzin, nie jest mozliwe. Nie
jest to wielkg strata, poniewaz ewentualny algorytm o ztozonosci 0(n2/H), jaki mozna by
zbudowaé na podstawie takiej wiasnosci, nie ma praktycznego znaczenia. Niemniej jednak
ztozono$¢ problemu GZ dla ustalonej liczby rodzin pozostaje problemem otwartym.
Oczywiscie, w przypadku GZ z identycznymi zadaniami wewngtrz rodzin witasnosé
Twierdzenia 1 zachodzi dla obydwu typow przezbrojen, co umozliwia konstrukcje algorytmu
programowania dynamicznego o wielomianowej ztozonosci ze wzgledu na liczbe zadan
(0(nJVY)). Ztozono$é obliczeniowa przypadku GZ z identycznymi zadaniami wewnagtrz

rodzin dla dowolnej liczby rodzin i dowolnej liczby zadan pozostaje problemem otwartym.
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3. Algorytmy aproksymacyjne

Wobec NP-trudnosci problemu GZ oraz braku wtasnosci umozliwiajacych konstrukcje
algorytmu dokfadnego, pozwalajacego rozwigzywac zagadnienia o praktycznych rozmiarach,
algorytmy przyblizone moga stanowi¢ jedyne praktyczne podejscie. W rozdziale tym
przedstawimy dwa algorytmy przyblizone dla zagadnienia z przezbrojenianu odtgczonymi od
grup, obydwa o wskazniku doktadnosci dla najgorszego przypadku 3/2. W dalszym ciagu
przez Cx oznaczac bedziemy warto$¢ funkcji celu otrzymang przez algorytm aproksymacyjny
X dla pewnego problemu konkretnego, a przez C’, minimalng warto$¢ funkcji celu.

Rozwazmy najpierw algorytm 11JR (uszeregowanie Johnsona rodzin) polegajacy na
uporzadkowaniu rodzin zadan, traktowanych jako grupy, zgodnie z reguta Johnsona. Dla
tego zgrubnego podejscia zachodzi nieréwnos¢

Cym
dla kazdego problemu konkretnego, i ograniczenie to jest Sciste. Rzeczywiscie, niech

(I,...M>,...,/) bedzie uszeregowaniem Johnsona rodzin, gdzie w jest rodzing krytyczng. Na

podstawie (1) otrzymujemy
am~C£ > P)

co wobec nieréwnosci min{ru ,z2a} £ C  daje pozadang nieréwnosé. Dla problemu z
pojedynczg rodzing i zerowymi czasami przezbrojen, sktadajaca sie z dwoch zadan z czasami
a, = 1A =K,aj =K,blt =1, otrzymujemy CUR=2K+2o0razC* =K +2, co daje
Cum/C* =(2K +2)/(K + 2)—2 dlaX-y°o.

Nieréwnos¢ (2) sugeruje jedna z mozliwych metod poprawy harmonogramu
otrzymanego przez UJR, poprzez podziat rodziny krytycznej /,, na grupy; w algorytmie
ponizej przyjmuje sie podziat na co najwyzej dwie grupy.

Algorytm PRK (podziat rodziny krytycznej)

Inicjalizacja:

Znajdz uszeregowanie Johnsona rodzin (l,...,w,...,/) (po odpowiednim przenumerowaniu
rodzin). Wylicz czas wykonania zadan C, wyznacz rodzing krytyczng /,,, podstaw CPRK= C.
Zadania wewnatrz rodziny krytycznej przenumeruj zgodnie z porzadkiem wyznaczonym przez

regute Johnsona.
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(1) Podstaw 5, jB:= 0, Grupa Krytyczna: = B{, wstaw B2do biezacego uszerego-
wania bezposrednio przed 5,; jezeli grupa jest pusta, to przyjmujemy, ze zwigzane z nig
przezbrojenia sg zerowe.

(2) Jezeli GrupaKrytyczna * Bt, to STOP.

(3) Zadanie z najmniejszym numerem przenie$ z Bi do S2

(4) Wyznacz Gnipa_Krytyczna oraz C w nowym harmonogramie.

(5) Podstaw minlCpRj-.C} i przejdz do kroku (2).

Uszeregowanie Johnsona rodzin moze by¢ rowniez poprawione poprzez podziat rodzin
roznych od rodziny krytycznej. Algorytm przedstawiony dalej, obok podziatu rodziny
krytycznej na grupy zgodnie z metodg zastosowang w PRK, sukcesywnie dzieli pewne
rodziny na dwie grupy i szereguje otrzymane grupy zgodnie z regutg Johnsona; podobne
podejscie dla odpowiednika GZ z jednostkowg dostepnoscia zadai mozna znalezé w [13],

Zatozmy, bez straty ogélnosci, ze (l,...,w,...,/) jest uszeregowaniem Johnsona rodzin z

rodzing krytyczng w. Dla rodziny i>w niech

1P ={(fj) e/ a(< 14 I/ =/ \I\ A, =max{o,P!(/")-i|i

za$ dla rodziny i<w

N={(t,j)el:a.>bA, I/l =/\ A, = max{o,/;(/;)-s&- P2

Mowimy, ze rodzina ijesl podzielna, jezeli A, >0i/'*0 i/@ 0. Mozna zauwazy¢, ze
jezeli />woraz |, e B, to/' e A i7leb, gdzie /t i5 podane saw definicji uszeregowania
Johnsona. Zatem po podziale /, na/,' i // uszeregowanie grup wg reguty Johnsona moze
przesung¢ 1) przed rodzine krytyczng w. Ponadto, jezeli A, > 0, to rozbicie I, nal\ il] oraz
przeniesienie 1) przed rodzing krytyczng w moze przynies¢ zmniejszenie czasu wykonania
zadan; operacja taka nie spowoduje zmniejszenia czasu, jezeli A,=0. To samo dotyczy

rodzin umiejscowionych na lewo od rodziny krytycznej. Szczegdty metody podaje nastepujacy

algorytm.
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Algorytm MJR (modyfikacja uszeregowania Johnsona rodzin)

Inicjalizacja:

Znajdz uszeregowanie Johnsona grup (l,...,w,...,/) (po odpowiednim przenumerowaniu

rodzin). Wylicz czas wykonania zadan C, wyznacz rodzine krytyczng /,,, podstaw CMm:= C.

Znajdz zbiér rodzin podzielnych Q.

Etap I: (Podziatrodzin réznych od rodziny krytycznej)

(1) Podstaw Grupa_Krytyczm.-Iw.

(2) Jezeli Grupa_Krytyczna * /,,, to STOP.

(3) Jezeli2 =0, to przejdz do Etapu IlI.

(4) Rodzine /, e Q podziel nagrupy /' i1 znajdz nowe uszeregowanie Johnsona grup,
wyznacz jego GrupaJCrytyczna oraz C.

(5) Podstaw 0~ := min~"C.C"}, Q.= {A} ' przejdz do kroku (2).

Etap Il: (Podziat rodziny krytycznej)

Zadania wewnatrz rodziny krytycznej przenumeruj zgodnie z porzadkiem wyznaczonym przez

regute Johnsona i zastosuj algorytm PRK.

Ztozono$¢ obliczeniowa algorytméw PRK i MJR wynosi O(«*), a oszacowanie doktadnosci

dla najgorszego przypadku podaje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3. Dla X=PRK, MJR,

dla kazdego problemu konkretnego, i ograniczenie to jest Sciste.

Dowdd mozna znalez¢ [17], Algorytm aproksymacyjny PRK wydaje si¢ by¢ ,,minimalnym”
schematem obliczeniowym, ktéry gwarantuje doktadnos$¢ 3/2. Jego rozszerzenie o podziat
rodzin réznych od rodziny krytycznej, MJR, nie przynosi jednak polepszenia doktadnosci w
najgorszym przypadku. Sukcesywne polepszanie poczatkowego harmonogramu obraca sie¢ w
obydwu algorytmach wokét poczatkowej rodziny krytycznej i konczy sie w chwili, gdy inna
rodzina lub grupa stanie si¢ krytyczng. Pomimo ze juz w tym miejscu obydwie procedury
iteracyjne doprowadzajg do rozwigzania o oszacowaniu 3/2, mozna by je dalej kontynuowac,
dokonujac kolejnych ulepszeri wokdt nowej grupy krytycznej. Proces taki jest jednak trudny

do oszacowania w sensie analizy najgorszego przypadku.
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Abstract

We consider a two-machine flowshop in which jobs are processed and transferred to the
second machine in batches; that is ajob in a batch becomes available for processing on the next
machine when all jobs of the same batch are completed on the preceding machine. All jobs are
partitioned into disjoint subsets called families, and a batch is a subset of a family. Before proc-
essing a batch, setup times are incurred on both machines, specific for the family to which the
jobs of the batch belong; no setup times are required between executing the jobs of the same
batch. Setups are either detached, when they can be performed on a downstream machine as
soon as this machine is available, or attached, if they can start after completion of a batch on
the preceding machine. The problem is to find a partition of families into batches and a proc-
essing order of batches (a schedule) that minimize the makespan. We present arguments
showing that this problem is NP-hard, and that the computational complexity of the problem
with fixed number of families is an open problem; in a contrary to the case with item availabil-
ity ofjobs and detached setups which is polynomial in the number ofjobs and exponential in
the number of families. Then we present two approximation algorithms with the worst-case
performance ratio of 3/2. Both algorithms iteratively improve an initial schedule obtained by
sequencing families, treated as batches, according to Johnson rule. The first one iteratively
partitions the critical family into two batches. The second algorithm consists of two stages. In
the first one some divisible families are succcsively partitioned into two batches and batches are
sequenced in accordance with Johnson rule, and in the second stage, the algorithm partitioning
the critical family is applied.



