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WARUNEK INF-SUP DLA ELEMENTOW BELKI TIMOSHENKI

Streszczenie. W pracy rozpatrzono trzy warunki, ktére powinien spetni¢ element
skoriczony: eliptyczno$é, zgodno$¢ oraz warunek inf-sup. Dla wymienionych kryteriow
pokazano przejscie od postaci analitycznej do numerycznej, wykorzystywanej w praktyce
inzynierskiej. Uwage skupiono na warunku inf-sup, ktérego zrealizowanie zapewnia
optymalno$¢ i niezawodno$¢ sformutowania. Przeanalizowano réwniez numeryczng wersje
tego kryterium na przykladzie elementdw belkowych o $redniej grubosci, w ktérych czesto
wystepuje tzw. locking. Analizie poddano elementy zbudowane za pomoca sformutowania
przemieszczeniowego oraz przemieszczeniowo-naprezeniowego opartego na funkcjonale

Reissnera-Hellingera.

THE INF-SUP CONDITION FOR TIMOSHENKO BEAM ELEMENTS

Summary. The main objective of finite element methodology is to build reliable finite
elements. A finite element discretization will give proper results if three conditions are met:
ellipticity, consistency and the inf-sup condition. An evolution from analytical to numerical
forms of these criteria is shown. The paper focuses on the inf-sup condition, because it
assures optimality and reliability of the formulation. A numerical version of the condition was
considered. The chosen example is a thick beam element based on displacement and
stress/displacement formulation.

1. Wstep

Wiekszos¢ elementdéw skonczonych daje poprawne wyniki, jednak istniejg i takie, ktére
dajg btedne rozwigzania, na przyktad elementy, w ktorych wystepuje tzw. locking, czyli m.in.
cienkie belki (a takze phyty i powtoki). Locking oznacza, ze rozwigzanie skoriczenie
elementowe szybko zanika do zera, w miare gdy stosunek wysokosci przekroju poprzecznego
belki do jej dtugosci h!'L maleje. Aby tego unikng¢, dyskretyzacja skoriczenie elementowa

powinna spetnia¢ nastepujace warunki: eliptycznosci, zgodnosci oraz warunek inf-sup (znany
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rowniez jako warunek Brezzi'ego lub warunek LBB [1]). Eliptyczno$¢ formy biliniowej
opisujacej problem gwarantuje istnienie rozwiazania i jego jednoznaczno$é. Kryterium
zgodnosci zapewnia, ze forma biliniowa zadania MES dazy do postaci Scistej przy wymiarze
charakterystycznym elementu dgzacym do zera. W pracy skupiono uwage na warunku inf-
sup, jako najtrudniejszym do sprawdzenia. Spenienie tego kryterium zapewnia stabilnos¢
i optymalno$¢ sformutowania Metody Elementéw Skoriczonych [1, 2, 4, 5]. W wielu
przypadkach jest on trudny, a nawet niemozliwy do zweryfikowania analitycznie i dlatego
opracowano testy numeryczne [5]. Podstawy teoretyczne zostaly dokladnie opisane
w literaturze [1,2, 5].

Celem niniejszej pracy jest uporzadkowanie wiadomosci dotyczacych kryterium inf-sup.
Pokazano przejscie od postaci analitycznej do numerycznej tego warunku dla dwéch modeli
MES. Rozpatrzono rowniez klasyczny model przemieszczeniowy oraz sformutowanie
mieszane naprezeniowo-przemieszczeniowe oparte na funkcjonale Reissnera-Hellingera.
Oszacowanie zbieznosci rozwigzania przeanalizowano na przykladzie kilku znanych

elementéw belki Timoshenki.

2. Analityczny i numeryczny warunek inf-sup

2.1. Model przemieszczeniowy

W modelu przemieszczeniowym MES rozpatrujemy stacjonamo$¢ funkcjonatu energii

potencjalnej [1, 8]:

()

gdzie:

u - wektor przemieszczen,

e(u) - wektor zawierajgcy odksztatcenia wyrazone przez przemieszczenia,
E - macierz sprezystosci,

P - wektor obcigzen,

Q - obszar catkowania.
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Zadanie minimalizacjifunkcjonatu (1) ma rozwigzanie wtedy, gdyforma  biliniowa
s(u)r EE(u) jesteliptyczna, tzn. 3/ >0: £(u)r Ec(u)> "|u||2, gdzie |ju]| jestnormg wektora

przemieszczen [1,8].

Warunek inf-sup dla modelu przemieszczeniowego wyraza sie zaleznoscig:

3/i>0: infsup” ifew 2)
H

Jedli przyjmiemy aproksymacje pola przemieszczeA w postaci u(x)= N“(x)-q, to

funkcjonat (1) mozemy zapisac jako:

~(q)="q7Kug-q7Q (3)

gdzie:

g - wektor przemieszczen weztowych,

Q= |(n™) PdCI - wektor obcigzer weztowych,
n

k,=|(dn“y e(dnu)/g - macierz sztywnosci,
n

D - macierz operatoréw rozniczkowych.

Warunek stacjonamo$ci funkcjonatu jest réwnaniem réwnowagi wewnetrznej i wyraza sie

réwnaniem macierzowym: K ug = Q . Ma ono rozwigzanie wtedy, gdy przy odebranym ruchu

sztywnym macierz Kujest dodatnio okre$lona: q K,q >0. Jest to warunek réwnowazny
eliptycznosci formy z funkcjonatu (1). Poniewaz macierz sztywnos$ci konstrukcji jest sumg
macierzy  elementowych: KU="~K*, mozna analizowa¢ macierz sztywnosci
odseparowanego elementu. O ile macierz sztywnosci konstrukcji musi by¢ dodatnio
okreslona, to wystarczy, ze macierz elementowa bedzie nieujemnie okre$lona. Wykorzystuje

sie przy tym twierdzenie Rayleigha [7], ktore sprowadza poszukiwanie parametru y do
rozwigzania zagadnienia wtasnego: (k *- X'l)qg = 0. Macierz sztywnosci elementu powinna

miec tyle zerowych wartosci wiasnych, ile zaktada rozwazana teoria (w tym przypadku teoria
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belek). Pozostate wartosci powinny by¢ dodatnie. Jesli analityczny warunek (2) wyrazimy za

pomocgmacierzy MES, to dostaniemy zalezno$¢:
Kep = kS<p (4)

gdzie p = mSpos6b poszukiwania parametru p podano w nastepnym podrozdziale.

2.2. Model mieszany przemieszczeniowo-naprezeniowy

W pracy przeanalizowano model mieszany przemieszczeniowo-naprezeniowy

u - o oparty na funkcjonale Reissnera-Hellingera [3, 6, 8]:
Jenfu>°)=i/--0 rE-le+07Du-u7P [cQ )
nv

Warunkami stacjonamosci funkcjonatu sg zwigzki geometryczne zapisane w naprezeniach

—1 L 0 . . . T . . .
E "o =Du oraz réwnania réwnowagi wewnetrznej D o =P . Aby zapewni¢ istnienie
rozwigzania pierwszego ukitadu réwnan, nalezy spetni¢c warunek eliptycznosci formy

a'Eo: 3a>0 takie, ze aTE_lo>a||5[T2. Jesli teraz ze zwigzkdw fizycznych

wyznaczymy naprezenia a i podstawimy do réwnar rownowagi, to dostaniemy D EDu =P .
Ten uktad réwnan ma rozwigzanie, jesli 3j3>0 takie, ze u7D7EDu > /?|u|[2. Mozna

udowodnié, ze ta zalezno$¢ jest rownowazna warunkowi inf-sup [3]:

@wo

infsu ”OU >p>{) (6)

Przyjmijmy teraz aproksymacije pola przemieszczen w postaci u(jc) = N" (X)-q , natomiast

pola naprezen w postaci 0(x) = NfT(x) -b . Funkcjonat (5) wyglada wéwczas nastepujaco:

yfi/ll(g,b)=-ibrK@+brKoug-qrQ (7
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gdzie:

b - wektor naprezen weztowych,

*ou :r%(N- r DN°da-
Poszukiwanie minimum funkcjonatu (7) prowadzi do ukfadu réwnan macierzowych:

Kaob +Koug =0, K”b =Q . Pierwsze rdwnanie posiada rozwigzanie wtedy, gdy macierz

Ka jest dodatnio okreSlona: bTKab >0, czyli wartosci wiasne wyznaczone z

(Ka-k ANb =0 muszg by¢ dodatnie. Podstawienie zwigzkéw fizycznych do réwnan

réwnowagi prowadzi do zaleznosci: Kq = KAMK“1Koug = Q .

Znalezienie rozwigzania formy analitycznej warunku inf-sup jest trudne, a w niektérych
przypadkach niemozliwe. Z tego powodu zaproponowano testy numeryczne, dzieki ktérym
mozna stwierdzi¢, czy dyskretyzacja spetnia warunek inf-sup. Rozpatrywang konstrukcje
nalezy podzieli¢ na cigg siatek skoniczenie elementowych o zmniejszajgcym sie wymiarze
charakterystycznym elementu. Z twierdzenia Rayleigha wynika, ze ustalenie parametru fi dla

modelu mieszanego sprowadza sie do znalezienia dla kazdego podziatu minimalnej dodatniej

wartosci wiasnej zagadnienia uog6lnionego:
Kep = XS ®)

przy czym fi =anin . Jesli warto$¢ i m,, ustala sie na dodatnim poziomie, to warunek uznaje

sie za spetniony. Gdyby warto$¢ Xnin-> 0 znaczytoby to, ze wystepuja stany pasozytniczych
odksztatcen i warunek nie byiby spetniony. Te same warunki muszg spetni¢ minimalne
wartosci whasne zagadnienia (4).

Macierz normowa S zalezy od przyjetej normy wektora przemieszczen. W pracy

korzystano z normy L2:
\

(N*"N+dN~N"O q=qrSq 9)
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3. Wyniki numeryczne

Rozpatrzono cienka belke wspornikowg o stosunku grubosci do dtugosci t/L = 1/100,
o kwadratowym przekroju poprzecznym A. Przyjeto wiasnosci materiatowe: poréwnawczy
modut Younga E =1, wspotczynnik Poissona v =0.3 oraz wspétczynnik poprzecznego
$cinania k =5/6. Analizie poddano kilka typéw elementéw belki Timoshenki: oparte na
modelu przemieszczeniowym o liniowych (u/m), parabolicznych (u/w) oraz fizycznych (ufe)
funkcjach ksztattu [6], a takze na modelu naprezeniowo-przemieszczeniowym o liniowej
aproksymacji pola przemieszczen i statej aproksymacji naprezen (u,-CToonji). Dla kazdego
typu elementu przeprowadzono weryfikacje numerycznego warunku inf-sup. Wykorzystano

siatke podziatu naN = 1, 2, 4, 8 elementdw.

Tabela 1

Minimalne wartosci whasne dla r6znych typow elementéw

N Ulin Upar Uth Ul Geonst
1 8.01E-02 2,50E-05 2,07E-05 3,33E-05
2 1, 74E-02 2.18E-05 2,06E-05 2.29E-05
4 4,19E-03 2,08E-05 2,06E-05 2,15E-05
8 1.05E-03 2,07E-05 2,06E-05 2,06E-05

W tabeli przedstawiono wyznaczone wartosci wiasne dla wszystkich rodzajow elementéw
i siatek podziatu. Na rys. 1 przedstawiono wykres zbieznosci najmniejszych wartosci
wiasnych uogdlnionego zagadnienia wtasnego (4 lub 8) dla ww. elementéw. Pominieto przy
tym wykres dla elementu liniowego ze wzgledu na duzg rozbiezno$¢ wynikéw w poréwnaniu

z pozostatymi elementami. Na rys. 2 pokazano wszystkie wyniki w skali logarytmicznej

log(A.min)/log( /N).
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Rys. 1 Warunek inf-sup
Fig. 1. The inf-sup condition

— u-lin— u-par — u-fiz — u-lin/p-const

log(I/N)

Rys. 2. Warunek inf-sup. Skala logarytmiczna
Fig. 2. The inf-sup condition. Logarithmic scale

4. Whnioski

W pracy przeanalizowano kilka typowych elementéw skonczonych pod katem

optymalnosci sformutowania. W wiekszosci przypadkéw warto$¢ parametru inf-sup zbiega do
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dodatniej wartosci przy zageszczaniu siatki. Element o liniowej aproksymacji pola
przemieszczeh nie spetnia tego kryterium. Potwierdza to dotychczasowe dos$wiadczenia
z wykorzystaniem tego elementu [8], gdzie zaobserwowano blokade przemieszczen przy
cienkich belkach w zadaniach z dominujacym zginaniem. Ws$rdd elementéw spetniajacych
warunek Brezzi’ego mozna zauwazy¢ zréznicowang szybkos$¢ zbieznosci. Najwolniej
zhiezno$¢ osiaga element o liniowej aproksymacji przemieszczen i statych naprezeniach.
Element o parabolicznych funkcjach ksztattu osigga zbiezno$¢ juz przy zastosowaniu czterech
elementéw. Poniewaz element o fizycznych funkcjach ksztattu jest Scisty, warto$¢ inf-sup dla

tego elementu jest w przyblizeniu stata i nie zalezy od siatki podziatu.
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