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PROPAGACJA FALI AKUSTYCZNEJ W NIEJEDNORODNYM
O$RODKU WARSTWOWYM - NOWA METODA PERTURBACJI I
RZEDU

Streszczenie. W artykule analizowana jest propagacja fali akustycznej w warstwowym
osrodku o skonczonej grubosci, gdzie parametry warstw zalezg od potozenia. Warunki brze-
gowe rozpatrywane sg dla brzegu sztywnego (typu Dirichleta) oraz dla brzegu odbijajacego
(typu mieszanego). Wykorzystujagc metode perturbacji Il rzedu otrzymano dla obu przypad-
kéw perturbacyjne wielkosci wartosci wiasnych i wektoréw wiasnych réwnania opisujgcego
potozenie. Poprawki perturbacyjne dla warto$ci wiasnych i wektoréw wiasnych zostaty
wyliczone numerycznie z réwnan perturbacyjnych dla rozpatrywanych przypadkdéw.

PROPAGATION OF ACOUSTIC WAVES IN LAYERED
NONHOMOGENEOUS MEDIUM - ANEW |I-ORDER PERTURBATION
METHOD

Summary. A layered medium of finite height in which the layers are assumed to have
position dependent properties is considered. The boundary conditions are analyzed to be
either rigid (Dirichlet - type) or of a reflecting type (mixed - type). The perturbation method
based on Il-order perturbation numbers is used to obtain the eigenvalues and the
corresponding eigenfunctions. The corrections to the eigenvalues and eigenfunctions are
numerically computed from the perturbation formulae in both cases of interest.

1. Wprowadzenie

Konieczno$¢ dokiadniejszego zrozumienia detekcji sygnatow w akustyce przyczynita sie
do wzrostu intensywnosci badan nad propagacja fal akustycznych.
W pracy rownanie Helmholtza zapisano we wspo6trzednych cylindrycznych i zastosowano

metode rozdzielonych zmiennych. Jednorodny model propagacji fali prowadzi do prostego
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zadania dla warto$ci wiasnych, gdzie rozwigzaniem jest nieskonczony szereg wartosci
wiasnych i rodzina ortonormalnych funkcji wiasnych. Jednak niewielkie zmiany predkosci
dzwieku, spowodowane np. zmianami temperatury, wilgotnosci czy potozenia, mogg istotnie
wplywaé na propagacje fali w osrodku. [8] Rozpatrywana byta zalezno$¢ gestosci osrodka od
potozenia w warstwie oraz jej wplyw na wartosci wiasne i funkcje wihasne zagadnienia,
wynikajace z rownania Helmholtza dla ci$nienia akustycznego w o$rodku warstwowym.

W niniejszej pracy wykorzystano liczby perturbacyjne Il rzedu, okre$lone jako uporzgdko-
wane tréjki liczb rzeczywistych (X, y, z)eR 3 ze specjalnie zdefiniowang algebra, patrz [1 - 4],
Wartoséci wiasne i funkcje wtasne zagadnienia otrzymano dla obu przypadkéw z hierarchicz-
nego uktadu réwnan rézniczkowych. Wyznaczono takze ich czesci gtdwne oraz czesci

perturbacyjne I i Il rzedu.

2. Model matematyczny

Rozpatrywany jest model osrodka (rys. 1) sktadajacy sie z dwéch warstw o statej grubo-
§ci, podobnie jak w pracach [2], [8]. Wysokos$¢ osrodka wynosi h, dolnej warstwy d, goérnej
za$ - h - d. Warunki brzegowe sg sformutowane w potozeniach z = 0, z = d oraz z = h.
Cisnienie akustyczne pj, gestos¢ pj, predkos¢ c, oraz liczba falowa k, oznaczajg odpowiednie

wielkos$ci dlaj-ej warstwy,j = 1,2,

WWWWWWWWWV
warstwa 2

Em H C2k2pj, w

ci ki, ,t0

Rys. 1. Geometria problemu Rys. 2. Cylindryczny uktad wspotrzednych
Fig. L Geometry ofthe problem Fig. 2. Cylindrical coordinate system

Rozpatrzmy réwnanie Helmholtza we wspo6trzednych cylindrycznych, (rys. 2) opisujace

ci$nienie akustyczne p® w j-tej warstwie:
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(1

Zastosujmy metode rozdzielenia zmiennych. Zatézmy, ze pw(r, z) = R(r)(pw(z).

Otrzymamy:

A+ (kf-X)ep()2)=0,  i=1.2, (2)

3
dr2 r dr ()
Zaktadajagc symetrie radialng rozwigzania mozemy analizowaé¢ tylko pierwszg grupe

réwnan (2).
W dalszych rozwazaniach konsekwentnie zatozono, ze podstawa obszaru cylindrycznego
jest swobodna oraz ze gdrna cze$¢ cylindra jest sztywna (warunki Dirichleta - | przypadek)

lub odbijajgca (warunki mieszane - 11 przypadek).

2.1. Sztywna gorna cze$¢ obszaru cylindrycznego

Zatézmy, ze podstawa cylindrajest swobodna, wiec dla powierzchni z = 0 mamy:

ep(1)(0) = 0. @)
Z ciggtosci cisnienia akustycznego na powierzchni odgraniczajacej warstwy z = d wynika:
a<i(d) = (d), ©)
natomiast z ciggtosci gradientu ci$nienia akustycznego na wysokosci z = d wynika:
1 dep(l) (d 1 dep)(d
p() (d) _ p)(d) (6)

p, dz p2 dz
z kolei warunki dla powierzchni sztywnej z = h dajg warunek:

d(péZ;(h) _0 (7)
Dla wygody przyjmijmy dalej nastepujace oznaczenia:
y2=kf-X, i=1.2. (s)
Rozwigzanie og6Ine rdGwnania (2) ma postac:
®{)(2) = Asin(y,z) + Dcos(y,z), 0<z<d, )
(p@A(z) = Bsin(y2z) + Ccos(y2z), d<z<h. (10)
Wykorzystujgc warunki brzegowe (4) - (7), otrzymamy:
D =0, U
Asin(y,d) = Bsin(y2d) + Ccos(yd), 6123
p2Ay,cos(y,d) = p, (ByZos(yd) - Cyain(yad)), (13)

By2cos(y2h)-Cy Xin(y2h) = 0. (14)
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Rownania (11) - (14) sa jednorodnym uktadem liniowych rownan algebraicznych ze
wzgledu na niewiadome A, B, C, D. Taki uktad rownan posiada rozwigzanie nietrywialne

wtedy i tylko wtedy, gdy:

sin(y,d) -sin(y ) -cos(yd)
det p2y, cos(y,d) -p,y2cos(yd) p,y2sin(yad) = 0. (15)
0 cos(y2h) -sin(y2h)
Pamietajac, ze y;2=kj2-A., i = 1,2, po rozwinieciu wyznacznika (15)otrzymamy catg

rodzine warto$ci wiasnychXm, m = 1,2,3,... Odpowiadajgce im funkcje wtasnemajg postac:
(P(z) = Asin(y,z), 0<z<d, (16)

d<z<h. 7)
cos(y,(h-d))’

Dla uproszczenia wprowadzona zostata normalizacja wartosci wiasnych oraz nastepujaca

notacja (gi,<F) = 1, (opi,<Pj) = 5y, gdzie 8y - delta Kronekera.

2.2. Odbijajaca gérna powierzchnia obszaru cylindrycznego

Rozwazmy podobny przypadek z gdérng powierzchnig odbijajgca. Rownania rdzniczkowe
opisujace cisnienie akustyczne sg takie same, jak poprzednio (2). Podobnie bez zmian
pozostaja warunki brzegowe na powierzchniach z = 0 oraz z = d, patrz rownania (4) - (6).

Natomiast warunek brzegowy na powierzchni odbijajacej z = h przyjmuje postaé:

d(pgz>(h)+acp(2)(h)=0. (18)

Zauwazmy dalej, ze jezeli a = 0, to wowczas warunek odbicia staje sie warunkiem

»Sztywnym?”, por. (7). Wykorzystujac warunki brzegowe (4) - (6) otrzymamy trzy réwnania
uktadu réwnan identyczne z réwnaniami (11) - (13) oraz z warunku (18) réwnanie postaci:

ByZos(y2h) - Cyin(y2h) + aBsin(y2h) + aCcos(y2h) = 0. (19)

Rownania (11) - (13) i (19) sajednorodnym uktadem réwnan algebraicznychz niewiado-

mymi A, B, C,D. Ukfad ten ma rozwigzanie nietrywialne wtedy i tylko wtedy, gdy:

sin(y,d) -sin(y ) -cos(y2d)
det p2y,cos(y,d) -p,y2cos(y) p,y2sin(y2d) =0. (20)
n 0 y2cos(y2h) +asin(yzh) -y 2sin(yzh) +acos(y2h)y
Pamietajac, ze y2= k 2A., i = 1,2, po rozwigzaniu (20) otrzymujemy calg rodzine wartosci

wiasnych Xm, m = 1,2,3,... Odpowiadajgce im funkcje wiasne majgpostac:

<fn(z) = Asin(y,z), 0<z<d, (21)
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2os(y2(h-z)) + asin(y2(h-z
cp®(z)=Asin(Y,d) y (y2(h-2)) ) (y2(h-2)) d<z<h, (22)
y2cos (y2(h - d)) + asin (y2(h- d))’
Dla uproszczenia dokonamy normalizacji wartosci wiasnych, podobnie jak to miato

miejsce w poprzednim przypadku.

3. Niejednorodne zaburzone warunki brzegowe

Wezmy pod uwage niejednorodny osrodek warstwowy, w ktérym zaréwno dolna, jak
i gorna warstwa osrodka moga mie¢ zmienne parametry fizyczne zalezne od potozenia.
Woynikajaca stad zmienno$¢ wspotczynnika odbicia skutkuje zaleznoscia predkosci falowej od
wysokosci w obszarze cylindra. Zastosujmy technike perturbacyjng zaproponowang przez
Skrzypczyka, por. [1] - [4], dla okreslenia warto$ci wtasnych i odpowiadajacych im wektoréw
wiasnych dla przedstawionych wcze$niej zagadnien brzegowych.

Poniewaz rozpatrujemy os$rodek ztozony z dwéch warstw, dla uproszczenia przyjmiemy

(23)

Zatézmy, ze warstwy osrodka sg niejednorodne, stad wynika, ze réwnanie (2) staje sie

réwnaniem perturbacyjnym 1l rzedu w postaci:

+ k2(1 + es0(z) +s s,(z)J = D, (24)
gdzie s(z) = £Soz)+e2si(z) jest miarg niejednorodnosci zalezng od potozenia we
wspotrzednych cylindrycznych. Jezeli s(z) = 0, to problem redukuje sie do zagadnienia
osrodka jednorodnego. Zatézmy, ze zagadnienie wiasne (24) bedzie rozpatrywane w sensie
uog6lnionym w R”. Zauwazmy dalej, ze O = <f>0+e®i+s20 2, X = Zo+eZi+e2A2, gdzie ®o, ®i,

$2, A, A2eR. Wdweczas rownanie (24) przyjmie postac:

dz2 Vo u.w o, - v
=AM®, +e (V»l ) +£2 +72®0)
Jezeli porownamy wspoétczynniki przy odpowiednich potegach parametru e, to otrzymamy

réwnania nieperturbacyjne:
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E}QA-+ k2(0 2+ 0 ,s,(z) + d>2(z)) =y D 2+ V 51+ k2<qD. (28)

Poniewaz problem witasny (26) dotyczy operatora typu Sturma-Liouvile’a, posiada on

nieskoniczong liczbe wartosci wiasnych {y0i, yo2, yo3, yon, gdzie yOm = k2-kom
Odpowiadajagce im funkcje wtasne oznaczymy {O0i, 02 003, Oon, .s}e

Dalej bedzie stosowana nastepujgca notacja €p= O@+eO|p+s2<t2p, kp = kopteA.ip+£2k2p,

00 00

®ip=Z apk°tk» <Kp= IP N km Zakladamy, ze <<wl>on> = 1 dla dowolnego n,
k=1 =

k=1

a (Oon,0om)= Odla n*m. Mozna udowodni¢, ze:

Ap=k2(si(z)4,0p.q)0p)» dlap= 1,2,3,..., (29)

k2P=k 2(si(z)¥5ip.i,op)+ k2 (s2(z)Pag><t)op). dlap= 1,2,3,..., (30)
iP a "Op (31)

N-M 0p+i{h&)i/\n/‘$«' (32)

Wspotczynniki /pi oraz ripi sa wyznaczone z rozktadu Fouriera znanych funkcji.

4. Przykiad numeryczny

Zatézmy, ze h = 1300 [m], d = 750 [m], Ci = 1500 [m/s], c2 = 1495 [m/s],
0= 376.991 [rad/s], p,= 1.0*103 [kg/m3], p2= 1.0><103 [kg/m3].

Rys. 3. Lewa strona rozwiniecia wyznacznika (16) Rys. 4. 1, 80., 90. - funkcje wiasne qul)(x)
Fig. 3. The LHS of Eq. (16) Fig. 4. 1-st, 80-th, 90-th eigenfunctions

|00
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Zalozmy, ze w rozpatrywanym przyktadzie wystepuje liniowe zaburzenie wspoétczynnika
refrakcji dane wzorami:

fo 0O<z<d
s'(zH '[rd-Z d<Z<W9 (33)
Jezeli rozwigzemy na drodze numerycznej wyznacznik (15), to otrzymamy rodzine

wartosci wiasnych Xm, m = 1,2,3,... W rozpatrywanym przyktadzie istnieje 100 rozwigzan.
Odpowiednie funkcje wiasne otrzymamy z odpowiadajacych im réwnan (16) - (17), patrz
rys. 4. Wartoséci wielkosci perturbacyjnych pierwszego rzedu Ai oraz drugiego rzedu X2 dla
wartosci  wihasnych, w przypadku ,sztywnych” warunkéw brzegowych, otrzymujemy
zréwnan (29) - (30) po podstawieniu odpowiednich funkcji wtasnych danych réwnaniami

(16)-(17).

6
Kij 4
+ +
2
0 0
1 34 67 100
1 i ,100,

Rys. 5. Perturbacje | rzedu k| wartosci wiasnych
Fig. 5. First perturbations X of eigenvalues

5. Whnioski

Cisnienie akustyczne w rozpatrywanym osrodku warstwowym o skonczonej grubosci
opisane jest réwnaniem Helmholtza o perturbowanych wspoétczynnikach. Pokazano, ze
wartoéci wiasne i funkcje wiasne w zadaniu z brzegiem sztywnym sg szczegdlnym
przypadkiem rozwiazania dla bardziej ogélnych warunkéw brzegowych.

Zastosowano tu nowg metode perturbacyjng. Zatozono, ze gesto$¢ osrodka zalezy od
potozenia, co powoduje taka samg zalezno$¢ liczby falowej. W rozpatrywanym przykiadzie

zatozono perturbacje liczby falowej, bedace liniowg funkcjg potozenia. W rozwazanym
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przypadku perturbacje wartosci wtasnych nie sg istotne i zaburzone wartoéci wtasne pozostaja
zblizone do wartosci bez perturbacji. W pewnych przypadkach jednak, wptyw zaburzen moze
by¢ istotny. Rysunek 4 przedstawia przykitadowe trzy funkcje wiasne, tysunek 5 natomiast,
perturbacje | rzedu wartos$ci whasnych, spowodowane perturbacjg liczby falowe;j.

Obliczenia z wykorzystaniem nowych liczb perturbacyjnych prowadzg do zastosowan,
ktére sg z matematycznego punktu widzenia réwnowazne klasycznym metodom perturba-
cyjnym 1l rzedu. Rozpatrywany model matematyczny moze by¢ uogdlniony w przypadku
wiekszej liczby warstw, a nowa metoda zastosowana do bardziej skomplikowanych

probleméw brzegowych.
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