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ANALIZA TEORETYCZNA TRANSFORMATORA WIELOUZWOJENIOWEGO
Z UWZGLEDNIENIEM SPRZEZEN UZWOJEN POPRZEZ POLE ROZPROSZENIA
MAGNETYCZNEGO

Streszczenie. W pracy jest podana analiza teoretyczna transformatora o dowolnej
liczbie uzwojen cylindrycznych o jednakowej wysokosci, umieszczonych wspélsrodkowo
na kolumnie rdzenia magnetycznego. Przyjeto, ze jedno dowolne uzwojenie jest
pierwotne, a wiec zasilane, natomiast pozostate to uzwojenia wtorne, do ktorych sg
przytgczone odbiory. Analiza teoretyczna uwzglednia wzajemne sprzezenia uzwojen
poprzez pole magnetyczne rozproszenia, zalezne od pradow we wszystkich uzwojeniach.
Wynikiem analizy jest schemat zastepczy transformatora o dowolnej liczbie uzwojen,
ktéry stanowi podstawe okre$lania wihasciwosci transformatora przy pracy w stanie
nieustalonym i ustalonym. Praca stanowi rozszerzenie teorii transformatoréw na
transformatory o dowolnej liczbie uzwojen oraz o ujecie wpltywu sprzezeh uzwojen
poprzez pole magnetyczne rozproszenia.

THEORETICAL ANALYSIS OF A MULTI-WINDING TRANSFORMER TAKING INTO
CONSIDERATION LINKAGES BETWEEN WINDINGS BY MAGNETIC LEAKAGE

Summary. The theoretical analysis dealing with a transformer with any number of
cylindrical windings of the same height which are concentrically placed around the
magnetic core column has been presented in the paper.

It has been assumed that one winding is a primary one and it is supplied. The other
windings are secondary ones and they are loaded. The theoretical analysis takes into
account mutual linkages between windings by magnetic leakage which depends on
currents in all windings. The analysis has resulted in working out of equivalent circuit of
a transformer with any number ofwindings. This circuit is the basis for determining of a
transformer characteristics at transient and steady states.

The analysis presented in this paper develops the transformer theory allowing to
apply it to transformers with any number of windings when taking into account the
influence of winding linkages by magnetic leakage.
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1 WSTEP

Wiasciwosci transformatora jednofazowego zalezg od rodzaju blach i rozwigzania
rdzenia magnetycznego oraz od rodzaju uzwojen, ich liczby i rozmieszczenia na rdzeniu
magnetycznym. Przedmiotem analizy jest transformator jednofazowy o dowolnej liczbie
uzwojen cylindrycznych umieszczonych wspétsrodkowo na kolumnie rdzenia magnetycznego.
Zaktada sie, ze:

- uzwojenia majg jednakowe wysokosci, zblizone do wysokosci kolumny rdzenia
magnetycznego,

- jedno z uzwojen jest pierwotne, a wiec zasilane, natomiast pozostate to uzwojenia wtérne,
do ktérych przytaczone sg odbiory,

- dowolne sposrdd uzwojen umieszczonych na kolumnie rdzenia magnetycznego moze byc¢
uzwojeniem pierwotnym.

Przyjmujac, ze liczba uzwojeh wynosi m, na rys. 1 podano przyjeta numeracje uzwojen,
podstawowe wymiary n-tego i p-tego uzwojenia oraz wymiary rdzenia magnetycznego, przy
czym S$rednica kolumny

gdzie:
Sk - powierzchnia przekroju poprzecznego kolumny rdzenia magnetycznego, na
ktérej sg umieszczone uzwojenia.

Rys. 1. Podstawowe wymiary rdzenia magnetycznego oraz «-tego ip-tego uzwojenia
Fig. 1. Basic dimensions of magnetic core, n-th and p -th winding
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Rezystancja dowolnego, np. n-tego uzwojenia cylindrycznego

(2
przy czym:

- wspodtczynnik powiekszenia sie rezystancji przy przeptywie
pradu przemiennego,

/, = 7t(d,, +an) $rednia dtugosé zwoju,

Y, Z,, S, - konduktywnos¢, liczba zwojéw, tgczna powierzchnia przekroju
poprzecznego gatezi rownolegtych uzwojenia.
Z podziatu pola magnetycznego wytworzonego przez sile magnetomotorycznag
uzwojenia na pole
- gtéwne, ktérego linie zamykajg sie w rdzeniu magnetycznym,
- rozproszenia, ktérego linie w strefie uzwojenia przechodzg poza rdzeniem
magnetycznym,

wynika, ze indukcyjnos$¢ wiasna w-tego uzwojenia
noo o MFe 4" "'nae (©)

Sktadowa indukcyjnosci wihasnej, wynikajgca z pola gtéwnego

AiFc = Zn"Fe (O]
przy czym:
Afe - permeancja rdzenia magnetycznego.

Sktadowa indukcyjnosci wiasnej, wynikajaca z pola rozproszenia

Lno ~ zn*na m ®
Permeancje A na okresla si¢ przyjmujac, ze rdzeri magnetyczny:

ma wzgledng przenikalno$¢ magnetyczng = tzn. pomijajagc spadek napiecia
magnetycznego wzdtuz czesci linii pola magnetycznego w rdzeniu magnetycznym,
- pokrywa uzwojenia w czesciach czotowych.

Na podstawie analizy szczegotowej podanej w pracy [3] permeancja

(6)

przy czym b, a,,, d,,, dk podano narys. 1.
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Z podzialu pola magnetycznego wytworzonego przez site magnetomotoryczng
uzwojenia na pole gtdwne i rozproszenia wynika, ze indukcyjno$¢ wzajemna miedzy n-tym
a p-tym uzwojeniem

Mnp M npFe + M,,pa U]
przy czym:
- sktadowa indukcyjnosci wzajemnej wynikajagca ze sprzezenia uzwojen poprzez pole
gtéwne

M npFe ~ ZnZp A Fe, (8)

- sktadowa indukcyjnosci wzajemnej wynikajgca ze sprzezenia uzwojeni poprzez pole
rozproszenia

()

Permeancje A npa okre$la sie przyjmujac takie same zatozenia upraszczajgce jak przy
okresleniu permeancji AnlIT. Zgodnie z praca [3] permeancja A kna zalezy od wymiarow (dk,
b) rdzenia magnetycznego i wymiaréw uzwojenia wewnetrznego. Przy przyjetej (rys. 1)
numeracji uzwojen:

- dla n <p permeancja

(10a)
dla n >p permeancja
(100)
przy czym:
a,,ap,b,d,,,dp, dk - podanonarys. 1,
ak, dk, h - grubos¢, Srednica wewnetrzna i Srednia diugo$¢ zwoju

k -tego uzwojenia.

Sktadowa indukcyjnosci wzajemnej, wynikajaca ze sprzezenia uzwojen poprzez pole
rozproszenia, zalezy wiec od iloczynu liczby zwojow uzwojen, wymiaréw rdzenia
magnetycznego i wymiaréw uzwojenia wewnetrznego.
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Ze stwierdzenia tego
dlan <p wynika zalezno$¢

*
a0 (11%)
przy czym:

c=1 n-1

dla n >p wynika zalezno$¢

(10b)

przy czym:

c=1 p-1

Zaleznosci (10), (11) okreslaja charakterystyczna ceche dotyczacg indukcyjnosci
wzajemnej uzwojen cylindrycznych umieszczonych wspotsrodkowo na kolumnie rdzenia
magnetycznego i sg wykorzystywane w analizie teoretycznej przy wprowadzaniu schematu
zastepczego i okreSlaniu jego parametréw. W analizie teoretycznej przyjmuje sie, ze
transformator jest elementem liniowym.

Indukcyjnosci wzajemne uzwojen spetniajg zaleznosci

M np “ Mpn , M npFe “pnFe > M npa~ “pna - (12

2. ROWNANIA OGOLNE - SCHEMAT ZASTEPCZY

Jezeli z sieci elektroenergetycznej jest zasilane jedno z uzwojen, np. o numerze p, to
uzwojenia 0 numerach «=1,2, ...... p-1,p+1l.... . m sg uzwojeniami wtdrnymi. W stanie
obcigzenia transformatora pole magnetyczne gtéwne, ktérego linie zamykaja sie wytacznie
w rdzeniu magnetycznym, jest wytworzone przez site magnetomotoryczng

p-\ m

(13)

W przyblizeniu jest ona taka sama jak w stanie jatowym, jezeli napiecie zasilania uzwojeniap
(pierwotnego) ijego czestotliwos¢ nie ulegly zmianie.
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Napiecie zasilania transformatora ma zwykle znamionowg czestotliwos¢, a jego warto$é
jest zblizona do napiecia znamionowego uzwojenia pierwotnego. W tych warunkach zasilania
mozna przyja¢, ze transformator jest elementem liniowym. Dodatkowo pomija sie straty
w rdzeniu magnetycznym oraz pojemnosci miedzyzwojowe i miedzyuzwojeniowe, poniewaz
zagadnienia strat i przepie¢ nie sg przedmiotem analizy teoretycznej.

Napiecie zasilania uzwojenia pierwotnego

d*F,,
up = Rpip+~dT" (14)

natomiast sita elektromotoryczna indukowana w dowolnym k-tym uzwojeniu wtérnym

dVk
gl = Rkh+uk- (15)

Strumien sprzezony z uzwojeniem pierwotnym

m p-1
Ap (LpFe *'Lpa)'p~ ~(MnpFe + M,pfl)i,- YtWnpFe + M npa) /, . (16)
n=p+\ n-1

Strumien sprzezony z k-tym uzwojeniem wtoérnym

*i

= pkFe “~pkcr) ip ~(LfrFg + L ) ifc — n\pg + in

-k m (17a)

+ M nkc')in~ Y j(M nkF'+ M nka) *i
n=*+| n=/>+|

jezeli A</?, a wiec gdy uzwojenie (-tej strony wtornej jest uzwojeniem zewnetrznym,
a uzwojenie pierwotne wewnetrznym, lub

p-1
¥* = {MpkFe + Mpka) ip- (L¥Fe+Lka)ik- y (M + Mnka)in

<17b>
mre tMnta)fn- £(M ntFe  anyery =«

n=p+l «=*+1
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Z réwnania (13) wynika, ze prad

- W uzwojeniu pierwotnym

iP='po+'Lf~i"+ Z fL'»=/i0+S'™+ Z" (18)
n=1 P w=/>+] P n=1 w=/M-I
przy czym
‘A= — n, (19)
ZP

w i-tym uzwojeniu wtérnym zewnetrznym w stosunku do uzwojenia pierwotnego

4Ami<4~40)°8§* 4~1L~* n <0,)

- w i-tym uzwojeniu wtérnym wewnetrznym w stosunku do uzwojenia pierwotnego

- = xS (2°b)
Zk n=\zk =P+ Zk L =k+1ZK

Po wprowadzeniu wyrazenia (18) do zaleznosci(16) i uwzglednieniu zaleznosci (4) i (8)
strumien sprzezony z uzwojeniem pierwotnym

p-1 m
Yp = LpFeipo+ Lpaip- £ M npain- X M np<i,m (21)
n-\ n=p+1

Z wyrazen (17a), (20a) po uwzglednieniu zaleznodci (4) i (8) wynika, ze strumien sprzezony z
i-tym uzwojeniem wtdrnym zewnetrznym w stosunku do uzwojenia pierwotnego

k-1 p-1 m
Ak = M pkFe ipo+ Mpkcrip - Lkaik ~x “nkcr'n~ x “nka ‘n~ x “nka ', m(22a)
w=l n=£+1 n=p+l

Z wyrazen (17b), (20b) po uwzglednieniu zaleznosci (4) i (8) wynika, ze strumien sprzezony z
i-tym uzwojeniem wtérnym wewnetrznym w stosunku do uzwojenia pierwotnego

p-1 k-\ m

Yk = MpkFe ipo+ M pkaip - Lkaik - X Mnkain- X Mnka >~ X M "ka ‘n « (22b)
«=1 n=p+\ n=k+\
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Wprowadzajac zaleznosci (21), (22a), lub (21), (22b) do wyrazen (14), (15) otrzymuje sie:
- dla strony pierwotnej

r.Rsr+L ~ + L ™ - f, L3>
n=1 n=p+1

dla A-tej strony wtdrnej, ktdrej uzwojenie jest zewnetrzne w stosunku do uzwojenia

pierwotnego
dir di dii.
uk = MpkFe + M pka~ " + Lka~fr~
(24a)
di w din n w din
nka S nka ter
W dt n=k+1 L=p+l dt

dla A-tej strony wtornej, ktorej uzwojenie jest wewnetrzne w stosunku do uzwojenia
pierwotnego

di,,n di,, dii
Uk = M pkF< + M Pka + Rk'k

(24b)

Jezeli réwnanie (24a) lub (24b) pomnozymy przez zp/zk, co oznacza sprowadzenie A-tej
strony wtdrnej do strony pierwotnej, woéwczas po uwzglednieniu zaleznosci (4), (8)
otrzymuje sie:

dlk  di
Wk = IJ_pFe a'pd q@M pHr — P [ia 2% - Blik
(25a)
ZP ST din _ fp. w d'n  zP Y  &i dm
/ Mnka 2t nka .t 2-j nka nka >
2% -1 at 2k nifc+l di # n=p+l df
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lub
u-L Ap°lZpM AE£--1" Ajk-R'i’
Uk~ LpF* dt \ kMpkedt Lk°Ilt Rk'k
(25b)
. Zi M L Mnka , >
Z n-1 ai Z n=pH B Ok n=r+]
przy czym
, ZR Zl .
uk = -"ukl k=T~ Ik>
zk Zp
W —I1INEN i ri - fio
Rk=W  Rk" Lk={fk) Lk-
Z wyrazen (19), (23) wynika, ze napiecie zasilania strony pierwotnej
di J+ i
up = R, +L, PO+l F Gt dii
Ip" pF dt " p° dt 2jzZn Mnpa dt
(26)
m-1 vy
-MnvcArS --1-Mmpa —
n ptn A dt  Zm dt

natomiast na podstawie réwnania (18) sprowadzony na strone pierwotng prad m-tej strony
wtdrnej

p-1 ml
|m:|p—|p0—li]| ~n:Z/M-I (22)

Woprowadzajac zalezno$¢ (27) do wyrazenia (26) otrzymuje sie:

up ~ Kp‘p +(Lpo~EE1M mpa)—Lfr-+ep + (L pFe +-Z’r‘n-M mpa)—UI (28)
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przy czym:

e = z*-M A
P Zm nmP h * h*n nPa d,

(29)

B z -z ~ f
Zm n=p+l ‘%t n=p+l w ar

Réwnanie (28) uwzglednia wptyw sprzezen uzwojenia pierwotnego z uzwojeniami wtornymi
poprzez pole magnetyczne rozproszenia. Wptyw ten okre$la sita elektromotoryczna ep.

Z wyrazen (19), (25a) wynika, ze dla ;-tej sprowadzonej strony wtdrnej, ktorej
uzwojenie znajduje sie na zewngatrz uzwojenia pierwotnego

' L "JL-ga™ - Rkik-ty ~ .~ L
kz pFe %{ 7k Rko %I( ko ?:1{ kl|< 7K - - dt
(30)
nko K M nka di',, Zg M mk dim
Zk ni?+\  zn dt  ‘'zk Z, dt Zk zm dt
Na podstawie rownania (18) sprowadzony na strong pierwotng prad /w-tej strony wtérnej
k-1 p-1 m-1
*m~ ip ~ipQ~"*n ~i'k~" S non
n-1 w=/c+l n=p+\

Wprowadzajac zalezno$¢ (31) do wyrazenia (30) otrzymuje sie
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W przypadku ¢-tej strony wtdrnej, ktorej uzwojenie jest zewnetrzne w stosunku do uzwojenia
pierwotnego (k<p< m), zgodnie z 0g6lng zaleznoscig (1 1a)

zp M mka _ ZP M mptT zk _ ZP
(33)

z* Zm z*  zZm Zp Im

Wprowadzajac zaleznosci (33) do wyrazenia (32) otrzymuje sie

Ug=(V . +J-M mpo) - £ +eb “ (Afc, ~ Mnpo) » ~ R 'kik, (34)
przy czym
z* zm df zm ~ dr >»ti oz, *
[ N\ 35:
* zm ,,¥r+i Zt z, dt
+ £e.yV/mpa \% B \Y v*
n=p+l Ht Z’l n:p+f Z‘r’ al

Rownanie (34) uwzglednia wplyw sprzezen rozpatrywanego uzwojenia wtdrnego
z pozostatymi uzwojeniami poprzez pole magnetyczne rozproszenia. Z wyrazen (19), (25b)
wynika, ze dla ;-tej sprowadzonej strony wtérnej, ktorej uzwojenie znajduje sie wewnatrz

uzwojenia pierwotnego
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Na podstawie rownania (18) sprowadzony na strone pierwotng prad m-tej strony wtérnej

p-1 k-1 m-1
tm = *p ~ ipO ~ — ~H ~ 7 @7
n=I| n=p+l w=/i+H

i po wprowadzeniu zaleznosci (37) do wyrazenia (36) otrzymuje sie

>
(7 % Mmka,&D _fz, 22 dii
= = -+ —A o
> zm J dt Sy ozm ) dt
2 N
ZP ZP "mka 1] ZP("mka Y 1 “nka
Pk dt zk{ zm jadt 2z, dt
2 1. -1
(Moo y y “nka di, EPiMmka y dii Y Anfar R
-W U ,
4R '-'f'—’—'lli"'px ¢ Hozndt tm P+t =21 Zn

(38)

W przypadku Artej strony wtornej, ktérej uzwojenie jest wewnetrzne w stosunku do uzwojenia
pierwotnego (p<k<m), a zatem spetnionajest zaleznos¢ (33) i po jej uwzglednieniu

« é w (39)
zm zm

przy czym
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z* Zm * z* n * zZr~iooz, df

'Zp"rrpcry (]Ih Zp V. Mnkc .dih

Zm SpHi dt o oz¢ =i oz, dr
(40)
+fr " A z f - - - z — uf -
Z« n=p+| Zt n=p+l Z, dr
+ =N ; . — u
Zm -F 4 odt z* n=*4 z, dr

W analizie literg &oznaczono dowolng sposréd stron wtornych, przy czym wyr6zniono
zewnetrzne lub wewnetrzne potozenie jej uzwojenia w stosunku do uzwojenia pierwotnego.
Rownaniom (18), (28), (34), (39) odpowiada schemat zastepczy (rys.2) transformatora
jednofazowego /w-uzwojeniowego, w ktérym strony wtdérne zostaty sprowadzone na strone
pierwotna.

W schemacie zastepczym (rys. 2) sile elektromotoryczna

ep okresla wyrazenie (29),

dlak=1, ,p - 1okreslawyrazenie (35),
- eta, dlak =p + 1 ,m okresla wyrazenie (40),

natomiast indukcyjnosc

LtP = LpFe + 3 M-mpa , (41)

Ltp —Lpa J Mmpcr, (42)
zm

Lik =L'ka- Z+ M mpc, (43)
zm

dla

k=i, p- 1 P+ 1. m.
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Rys. 2. Schemat zastepczy transformatora jednofazowego m-uzwojeniowego, w ktérym
strony wtorne sprowadzono na strone pierwotna

Fig. 2. Equivalent circuit of single-phase, m-winding transformer whose secondary sides are
referred to a primary side

Wprowadzony schemat zastepczy stanowi podstawe analizy wiasciwosci transformatora
w stanie nieustalonym i ustalonym. IloSciowa analiza wymaga znajomos$ci parametrow
elektromagnetycznych - rezystancji i indukcyjnosci schematu zastepczego.
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4. WNIOSKI

Wprowadzony schemat zastepczy transformatora o dowolnej liczbie uzwojen
cylindrycznych natozonych na siebie na kolumnie rdzenia magnetycznego uwzglednia
wzajemne sprzezenia uzwojen poprzez pole magnetyczne rozproszenia, zalezne od pradéw
we wszystkich uzwojeniach. Wplyw wzajemnych sprzezehn uzwojeh poprzez pole magnetyczne
rozproszenia pogarsza wtasciwosci eksploatacyjne transformatora, w szczegdlnosci przy duzej
liczbie uzwojen. Z tych powoddéw bardzo rzadko stosuje sie transformatory jedno- lub
trojfazowe o liczbie uzwojen m> 3. Przedstawiona analiza teoretyczna moze by¢ podstawg
uproszczonych, np. z pominieciem pradu jatowego, analiz szczegdétowych, dotyczacych
schematéw zastepczych i ich parametrow dla zwykle stosowanych transformatoréw
wielouzwojeniowych.
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Abstract

The theoretical analysis dealing with a transformer with any number of cylindrical
windings of the same height which are concentrically placed around the magnetic core column
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has been presented in the paper. It has been assumed that one winding is a primary one and it
is supplied. The other windings are secondary ones and they are loaded. The theoretical
analysis takes into account mutual linkages between windings by magnetic leakage which
depends on currents in all windings. The result of such approach is essential because it
develops the transformer theory allowing to apply it to transformers with any number of
windings when taking into consideration the influence of winding linkages by magnetic
leakage. These linkages make operating characteristics of a transformer worse, which above all
refers to transformers with a large number of windings. That is why single- or three-phase
transformers with m windings, where m is greater than 3, are very seldom used.

The presented theoretical analysis can be the base for simplified (for instance when
neglecting no-load current) detailed analyses dealing with equivalent circuits of multi-winding
transformers.



