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SZEREGI FOURIERA PRADU MAGNESUJACEGO W NIELINIOWYCH
MAGNETYKACH

Streszczenie. W artykule przedstawiono trzy twierdzenia pozwalajace
wnioskowaé o charakterze szeregu Fouriera pradu magnesujagcego nieliniowy
ferromagnetyk. Pierwsze znich okres$la znak wspétczynnika trzeciej harmoniczne;j.
Drugie z twierdzen okresla znaki wszystkich wspdtczynnikéw szeregu Fouriera pradu
magnesujacego. Przedstawiono réwniez warunek konieczny i wystarczajacy
naprzemiennej zmiennos$ci znakow kolejnych wspdtczynnikéw szeregu Fouriera.

FOURIER SERIES OF THE MAGNETIZING CURRENT IN NONLINEAR MAGNETIC
MATERIALS

Summary. In this paper three theorems which describe features of Fouriers series
of magnetizing current in nonlinear ferromagnetic have been presented. The first
theorem considéres the sign of the third harmonic. The second theorem describes all
coefficients of Fourier series of the magnetizing current. The sufficient and necessary
condition for alternative change of Fourier series coefficient signs has been given
as well.

1. WPROWADZENIE

W wielu zagadnieniach dotyczacych magnesowania w transformatorach badz
wirujgcych maszynach elektrycznych nalezy uwzglednia¢ wystepujace nieliniowosci
zwigzane z wiasnosciami magnetycznymi osrodka ferromagnetycznego. W takich ukfadach
przy wymuszeniu indukcji magnetycznej (zasilanie uzwojenia ze Zrodia napigcia
sinusoidalnie zmiennego w czasie przy pomijalnej rezystancji obwodu) dogodnie jest
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przedstawi¢ zalezno$¢ pomiedzy natezeniem pola magnetycznego a wymuszong indukcjg w
postaci:

H=v(B)B, @)
gdzie :

H - natezenie pola magnetycznego,

B - indukcja pola magnetycznego,

v - reluktywnos$¢ magnetyczna osrodka.

Relacja (la) odnosi sie do osrodka magnetycznego nieliniowego, izotropowego bez

petli histerezy.

Zaldzmy, iz indukcja pola magnetycznego B(t) jest sinusoidalnie zmienna w czasie:
B(t) = Bmsin(o)t). (Ib)

Jezeli v = const, to natezenie pola H(t) ma réwniez monoharmoniczny przebieg w czasie.
Jezeli reluktywnos$é v(.) jest funkcjg indukcji B(t), to natezenie pola magnetycznego H(t) jest
przebiegiem odksztatconym - zawierajacym wyzsze harmoniczne czasowe.

W artykule zaprezentowane zostang twierdzenia (wraz z dowodami) pozwalajace
wnioskowaé o charakterze zawarto$¢ wyzszych harmonicznych w czasowym przebiegu
natezenia pola magnetycznego oraz pradzie magnesujagcym w zelazie.

2. ANALIZA HARMONICZNA NATEZENIA POLA MAGNETYCZNEGO
ORAZ PRADU MAGNESUJACEGO

Wspotczynniki  Fouriera natezenia pola magnetycznego, a tym samym pradu
magnesujacego w zelazie wynoszg [1]:

A T2 . .
a, = — J v(Bmsin(cot)) mBmsin(cot)dt

-T2

. 2A T2
a"= ~r~ J v(Bmsin(mt))' B™sin(cot) cos(ho)t)dt

-T2

b, = %(A -TZV(Bmsin(oot))- Bmsin(o)t) esin(hcot)dt

-T2

dla h=1,2,..., co=27tf=271/T.
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Czasowy przebieg y(t) (wielkos$¢ ta oznacza badz natezenie pola magnetycznego H(t), wtedy
A=I, lub prad magnesujacy w zelazie Im(t), wtedy A jest statg zalezng od geometrii obwodu
magnesowanego oraz liczby zwojow uzwojenia magnesujacego zgodnie z prawem Ampera)
mozna przedstawi¢ przy zatozeniu istnienia powyzszych catek i ograniczonosci otrzymanych
wspotczynnikow Fouriera szeregiem zbieznym o nastepujacej postaci:

y(t) = Zjh (t) = £ ahcos(hcot) + bhsin(hcot). (2)
h=0 h=0

Jezeli reluktywno$¢ v(.) jest funkcjg parzysta indukcji magnetycznej v(-B)=v(B),
to mozna nastepujaco wnioskowaé o wartosci wspotczynnikéw rozwinigecia szeregu Fouriera
Eli:

1. a0=0 - brak sktadowej statej w czasowym przebiegu y(t),

2. ah=0 - przebieg czasowy y(t) jest nieparzysta funkcja czasu,

3. bk=0 - nie wystepuja w przebiegu y(t) harmoniczne parzyste (k=1,2,...; h=2k).

Przebieg czasowy funkcji magnesowania y(t) jest funkcja nieparzystg antysymetryczna

zmiennej czasu t.

Dla poréwnania zasade graficznej analizy przebiegu czasowego pragdu magnesujgcego
Im przy wymuszeniu sinusoidalnie zmiennej indukcji ~magnetycznej (strumieniu
magnetycznym) w czasie - przedstawiono na rys.l.

Rys. 1. Analiza graficzna przebiegu pragdu magnesujgcego
Fig. 1. Graphical analysis of the magnetizing current

Dokonajmy dalszej analitycznej oceny wartosci wspoétczynnikow szeregu Fouriera (3)
natezenia pola magnetycznego.
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3. TWIERDZENIA O ZAWARTOSCIWYZSZYCH HARMONICZNYCH
W PRADZIE MAGNESUJACYM

Jedyne niezerowe wspotczynniki rozwiniecia funkcji y(t) wynoszg (dla h=2k+I):

2A
b2kt =-"r- Jev(Bmsin(co t)) Bmsin(cot) esin((2k + lcot)dt.

-TI2

Dokonujac zmiany zmiennych zgodnie z relacja: tp = co(t -y ), uzyskujemy:
2k = (~1)
gdzie oznaczono dla uproszczenia X=ABm za$§ w dalszym ciggu warto$¢ bezwzgledng tych

wspotczynnikéw oznaczaé bedziemy jako: yh=|bh| dlah=2k+I.

Zachodzg nastepujace:
TWIERDZENIE |

Jezeli reluktywnos¢ v(.) jest funkcja parzysta, przyjmujacg wartosci dodatnie,
monotonicznie rosngcg na R+ , a indukcja B(t) jest sinusoidalnie zmienng funkcjg czasu (lb),
to funkcja magnesowania y(t) jest opisana przebiegiem harmonicznym o pierwszej i trzeciej
harmonicznej o postaci:

y(t) =y, sin(cot)-y3sin(3<ot)+... przy~.y"..."0. )

Dowod. Jest:

Po zastosowaniu tw. o wartosci $redniej [5] mamy dla pewnego ¢ e(0,y):

b3= rt v(BmcosO)- {icos(p-cos(3(p)d(p----r-]--v(Bmcos(?))- {cos(pcos(3<p)d(p

b3=-~-{v(Bm- v(0)}-{sin4c+sine} <O0.

Powyzsza relacja dowodzi, iz trzecia harmoniczna ma amplitude "ujemng" w sensie
zapisu (3): 'y, =b, S0,y3=-b3>0.
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TWIERDZENIE 2

Jezeli reluktywnos$¢ v(.) jest funkcjg dajacq sie rozwingé w szereg Maclaurina
zawierajacy tylko nieujemne parzyste wspotczynniki, a wymuszona indukcja B(t) jest
sinusoidalnie zmienng funkcjg czasu (Ib), to y(t) jest przebiegiem o harmonicznych
z naprzemiennie zmiennymi znakami o postaci:

y(t) =y, sin(cot) - y3sin(3cot) + y5sin(5cot) - y7sin(7a>t) +y, sin(9cot)-...

przy:y,y3y5y7-*0- (4)
Dowdd. Jest:

4X"i?
b2kl = (-1)k— i v(Bracoscp) mos pecos((2k + )(p)d<p =>
n o

o
a zgodnie z zatozeniem: v()=£ a 2,()2' =
=0

b2t = (-1)k— gzoa 2B~ icos2wl(cp)mcoscp mos((2k + <p)dep  =>
n i

Obliczajac wartos¢ catki ([5] str. 40,116) mamy:

#2 \lﬂ d / v
Jcos2nt((p)cos((2k + l<p)d<p = 2—2"1] i\’\ 2H[cos((2n -2 i + I)<p)cos((2k + l)ep)d(p =
0 i=0

=27, (1) —5(n- i-k) =
01" 4

b2kl = (-1)kx fa JO%-)2'Z M 5 (n-i-k) (5a)
=0 (= N

gdzie 5(.) oznacza delte Kroneckera (5=1 dla argumentu zerowego, 5 = 0 dla argumentu

réznego od zera).

b = (-i)kx £ a20M () 2" =(-1)k|bIkH| = (-1) ky2kH. (5b)

n=k
Wzér (5b) dowodzi, iz w S$wietle poczynionych zatozen wspétczynniki rozwiniecia
w szereg Fouriera natezenia pola magnetycznego oraz pragdu magnesujgcego w zelazie przy
wymuszeniu sinusoidalnie zmiennej indukcji magnetycznej majg znaki naprzemiennie

zmienne zgodnie ze wzorem (4).
Zestawienie uzyskanych rezultatow przedstawia tablical
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Tablica 1

Zatozenie: B(t)=Bnsin(a>t) Teza: y(t)-H(t) lub Im(t).,,.
Reluktywnos$¢ v(.) jestfunkcja Trzecia harmonicznajest w "przeciw-fazie"
monofonicznie malejacag - Tw.l. w sensie zapisu we wzorze (3).
Reluktywnos¢ v(.) jestfunkcja parzysta; Harmoniczne nieparzyste pradu mag. sa
znana jest postac¢ szeregu Maclaurina - Tw.2 naprzemiennie zmienne w sensie zapisu we

wzorze (4).
Ocena zawartos$ci amplitud poszczeg6lnych Istnieje warunek (6) konieczny
harmonicznych jest mozliwa przy i wystarczajacy pozwalajacy ocenia¢
wykorzystaniu WKW (6). zawarto$¢ wyzszych harmonicznych dla

danego szeregu reluktywnosci \f.).

4. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

4.1 Twierdzenie 1 oraz 2 ttumacza znany fakt doswiadczalny ([2], [3], [4]) méwiac,iz
w nieliniowym ferromagnetyku przy wymuszeniu sinusoidalnie zmiennej w czasie
indukcji magnetycznej czasowy przebieg natezenia pola magnetycznego jest opisany
szeregiem Fouriera zawierajgcym w rozktadzie tylko nieparzyste harmoniczne funkcji
sinus 0 naprzemiennie zmiennych znakach:

y(t) = ﬁ;é 1) ky 2+ sin((2k + I)cot)

(wspotczynniki y2ict sg nieujemne), czyli:
y(t) =y, sin(cot)-y3sin(3cot) + y5sin(5cot)-y, sin(70)t) +y, sin(9cot)+...

W takim przebiegu czasowym natezenia pola magnetycznego i pradu magnesujacego
w zelazie amplituda wypada w tej samej chwili czasowej co amplituda wymuszonej indukcji
pola magnetycznego. Na powyzszg whasnosc¢ i posta¢ szeregu (4) powotuje sie wielu Autoréw
([2],[31.[4] i inni) nie podajac jednak zadnych warunkéw na to, aby przebieg odksztatcony
mogt by¢ opisany szeregiem o postaci (4).
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4.2. Relacja (5b) podaje ogdlnie warunek wystarczajacy i konieczny na zachodzenie tezy
Tw.2. Mianowicie,teza Tw.2 jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy:

4.3. Jezeli szereg Maclaurina v(.) o wyrazach parzystych urywa sie dla n>N (N jest pewng
znang liczbg naturalng wynikajaca np. z zadanej doktadnosci aproksymacji funkcji v(.)
wielomianem ):

= 2, =i>2,)2

n=0

to zanikajg wszystkie wspotczynniki rozwiniecia szeregu y(t) dla k>N (gdy k>N =>b”** =0
zgodnie ze wzorem (5b)).
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Abstract

This paper deals with a nonlinear magnetic circuit which is magnetized (supplied)
by a sinusoidal time-depending flux. Ferromagnetic H-B characteristic is homogeneous
(H = vB), where v - is magnetic reluctivity. In case linear ferromagnetic the magnetizing
current is the sine time-depending function, too. If the ferromagnetic is non-linear, the
magnetizing current In(t) and magnetic field strength H(t) is described by the Fourier series.
The theorems which presented in this article say:

. If the reluctivity is an increasing function v(.) of magnetic flux density B then the third
harmonic (theorem 1) ofthe ferromagnetic magnetising current is negative:

b3<0.

. If the even coefficient of Maclaurin series of magnetic reluctivity v(.) versus B are
positive and odd coefficient are equal to zero, the magnetising current of ferromagnetic
is described by the Fourier series with odd coefficient (theorem 2) whose signs change
alternatively i.e.

b37 0. bj ~ 0. b7 0. b§"O0,... .

. The necessary and sufficient condition Eqn. (6) for thesis of theorem 2 is given.



