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S tr e s z c z e n ie .  W  pracy przedstaw ia się szybki aproksym acyjny algorytm  o p arty  na 
techn ice  ta b u  search, d la  problem u szeregowania zadań w elastycznych gniazdach 
produkcyjnych z k ry terium  będącym  czasem  w ykonania wszystkich zadań. Spe
c ja lna  m etoda  im plem entacji isto tn ie popraw ia lokalne przeszukiw anie i zwiększa 
prędkość algorytm u.

APPLICATION OF TABU SEARCH TECHNIQUE TO SCHEDULING  
A FLEXIBLE JOB SHOP

S u m m a ry ,  A fast approx im ation  algorithm  for a problem  of finding a  m inim um  
inakespan in a  flexible job  shop is presented. T he  a lgorithm  is based on a  tab u  
search  technique. A special m ethod  of im plem entation  im proves th e  local search 
significantly  and increases the speed of the algorithm .

1. W stęp

W niniejszej p racy  bada się problem  harm onogram ow ania elastycznych gniazd pro

dukcyjnych z k ry te riu m  m inim alizującym  m om ent zakończenia w ykonyw ania w szystkich 

zadań produkcyjnych . P rzy jm uje się, że w każdym gnieździć produkcyjnym  (stanow isku 

obsługi) zn a jd u je  się określona liczba identycznych m aszyn. K ażde zadanie je s t rep re

zentow ane przez pewien ciąg operacji. D la każdej operacji jest określone gniazdo pro

dukcyjne, w k tó rym  m a  być ona  wykonana, i czas jej w ykonania. R ealizacja  operacji 

w danym  gnieździe produkcyjnym  w ym aga zaangażow ania jednej (dowolnej) m aszyny z 

tego gniazda. D la uproszczenia, w pracy nie rozważa się innych elem entów , takich  jak : 

czasy tran sp o rtu  pom iędzy gniazdam i, skończona pojem ność m agazynów , palety , uchw yty 

obróbkow e oraz wózki transportow e itp . [10]. M imo to badany  problem  jes t jednym  z n a j

trudn ie jszych  problem ów  szeregowania zadań na m aszynach, jako że jest uogólnieniem
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znanego z lite ra tu ry  problem u gniazdowego, uważanego powszechnie za bardzo  trudny. 

Z p u n k tu  w idzenia teorii złożoności obliczeniowej je s t to  problem  iV P -trudny , co u sp ra

w iedliw ia stosow anie do jego rozw iązania algorytm ów  heurystycznych, tym  bardziej że 

is tn iejące w lite ra tu rze  algorytm y dokładne, oparte  przede w szystkim  na  m etodzie  po

działu  i ograniczeń, pozw alają  go rozwiązać w sensownym czasie ty lko d la  bardzo  m alej 

liczby operacji, m aszyn i stanowisk.

A ktualn ie  badany  problem  jes t rozwiązywany przez algorytm y heurystyczne typu  kon

strukcyjnego. A lgorytm y te, zgodnie z pew nym i regułam i p rio ry tetow ym i,szeregują  ko

lejno pojedyncze operacje i po uszeregowaniu w szystkich kończą sw oje działanie. Czas ich 

p racy  je s t bardzo kró tk i, ale jakość produkow anych przez nie rozw iązań nie zaw sze jest 

zadow alająca. W  sy tuacjach , kiedy m ożem y pozwolić sobie n a  zwiększenie czasu obliczeń, 

w arto  zastosow ać algorytm y typu popraw , a w szczególności technikę tab u  search [1,2], 

k tó ra  d la  w ielu podobnych zagadnień um ożliw iła skonstruow anie bardzo obiecujących al

gorytm ów  (pa trz  np. [7,8,9] i p raca  przeglądowa [12] oraz [4,5]).

W  pracy p rzedstaw ia  się algorytm  typu tabu  search, k tó ry  je s t odpow iednią m odyfi

kacją algory tm u zaprezentow anego w [7] d la  problem u gniazdowego oraz a lgory tm u z [6] i 

[9] d la  prob lem u przepływowego z m aszynam i równoległym i. Specyficzna konstrukcja  o to 

czen ia  uszeregow ania i w ykorzystanie odpow iednich własności do "szybkiego” jego p rze

szukania pozwoliły znacznie zredukow ać czasochłonność w yboru najlepszego rozw iązania 

z o toczenia. W  konsekwencji prezentow any algorytm  is to tn ie  popraw ia początkow e roz

w iązania, dostarczone z powszechnie stosowanych algorytm ów  konstrukcyjnych  d la  tego 

ty p u  zagadnienia, w czasie rzędu kilku m inu t na  IBM PC . Rozw iązyw ane w tym  czasie 

p roblem y m a ją  rozm iar akceptowalny w praktyce.

2 . S fo rm u ło w a n ie  p ro b le m u

Rozw ażany w p racy  problem  szeregowania m ożna sform ułować następu jąco : D any jest 

zbiór zadań J  — ( 1 , 2 , . ,ra ), zbiór operacji O =  ( 1 , 2 , . . . ,  o} oraz zbiór stanow isk obsługi 

M  =  { 1 , 2 , Zadani e  j ,  j  € J  składa się z sekwencji o, operacji indeksowanych 

odpow iednio przez (r , +  1, tj 2 , . . . ,  r, +  o ,), k tó re  należy wykonywać w tej kolejności, 

gdzie Tj =  i °i Jcst liczbą operacji w zadaniach 1, 2, . . . ,  j  — 1, n  = 0  oraz D ,ej  o, = o. 

W  każdym  stanow isku obsługi l, ł €  M .  znajdu je  się zbiór Mi  =  {1, 2, . . . ,  m/} zaw icrajacy
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m¡ identycznych m aszyn. O peracja  i, i €  O pow inna być w ykonana w stanow isku /i; 6  M  

w czasie pt- >  0 n a  jednej, dowolnie wybranej m aszynie z tego stanowiska. P rzy jm uje  się, 

że każda m aszyna  m oże wykonywać w danej chwili nie więcej niż jed n ą  operację oraz 

w ykonyw anie operacji na  danej m aszynie nie m oże być przeryw ane. D opuszczalne uszere

gowanie je s t definiowane przez zbiór par (Ki ,  C ,), i 6  0  tak ich , że powyższe ograniczenia 

są  spełn ione, gdzie I{¡ €  M Mj jes t m aszyną, k tó ra  wykonuje operację t w stanow isku fi¡, zas' 

Ci m om entem  zakończenia w ykonywania tej operacji w tym  stanow isku. P roblem  polega 

na  znalezieniu dopuszczalnego uszeregowania m inim alizującego czas w ykonania w szyst

kich operacji m ax¡£o  C¡.

P rzedstaw iony problem  różni się tym  od klasycznego problem u gniazdowego (notow a

nego za  G raham em  jako  J  || C,,,»*), że w danym  gnieździe produkcyjnym  m oże znajdow ać 

się kilka m aszyn. Pow oduje to , że należy dodatkow o w yznaczyć dla każdej operacji m a 

szynę, n a  k tórej będzie ona wykonywana.

W  celu sform ułow ania pełnego m odelu m atem atycznego powyższego zadan ia  w ygod

nie je s t, podobnie  jak  w [6-9], posłużyć się pewnym skierowanym grafem  rep rezen tu 

jący m  uszeregowanie. Niech Ot =  {i €  O  : /«; =  1} określa zbiór operacji, k tó re  po 

w inny być w ykonane w stanow isku /, / 6  M .  W każdym  stanow isku I zbiór operacji 0¡  

należy podzielić  na  m i podzbiorów Oik, k  £  M¡; operacje ze zbioru O/k b ęd ą  wykony

w ane n a  m aszynie k.  Kolejność wykonywania operacji ze zbioru Ojjt określa p e rm u tac ja  

TC/it =  ( ir ij t( l) , . . . ,  it(oiit)), gdzie itijfc(to) oznacza operację ze zbioru Oik, k tó ra  w ystępuje  

w w -tej pozycji w ir/jt, zaś ou¡ =  |O u |. S tąd kolejność w ykonywania w szystkich opera

cji je s t określona przez perm utację  ir =  gdzie it| =  ( itn , it|2, . . . ,  ir/m |).

Zbiór w szystkich tak ich  perm utacji w ynikających z wszystkich możliwych rozbić zbiorów 

Ot oraz różnych kolejności wykonywania operacji ze zbiorów Oik oznaczam y przez IT. Te

raz  m ożem y przejść do zdefiniow ania zapowiedzianego wcześniej grafu. D la perm utacji 

it, rr €  n  niech G (ir) =  [O, E '  U £ ( ir )  będzie skierowanym grafem  ze zbiorem  w ierz

chołków O  oraz zbiorem  luków E '  U E (n ), gdzie E ‘ =  U jE jU ii iM f7!» +  *.Tj  +  * +  1)} 

określa w ym aganą technologiczną kolejność przechodzenia zadań przez stanow iska, zaś 

£ ( * )  =  U/cm U tew , Uw=T’ { (k k -M , it/it(ui +  1))} w ybraną kolejność w ykonyw ania operacji 

n a  m aszynach . K ażdy w ierzchołek i  tego grafu m a wagę p,-, a  każdy luk wagę zero. Niech 

r;( it)  oznacza w artość najd łuższej drogi dochodzącej do w ierzchołka i  w grafie G (it), łącz

n ie  z ty m  wierzchołkiem . Oczywiście, w przypadku gdy g raf G (it) je s t cykliczny, n iektóre



156 E. Nowicki

z w artości r ,( it)  m ogą być rów ne nieskończoności. W  przeciw nym  w ypadku zestaw  par 

( A Ci), i 6  O,  określa najlepsze (w sensie k ry terium  C mAX) uszeregowanie dopuszczalne 

zgodne ’’kolejnościowo” z perm u tac ją  ir, gdzie A',- je s t m aszyną ze stanow iska p ; taką , że 

i 6  • • • i ■*w.A';((WC;)}> za-ś Ci =  O statecznie oznaczając przez CmAX(-ir)

długość najd łuższej drogi w G(ir) (ścieżka krytyczna), p roblem  nasz m ożna sform ułować 

następu jąco : Znaleźć kolejność rt* £  ii  taką, że CmAX(it*) =  m inx6n GmAX(it).

Ścieżkę k ry ty czn ą  w grafie G{tt) m ożna opisać jako ciąg u =  ( u j ,u 2, . . .  , u , )  w ierz

chołków tego grafu, gdzie u,- €  0 ,  1 <  i < 3, a  a je s t długością ścieżki. Oczywiście, 

GmAX(ir) - J jL iP u i-  Ścieżkę u, podobnie jak d la  problem u gniazdowego, m ożna p rzed

staw ić w postaci u =  (£?], B 2, . . . ,  /?,), gdzie

B i, =  (es)i (c/i +  l)i • • • i (A)).

1 <  A <  i, je s t ciągiem  zaw ierającym  operacje w ykonywane n a  tej sam ej m aszynie  w 

pew nym  stanow isku (m aszynę tę  i stanowisko oznaczam y odpow iednio przez k /, oraz 

A) p oczynając  od operacji z pozycji e-u, 1 <  ea <  opią,, a  kończąc na operacji z po

zycji A i Cfc A  ^  , w perm utacji ir;Ajtk. Dodatkow o przyjm ujem y, że operacje  z

dwóch kolejnych ciągów B k, ZA+i są wykonywane w różnych stanow iskach, tzn . A 7̂  A +u 

fc =  1 , 2 , 1 .  Dalej ciąg B k będziem y nazyw ać /i-tym  blokiem  operacji n a  ścieżce 

kry tycznej. U w zlędniając wcześniej w prowadzone pojęcia, d la  każdej operacji i z bloku 

B k zachodzi p , =  A, i  €  0 ((p A, oraz CniAX(it) =  D a=i Pi-

3 . M e t o d a  t a b u  s e a r c h

Technika tab u  search została  w yczerpująco opisana w wielu p racach , p a trz  np. [1,2]. 

D latego też tu ta j  ograniczym y się tylko do krótkiego jej szkicu. Podstaw ow ym  elem entem  

te j techniki je s t pojęcie ruchu, otoczenia oraz listy  tabu . Przez ruch rozum iem y funkcję, 

k tó ra  odw zorow uje jedno  uszeregowanie w drugie. D la każdego uszeregow ania dopusz

czalnego określony je s t pewien zestaw ruchów , generujący d la  niego otoczenie. A lgorytm  

w ykorzystu jący technikę tabu  search s ta rtu je  z pewnego uszeregow ania dopuszczalnego 

wygenerowanego przez proste algorytm y konstrukcyjne i zwanego dalej uszeregowaniem  

bazow ym . N astępn ie  określa się d la  tego uszeregowania otoczenie, zn a jd u je  się w nim  

najlepsze w sensie w artości funkcji celu uszeregowanie i dalej tra k tu je  się je  jako  uszere
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gowanie bazowe w następnej iteracji. W  celu przeciw działania przed w padnięciem  w cykl, 

po w ykonaniu ruchu na  tzw . liście tab u  (pam ięć krótkoterm inow a) zapisuje się pew ne 

jego a try b u ty . Z kolei w trakcie generow ania otoczenia nie rozpatru je  się ruchów , których 

a try b u ty  zn a jd u ją  się na  liście tabu ; ruchy te  są  rucham i zabronionym i. Zm niejszenie 

restrykcyjności listy tab u  osiąga się przez w prowadzanie poziom u aspiracji ruchu.

D alej, w kolejnych rozdziałach, przedstaw im y szczegółowo poszczególne elem enty  na

szego algory tm u zwanego dalej algorytm em  T S .

4 . R u c h  i o to c z e n ie

W  większości algorytm ów , w których rozwiązanie jes t określone przez perm utację  (lub 

zestaw  p e rm u tac ji), jako  ruch przyjm uje się: (i) pobranie pewnego elem entu  perm uta- 

cji i w łożenie go przed pew nym  elem entem  znajdującym  się na określonej pozycji w tej 

p e rm u tac ji, (ii) zam ianę położenia dwóch w ybranych elem entów  perm u tacji. Ruchy typu 

(i) um ożliw iają  z reguły szybsze w yznaczenia wartości funkcji celu dla o trzym anej (po 

w ykonaniu ruchu) perm utacji. D latego też będziem y rozważać tylko ruchy tego typu . 

P recyzyjnie, jako  ruch v  =  ( i , a , x , b , y )  zastosowany do perm utacji n  €  II, będziem y ro 

zum ieć czynność polegającą na  pobraniu operacji z  =  it|a( i )  z pozycji x  n a  m aszynie a 

w stanow isku l i w łożeniu jej bezpośrednio przed operację z pozycji y  na  m aszynie b w 

ty m  sam ym  stanow isku, gdy y < on lub włożeniu jej bezpośrednio po operacji z pozycji 

°iki gdy y  =  o j i - t - l .  W  przypadku b = a, tzn. przesuw ania operacji z  w obrębie tej sa

m ej m aszyny, operacje 1r/a(z  +  1) , . . .  ,ir/a (i/ -  1) są  przesuwane o jed n ą  pozycję w lewo, 

jeżeli x < y,  lub operacje ir/0(y ) , . . . ,  iria(x -  1) są przesuwane o jed n ą  pozycję w praw o, 

gdy  x  > y.  W  przypadku  6 a, tzn. przesuw ania operacji z  na  inną  m aszynę, operacje 

it/a(x +  1 ) , . . .  ,ii(a(oia) są  przesuw ane w lewo, zaś operacje it/i,(y),. .  ■, ^ik(oii,) w prawo. W  

w yniku ruchu  u o trzym ujem y nową perm utację  notow aną jako  rrv.

P ierw szą rzeczą, k tó rą  trzeb a  wziąć pod uwagę przy definiowaniu, jakie  ruchy v należy 

w ykonać z danej perm utacji ir, je s t niedopuszczenie do pow stania cyklu w grafie G (it„). 

Po  drugie, należy dokonać sensownego w yboru wielkości tego zbioru ruchów , oznacza

nego dalej przez V (ir). Duży zbiór V (n) w ym aga znacznych nakładów  obliczeniowych na 

w yznaczenie ruchu dającego najlepszą warluść funkcji celu. Z kolei is to tne zm niejszenie 

tego zbioru może uniem ożliwić przeglądanie tych obszarów rozw iązań dopuszczalnych, w
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k tó rych  zn a jd u ją  się rozw iązania optym alne lub do nich zbliżone. D latego też, podobnie 

ja k  w  [9], w ykorzystam y "elim inacyjne własności ścieżki k rytecznej” do konstrukcji zbioru 

V { tC). M ianow icie, nie będziem y rozważać ruchów , k tóre polegają n a  pob ieran iu  opera

cji nie leżących n a  ścieżce krytycznej, a  dokładniej, nie należących do bloków operacji o 

liczności większej niż dwa. U sprawiedliw ione je s t to faktem , że dla elim inow anych ruchów  

C m a fit,)  >  Cmlx(ii). Podobna nierówność zachodzi, jeżeli przesuw am y operacje  w obrębie 

te j sam ej m aszyny oraz: (i) przesuw am y pierwszą operację bloku w lewo, (u ) przesuwam y 

o s ta tn ią  operację bloku w prawo, (iii) przesuw am y operację z w nętrza  b loku (tzn . ope

rac ję  nie pierwszą, i n ie o s ta tn ią  w bloku) na  pozycje z w nętrza  bloku. W  konsekwencji 

p roponujem y n astępu jący  zbiór ruchów:

h
=  U U \  {u 6 kśr(Tt) : G(tvu) je s t cykliczny}

gdzie

%,(*) = Vi(n) u vi(*) ,

oraz

' /Ar(1f) =  U  {” =  ( h i h , x , b , y ) : 1 <  y < oiht>+  1},»«w,*. Mb,
vłU10 = {« = (k,kh,x,h,y) ■ y e A(*)}

Z biór okres'la ruchy, k tóre  wykonujemy po pobraniu  operacji z  — (z )  z bloku

Bh z pozycji x .  Zbiór ten  je s t podzielony n a  dw a zbiory V^x (x ) ,  V*T(x) .  P ierw szy określa 

ruchy  po legające na  w kładaniu  operacji z  n a  inne m aszyny niż m aszyna k n a  której 

by ła  ona w ykonyw ana, a  drugi na  przem ieszczaniu operacji z  tylko n a  m aszynie kh- Zbiór 

Ph(x)  oznacza pozostałe pozycje w perm utacji irą,*,, w ynikające z uzględnienia w arunków  

(i)-(tii); Ph(eh) =  {e-h +  2 ,e A +  2 , . . . , o i hkh +  1}, Pn(fh) = { 1 ,2 , . . .  , / a  -  2) ,  Ph(x)  =  

{ 1, 2 , . . .  ,m in ( r  -  2, eA)} U {A  +  1, fh  +  1, ■ .., +  1}, e* <  x  <  // ,. Ze zbioru  Ph(fh)

zo sta ła  w yelim inow ana pozycja fh  -  1, ponieważ przesunięcie operacji z  p rzed  operację z 

tej pozycji daw ałoby taką sam ą perm utację , co przesunięcie operacji — 1) przed

operację  z pozycji /a  +  1. D otyczy to  również zbioru Ph(e/i +  1)1 elim inacji pozycji r./,.

P rzejdziem y te raz  do analizy liczności zbioru V(rt). Zauważmy, że |VLc(ir)| «  |0 / J  ■ 

S tąd  i p rzy jm ując  d la  uproszczenia, że graf (7(n„) je s t acykliczny d la  każdego ruchu v , 

o trzy m am y  | V (ir)| «  |S a | |. Poniew aż w yznaczenie Cmax(lrv) (lub stw ierdzenie,
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że g ra f G (ir„) jes t cykliczny) w ym aga O[o) kroków, to przeglądnięcie o toczenia  0 ( n ) =  

{ ir„ : v  £  ^("¡r)} w ym aga aż 0(oX )/,=i |B /J | ( \ | )  czasu. Dalej naszkicujem y m etodę, k tó ra  

pozw ala n a  przeglądnięcie tego otoczenia w czasie 0 (oX)j,=1 IB/J).

W spom nianą  powyżej m etodę będziem y om aw iać d la  pewnego ustalonego bloku B/,,

1 <  h < t oraz ustalonej operacji z  — irifljfch(z ) , e/, <  x  < //, z perm utacji 

Połóżm y l =  1̂  oraz a = h^. Pokażemy, że przeglądnięcie całego zbioru ruchów  Vhi{n) 

( tzn . spraw dzenie, czy graf G'(tt„) jes t acykliczny oraz wyliczenie Cmax(Ttv) dla w szystkich 

V  £  V/,x(n) = r y/wr(it) \  {u 6 V/1I (-n) : G{itv) jest cykliczny}) w ym aga O(o) kroków.

N a początek  w prow adźm y kilka dodatkow ych pojęć. Niech A{i)  (B (i))  oznacza ope

rac ję , k tó ra  je s t bezpośrednim  następnikiem  (poprzednikiem ) technologicznym  operacji i, 

tzn . (i, A (i)) 6  E ’ £  B*). Jeżeli operacja i nie m a  następnika (poprzednika) tech

nologicznego, to  przyjm ujem y A (i) =  0 ( B(£) =  0). Dalej oznaczm y przez dv (c„) operację, 

k tó ra  po w ykonaniu ruchu u =  ( l , a , x , b , y )  z n , będzie bezpośrednim  następn ik iem  (po

przednik iem ) operacji z  i je s t wykonywana na  m aszynie b, tzn . (z,</„) £  E (it„) ((c„ ,z ) £ 

B (iru)). Z definicji ir„ wynika, że (lv — ^w{y),  jeżeli y  <  o/6 oraz dv =  -it/¡.(o/t, +  1) =f 0, gdy 

y =  on, +  1. Podobnie cv =  TT/t(y — 1), jeżeli y > 1 oraz e„ =  -n/ifO) =f 0, gdy y =  1.

N ajp ierw  podam y m etodę, k tó ra  pozw ala ’’szybko” znaleźć w szystkie ruchy v £  V/,x (n) 

n ie pow odujące cyklu w grafie G ( it„). Praw dziw a jes t następu jąca  własność.

W ła s n o ś ć  1 . Niech  z  £ IT, graf G(n) jes t acykliczny oraz v — ( l , a , x , b , y ) £  V/,r . G raf  

G (tt„) jes t  acykliczny wtedy i tylko wtedy gdy w grafie G(ir) nie istnieje droga z wierzchołka  

A ( z )  do jednego z wierzchołków Tt/i,(l), ir/i,(2),. . . ,  ^ a (y  -  1) =  cv oraz nie istnieje droga z  

jednego z  wierzchołków  ^¡.(i/) =  d v,^n,(y  +  1) , . . . ,  it(j(o(i,) do wierzchołka B ( z ) .

W  przypadku  gdy A {z)  — 0 lub y  =  1 (B (z ) =  0 lub y = on, +  1), w ym ienione powyżej 

drogi n ie is tn ieją ,poniew aż graf G (it) nie zaw iera wierzchołka 0.

W łasność 1 pozw ala w czasie O(o) określić wszystkie ruchy v  £  V/,r , d la  których g raf 

G (it„) je s t acykliczny. Rzeczywiście, w ystarczy w yznaczyć wierzchołki A W  £  0 /  w grafie 

G’(it), do k tó rych  istn ieje droga z wierzchołka A (z) oraz wierzchołki B W  £  0 /  w grafie 

G ( it), z k tó rych  istn ieje droga do wierzchołka B {z) .  M ożna to wykonać w czasie O(o). 

Zauważm y, żc jeżeli it/¿(u/) ^  A W ,  to tci/,(uj -  l)  A W ,  w  =  2 , 3 , . . .  , o/6- Podobnie, jeżeli 

it|j,(ui) (fi. B W ,  to n [b{w  +  1) £  B W , w — 1 , 2 , . . . , 0/6 -  1. Stąd i z W łasności 1 wynika, 

że g raf G (it„) jes t acykliczny w tedy i tylko w tedy, gdy cv fi A W  i d u fi B W . M ożna to
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spraw dzić w czasie 0 (1 ) , przy odpow iedniej s tru k tu rze  p am ię tan ia  zbiorów  A W  i B W . 

O sta teczn ie , poniew aż |14r (it)| «  \OĄ < o, o trzym ujem y w spom nianą wyżej złożoność.

P rzedysku tu jem y  teraz m etodę, k tó ra  pozw ala w yznaczyć Cm^x(i\v) d la  w szystkich 

u £  Vśx(iv) też  w czasie 0 (o ) . Podstawow ą rolę będzie tu ta j pełnić perm u tac ja  7 , k tó ra  

je s t o trzy m an a  z ir przez pobranie operacji z z perm utacji i niewlożenie j e j  do żadnej 

innej perm u tac ji ips. O dpow iadający jej g raf G (7 ) =  [G(ir) \  { ( ^ ( a :  -  l ) , z ) ,  (z, ir/a( x +  

1))}] O {(iWn(i — 1), ^/„(x +  1))}. Jeżeli x  — 1 lub x  =  o/a, to  odpow iednie pary  w powyżej 

rów ności nie w ystępują . N a koniec przez r ,( 7) (<7,(7 )) oznaczm y w artość najd łuższej drogi 

dochodzącej do w ierzchołka i (wychodzącej z wierzchołka i) w grafie G(7 ) łącznie z tym  

w ierzchołkiem , r 0(7 ) =  0 (90(7 ) =  0).

W ła s n o ś ć  2 . Niech  -rc £  IT ora: graf  G(it) jest acykliczny. Dla każdego u £  14i (it) m am y  

C m„ (ir„ ) =  rn a x {C m« ( 7), m a x (rB(j)( 7 ) ,r iv (7)) +  p. +  max(9/1(l)(7), 9 ^ ( 7 )) } .

K onstrukc ja  grafu G (7 ) z grafu G(-k) w ym aga 0 (1 )  czasu. W yliczenie w artości ^ ( 7 ), 

9,(7 ) d la  i £ Oi oraz wartości Om»x(7 ) w ym aga O(o). W yznaczenie jednej w artości 

Omwc(it„), w ykorzystując W łasność 2, w ym aga 0 (1 ) . S tąd  do w yznaczenia ich w szyst

k ich (w przybliżeniu |0 / |)  po trzeba 0 ( |0 | | )  czasu. O statecznie, poniew aż |0 / |  <  o, to 

w yliczenie C maz(r^v) d la  w szystkich u £ VŁx(it) w ym aga 0 (o )  czasu.

5 . L is t a  t a b u

N a liście tabu  T  o ustalonej długości M a x T  (p aram etr a lgorytm u) będziem y zapam ię

tyw ać pew ne a try b u ty  ak tualn ie  wizytowanej perm utacji ir, k tó re  zależą od wykonanego 

z  niej ruchu  u =  (/, a , x ,  b, y). A trybu tam i tym i będzie para  lub dwie pary  sąsiednich ope

racji z perm utacji it|a - Jeżeli l> ył u, wtedy na listę T  zapisujem y dwie pary operacji (c„,z) 

o raz (z, d„). W  przypadku  gdy b — a, zapisujem y tylko jed n ą  parę; jeżeli x  <  y, to  (z , d„), 

zaś gdy z  >  y ,  to  (c„, z). P rzy  zapisywaniu danej pary na  listę T  n a js ta rsza  p a ra  jes t 

usuw ana. Początkow o T  jes t całkowicie zapełniona przez pary  (0,0).

R uch u =  ( l , a , x , b , y )  nie może być wykonany z perm utacji ir (m a  s ta tu s  ta b u ) , jeżeli 

w 0  =  (itv)(fc po jaw ia się p ara  niekoniecznie sąsiednich operacji (/?(?«'), £  T ,  której

n ie  było w n n , gdzie w' < w". R estrykcję tę  m ożna wyjaśnić tym , że pojaw ienie się takiej 

pary  sugeruje, iż perm u tac ja  0  lub zbliżona do niej była ju ż  wcześniej rozpatryw ana.
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6 . S t r a t e g i a  p r z e g lą d a n ia  o to c z e n ia  i w a ru n k i s to p u

Niech tt będzie pcrrnu tac ją  bazową na początku pewnej iteracji a lgory tm u T S .  S tra 

teg ia  p rzeg lądan ia  o toczenia 0 (n) =  (n,, : v £  V('k)} w ykorzystuje pojęcie reprezen

ta n ta  zbioru ruchów , wprowadzone pierwszy raz w [8]. D la każdego zbioru ruchów  14r (ir) 

określam y ruch  v(V/ur(it)) €  Va*(TC)> zwany jego reprezentantem  tak i, że —

m in„g(rhi(^) Cmix(ir„). Dalej zam iast zbioru ruchów V (it) rozpatru jem y tylko zbiór rep re

zen tan tów  W (ir) =  {v(Vkx(-ir)) : 1 < h < t, |S /,| >  1,6), <  i  < />,}. N astępnie w tym  zbio

rze zn a jdu jem y  ruchy R (v )  — {u £ Vk(n) : (u nie m a s ta tu su  tab u ) V CmaX(it„) <  C r s }, 

k tó re  nie m a ją  s ta tu su  tabu  lub  dla których wartość funkcji celu jes t m niejsza niż n a j

lepsza dotychczas znaleziona przez algorytm  T S  (oznaczana tu ta j  przez C TS). Z kolei 

w zbiorze R ( ir) znajdu jem y ruch v' tak i, że CIlmx(Tv„i) =  miii„6n(,j (^„„„(ii,,). Jeżeli zbiór 

R ( -n) je s t pusty, to  usuw am y tyle najstarszych elem entów z listy  T} aż będzie on nie pusty. 

Po w yborze ruchu v '  odpow iednio modyfikujem y listę T  (pa trz  rozdział 5), podstaw iam y 

C TS :=  ( ^ „ ( n , , ') ,  txT5 :=  n v’, jeżeli Cnmx(Tv) < C l s  oraz perm utację  ir„/ trak tu jem y  

jako  perm u tac ję  bazow ą (tzn . ir :=  ir,/) d la  następnej iteracji algorytm u.

W  algory tm ie w ykorzystuje się dw a warunki stopu. Pierwszy polega na  za trzy m a

niu  poszukiw ań, k iedy wykonaliśmy ju ż  M a x  [ ter  iteracji bez popraw y w artości funkcji 

celu. Drugi kończy poszukiw ania, gdy wykonaliśmy łącznie M a x T o t l t c r  iteracji. W ielkości 

M a x l t e r  o raz M a x T o t l t e r  są param etram i algorytm u i podlegają  wyborowi.

7 . W y n ik i  b a d a ń  te s to w y c h

A lgory tm  T S  został zakodowany w Pascalu i byl u rucham iany  n a  m in ikom puterze 

IBM  PC  586 (lOOMIIz). P rzedstaw im y tu ta j tylko w stępne wyniki testów . T esty  te  zo

s ta ły  przeprow adzone na szczególnie trudnych przykładach zaprezentow anych w [11] dla 

prob lem u gniazdowego; 10 przykładów  d la  każdego zestawu 15/15, 20 /15 , 20 /20 , 30/15, 

30 /20 , 50 /15 , 50/20, 100/20 (pierwszy elem ent kodujący zestaw  oznacza liczbę zadań n, 

a  drugi liczbę stanow isk  w ) - łącznie 80 przykładów. Poniew aż w przykładach tych w s ta 

now isku w ystępuje tylko jed n a  m aszyna, to  dla każdego z nich utw orzono 5 przykładów  o 

różnej liczbie m aszyn m i  w poszczególnych stanowiskach. W ielkości m ; były generow ane 

wg rozk ładu  rów nom iernego na zbiorze (1 ,2 ,3 ) .  Łącznie przebadano  400 przykładów .



D la  każdego przykładu  w yznaczano: (2) na jm niejszą w artość funkcji celu C B o trzy 

m an ą  przez 10 algorytm ów  konstrukcyjnych o różnych regułach p rio ry tetow ych , [3], (ii) 

na jm n ie jszą  w artość funkcji celu C pop  o trzym aną przez dziesięciokrotne uruchom ienie 

klasycznego algorytm u typu popraw  P O P  startu jącego  z różnych perm u tac ji o trzy m a

nych przez algory tm y  konstrukcyjne z (¡); P O P  zatrzym uje się, gdy w o toczeniu  0 ( iv) nie 

m a  rozw iązania o lepszej w artości funkcji celu, (iii) w artość funkcji celu C TSk o trzym aną 

po  w ykonaniu k =  M a x T o t I t e r , M a x T o t l l e r  — 1000,5000, ite racji badanego algorytm u 

T S .  Jako rozw iązanie początkow e w T S  przyjęto kolejnos'ć o trzy m an ą  przez algorytm  

konstrukcy jny  z regułą  S P T  oraz listę tabu  o długości M a x T  =  8 .

N a bazie  tych w artości wyznaczono w zględną procentow ą popraw ę

<bA =  m % ( c B - C A) I C B

w artości C A w stosunku  do w artości porównawczej C B, A 6  {PO P,T5lO O O ,T550Q O }. 

N astępn ie , d la  każdej kom binacji n oraz m  wyznaczono średnie a ry tm etyczne  z 50 

w artości 4>/i. W yniki przedstaw iono w tablicy 1. Z analizy tab licy  1 wynika, że średnie
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T ablica  1
W yniki badań testowych algorytm u T S

n /m m/

Średnie w zględne popraw y 

d la  algorytm u

Czas na  PC5S6 w [sec] 

d la  a lgory tm u

P O P TS1000 TS5000 P O P T S1000 T 55000

15/15 1 . . . 3 3.6 18.9 19.4 1 6 28

20/15 1 . . . 3 3.7 21.4 22.0 3 12 57

20/20 1 . . .  3 3.6 14.9 15.2 4 17 82

30/15 1 . . . 3 3.0 21.2 21.8 6 30 142

30/20 1 . . . 3 2.9 15.8 16.4 9 44 209

50/15 1 . . . 3 3.0 14.2 14.6 18 91 443

50/20 1 . . . 3 2.9 17.4 17.9 26 129 635

100/20 1 . . .  3 1.3 11.1 11.2 112 550 2710

w szystkie 3.0 16.9 17.3
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w zględne popraw y 4|TS1000 w ahają  się w granicach od 11.1 do 21.4 procent. Czas p racy 

a lgory tm u TSlOOO rośnie ze wzrostem liczby operacji; od 6 sekund dla 225 operacji do

około 9 m in u t dla 2000 operacji. Różnica pom iędzy <J>rS1000 a  4>T5500° je s t ty lko rzędu 0.5 

%, zaś czas p racy algorytm u TS5000 jest pięciokrotnie większy niż a lgorytm u TSIOOO. 

D latego też w ydaje się , że w sytuacjach praktycznych w ystarczy wykonać około tysiąca 

ite rac ji a lgory tm u T S .  Porów nanie algorytm u TSJOOO z algorytm em  P O P  z p u nk tu  wi

dzenia  jakości produkow anych rozwiązań w yraźnie wskazuje na  T 51000; średn ia  w zględna 

popraw a d la  w szystkich przykładów przy algorytm ie TSIOOO rów na się 16.9 %, podczas 

gdy przy P O P  ty lko  3.0 %. Zwiększenie czasu obliczeń jes t w pełni rekom pensow ane 

znacznie lepszym  rozw iązaniem .

Z przedstaw ionych w stępnych wyników testów  wynika już , że T S  może być z powo

dzeniem  stosow any do rozw iązyw ania problemów o praktycznych rozm iarach. W arto  tu  

także  zauw ażyć, iż w algorytm ie tym  łatwo uwzględnić niezerowe czasy tran sp o rtu  po

m iędzy gn iazdam i (w ystarczy w prowadzić obciążenia na lukach E ")  czy też w ystępow anie 

n ieidcntycznych m aszyn w gniazdach produkcyjnych.
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A b s t r a c t

A fast and  easily  im plem ented approxim ation  algorithm  for a p roblem  of finding a 
m in im um  m akespan in a flexible job shop is presented . T h e  algorithm  is based on a  tab u  
search technique w ith a  specific neighborhood definition. A neighborhood is defined using 
so-called blocks of operations on a critical pa th . T he essence of th e  algorithm  consists 
in  using som e p roperties which allow us to  search over th e  m ost p rofitab le  p a r t  of a  
neighborhood. A special advanced m ethod  of im plem entation  im proves th e  local search 
significantly  and increases th e  speed of th e  algorithm . C om putational experim en ts (up  to  
2000 opera tions and  20 centers) show its  excellent num erical p roperties. T h e  a lgorithm  is 
eassily tuned ; prim al values of tun ing  param eters arc recom m ended in  th e  paper.


