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W łaściwe zastosowanie analizy wymiarowej

W artykule określono szczegółowo sposób (mechanizm) działania analizy wy­
miarowej. Przytoczono cały szereg usterek charakterystycznych dla tej metody. 
Usterki te wyjaśniono na przykładach. Wskazano niewłaściwe jak również odpowie­
dnie zastosowania analizy wymiarowej.

I. Analiza wym iarowa, k tó rą  w zeszłym stuleciu zapoczątkowali Jean  
Baptiste Fourier oraz Joseph Bertrand, przeniknęła do takich gałęzi na­
uki jak: m echanika, inżynieria chemiczna, term odynam ika (szczególnie 
przepływ  ciepła).

W polskiej litera tu rze  technicznej poświęca się analizie wymiarowej 
od pewnego czasu sporo uwagi [1], [2], [3], [10].

Ze względu na łatwość i szybkość, z jaką metoda ta prowadzi do w y ­
ników końcowych,' analiza w ym iarow a znalazła szerokie zastosowanie 
szczególnie w  tych działach nauki, gdzie ścisłe rów nania m atem atyczne 
określające fizyczną stronę przebiegu zjawiska nie są jeszcze sform uło­
wane.

Ponieważ jest to m etoda bardzo specyficzna i zupełnie niepodobna do 
innych stosowanych najczęściej w naukach ścisłych — nie jest trudno 
popełnić szereg błędów przy jej stosowaniu. Nie uniknęli ich zresztą ucze­
ni naw et tej m iary  co John W iliam Rayleigh, k tóry  chcąc określić natę­
żenie przepływ u ciepła na drodze konwekcji wymuszonej dla pewnego 
przypadku — nie wziął w  ogóle pod uwagę lepkości p łynu i w skutek te ­
go otrzym ał wzór niekom pletny [4], Również i Riabouscbinsky padł ofiarą 
pom yłki w prowadzając do działań analizy wym iarowej dwie odrębne po­
jęciowo, lecz identyczne wymiarowo prędkości: m olarną (strum ienia ma­
sy) p łynu oraz m olekularną prędkość cząstek gazowych [2], [4],

Ta właściwość metody, w  k tórej na każdym  kroku grozi możliwość po­
pełnienia grubego błędu, sprawiła, że analiza- wym iarowa ma zaciętych 
przeciwników.

Z drugiej strony krótkość wywodów i możliwość otrzym ywania osta­
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tecznych wyników na podstawie jedynie powierzchownej znajomości stro­
ny fizycznej zjawiska sprawiły, że m a ona również zwolenników, a na­
w et entuzjastów.

Stąd konieczność zajęcia w tej sprawie decydującego stanowiska.
Przede wszystkim należy dać odpowiedź na kilka pytań zasadniczych: 

Co to jest analiza wymiarowa? Na czym polega jej istota? Jakie są możli­
wości popełnienia błędów przy stosowaniu analizy wym iarowej? Gdzie 
powinna, a gdzie nie powinna być stosowana?

II. Specyficzne cechy tej m etody dowodzą niezbicie, że analizę w y­
m iarową należy zaliczyć do pewnego rodzaju algebry. Algebra ta  okre­
ślona jest operacjam i na pewnym  zbiorze wielkości wym iarowanych oraz 
oparta na pewnych aksjom atach, np. przemienności łączności itp. Podsta­
wy tego rodzaju ujęcia analizy wym iarowej ustalił Drobot [2],

Nie jest rzeczą przypadku, że tw órcą analizy wymiarowej jest ge­
nialny fizyk i m atem atyk Fourier, k tóry twierdził, że każde poprawnie 
ułożone równanie ujm ujące przebieg fizycznego zjawiska powinno speł­
niać postulat jednorodności wymiarów.

Myśl Fouriera podjął w dalszym ciągu B ertrand, ale w  stosunku do 
jeszcze nie w ykrytych lub niezbyt dokładnie określonych zjaw isk fizycz­
nych, dla których nie znano jeszcze równań m atem atycznych określają­
cych ich przebieg.

W wyniku mocnej podbudowy m atem atycznej będącej zasługą Fe- 
derm ana i A fanassjew ej-Ehrenfest ustalono ścisły związek między analizą 
wym iarową i teorią podobieństwa. Również tej ostatniej przypadła zasłu­
ga wyjaśniania paradoksu Riabouschinskiego.

III. W celu w yjaśnienia istoty analizy wymiarowej wielu autorów po­
daje prosty przykład zaczerpnięty z kinem atyki. W yprowadza się np. wzo­
ry  określające drogę przebytą przez swobodnie spadające ciało lub pręd­
kość tego ciała w zależności od przyspieszenia siły ciężkości i wysokości:

s = C • g • t2 lub w  =  C • }/g • h

Okazuje się przy tym , że wielkość bezwymiarowa C występująca we 
wzorach tego typu nie może być m etodami analizy wymiarowej wyzna­
czona.

Analiza wym iarowa jako m etoda jest zdumiewająco szybka i prosta, 
przy tym  rozumowanie dotyczące strony fizycznej zachodzącego zjaw i­
ska jest nader skąpe i zazwyczaj ogranicza się do ustalenia, które 
z wielkości fizycznych m ają wpływ na przebieg rozważanego zjawiska. 
Dalsze operacje prowadzące do wyniku końcowego są już tylko bardzo 
prostym i działaniami algebraicznymi, k tóre można wykonać niem al auto­
matycznie.
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Ilość przykładów  ilustru jących działania zwane analizą wym iarową 
jest spora, lecz właściwie pom ija się zupełnie sprawę, na czym polega 
sam m e c h a n i z m  d z i a ł a n i a ,  a więc istota analizy wym iarowej.

Spróbujm y jednak odpowiedzieć na to pytanie. W tym  celu śladem 
entuzjastów  analizy wym iarowej weźmy przykład zaczerpnięty z kine­
m atyki. Będzie to jednak jeszcze prostszy przykład niż przytoczone uprze­
dnio wzory:

Określić drogę l m przebytą w  czasie t sec przez ciało poruszające się 
z prędkością w  m /sek.

W celu określenia drogi jako funkcji prędkości i czasu zastosujem y 
metodę Rayleigha. Metoda ta  jest bezpośrednią konsekwencją tw ierdze­
nia Fouriera o jednorodności wym iarów rów nań ujm ujących zjawisko fi­
zyczne: w ym iar wielkości znajdujących się po lewej stronie znaku rów­
ności musi być identyczny z wym iarem  obowiązującym prawdą stronę. 

Jeżeli zatem  założymy, że poszukiwana zależność

i =  f(t,w)

da się przedstawić w  postaci jednom ianu

l = c  • w m‘ • tm*,

co jest jednym  z postulatów analizy wym iarowej, to po wstawieniu odpo­
wiednich wym iarów wielkości fizycznych dochodzimy do tożsamości dy- 
m ensyjnej 1

/ T \m,
L1 • T° =  I— j • Tm'

stanowiącej podstawę m etody Rayleigha.
Tożsamość powyższa w ystąpi wówczas, gdy będą spełnione następują­

ce równania:
dla w ym iaru długości L: m i =  1, 
dla czasu T: —mj +  mo =  0.

Po rozwiązaniu powyższego układu równań otrzym ujem y bardzo pro­
sty  wynik

rrij =  m2 =  1 .

Oznacza to, że przebyta przez ciało droga jest proporcjonalna do ilo­
czynu pierwszych potęg prędkości i czasu

l = C • w  • t.

Prześledźm y teraz  drogę, k tó ra  doprowadziła do ostatecznego wyniku. 
Punktem  w yjścia był, jak  łatwo zauważyć, w ym iar prędkości w ynika­

jący z definicji tego pojęcia
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w = —m/sec 
t

i to już wystarczyło do rozwiązania zadania.

Jak  widzimy z tego przykładu, w ym iar wielkości fizycznej (z pomi­
nięciem podstawowych pojęć danego układu) iest bezpośrednią konsek­
wencją jej definicji. Jeżeli to  proste tw ierdzenie dałoby się jednoznacznie 
odwrócić, doszlibyśmy do wniosku, że biorąc pod uwagę w ym iar danej 
wielkości fizycznej i wprowadzając go do obliczeń charakteryzujących 
analizę wytmiarową uwzględniamy tym  samym w całej rozciągłości jej 
definicję. Tak dzieje się w  wypadku, gdy wprowadzamy najprostsze po­
jęcia wtórne, jak  np. prędkość, przyspieszenie itp.

Przechodząc do bardziej skomplikowanych pojęć wielkości fizycznych, 
jak  siła, współczynnik przewodzenia ciepła, ciepło właściwe, lepkość itp., 
nie trudno jest zauważyć, że w ym iar tych wielkości jest już ściśle zwią­
zany z pewnym i praw am i fizyki. W ten  sposób pisząc np., że wym iar si­
ły jest identyczny z wym iarem  iloczynu masy przez przyspieszenie — 
stosujem y milcząco drugie prawo Newtona, a w  dalszym ciągu wszędzie, 
gdzie w ystępuje tak  określony w ym iar siły, będzie milcząco zastosowane 
wspomniane prawo.

Zatem  w ym iar danej wielkości fizycznej zdradza jej podporządkowa­
nie odpowiedniemu praw u fizyki. Na przykład w ym iar współczynnika 
przechodzenia ciepła w ynika z podstawowego praw a Fouriera dotyczące­
go przewodzenia ciepła. To samo można powiedzieć i o dynamicznym 
współczynniku lepkości, współczynniku w nikania ciepła i innych wtórnych 
wielkości fizycznych, j We wszystkich tych wielkościach tkw ią wym iary 
będące dowodem nierozerw alnej łączności danego pojęcia z jego defini­
cją lub odpowiednim praw em  fizyki.

Dalszy wniosek jest już oczywisty: wszelkie działania polegające na 
operacjach w ym iaram i są równoznaczne z milczącym zastosowaniem pod­
stawowych praw  lub definicji fizycznych, pod warunkiem  jednak, że 
tw ierdzenie o pochodzeniu w ym iaru danego pojęcia jest jednoznacznie  
odwracalne.

W idzimy zatem, na czym polega analiza wymiarowa.
Jeśli chodzi o samą czynność, to należy stwierdzić, że analiza wym ia­

rowa zazwyczaj nie dostarcza jednoznacznych wyników lub też w ogóle 
nie prowadzi do rezultatu. Nie ma nigdy pewności co do poprawności 
otrzym anego wzoru, naw et w  najprostszych przypadkach. Na przykład 
w otrzym anym  uprzednio wzorze określającym  przebytą przez ciało dro­
gę, nie jest wiadoma wartość C, o której wiemy tylko tyle, że jest bez­
wymiarowa.
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IV. Stosując wspom nianą poprzednio metodę Rayleigha otrzym ujem y 
bardzo często za m ałą ilość rów nań niezależnych w stosunku do ilości nie­
wiadomych. W takim  w łaśnie przypadku analizy wym iarowej nie da się 
zastosować i zachodzi konieczność dostarczenia dodatkowych inform acji 
o fizycznej stronie przebiegu zjawiska.

Przyczyną tych ujem nych właściwości może być tylko niepewność co 
do postulatu  tkwiącego u źródeł samej metody.

Czyżby tw ierdzenie o przynależności w ym iaru do odpowiedniego p ra­
wa fizycznego lub definicji było nie zawsze jednoznacznie odwracalne?

Jeśli tak jest napraw dę, to jasne się staje, że analiza wym iarowa nie 
jest wolna od całego szeregu usterek  lub naw et bardzo poważnych wad.

Zasługą M. W. Kirpiczewa jest zebranie i określenie najpow ażniej­
szych usterek, tak  charakterystycznych dla analizy wymiarowej. Jest 
rzeczą bardzo ważną poznać je dokładnie, dlatego przytaczam y je  w peł­
nym  brzm ieniu za wspom nianym  autorem  [4]:

1. Analiza w ym iarowa nie może dostarczyć danych o wielkościach 
bezwym iarowych.

2. M etody stosowane w analizie wym iarowej nie pozwalają rozróżnić 
wielkości o identycznych wym iarach, m ających jednak różne znaczenie 
fizyczne.

3. Można popełnić om yłkę opuszczając wielkość, która ma istotny 
wpływ na przebieg zjawiska.

4. W rów naniach opisujących zjawisko w ystępują czasem wielkości 
stałe, lecz wym iarowane. Takie wielkości trudno w ykryć za pomocą ana­
lizy wym iarowej.

5. Do analizy wym iarowej mogą być omyłkowo włączone wielkości 
nie m ające związku z rozpatryw anym  zjawiskiem.

6. Analiza w ym iarow a nie uwzględnia w arunków  jednoznaczności 
zjaw isk (do których zaliczamy również w arunki brzegowe) i dlatego nie 
w prowadza jednoznacziników (monowalentów) w rów nania kry teria lne 
(tzn. rów nania ujm ujące zjawisko za pom ocą,bezwym iarowych kryteriów , 
np. N u — f (Re, Pr)).

7. Analiza w ym iarow a nie może zapewnić dotrzym yw ania dwu pod­
staw ow ych wymogów teorii podobieństwa, a to:

a) uwzględnienia wszystkich rów nań określających zjawisko,
b) niew prow adzania żadnych rów nań nie m ających związku z rozpa­

tryw anym  zjawiskiem.
Jak  widać z powyższego zestawienia, analiza w ym iarowa jest m etodą 

szczególnego rodzaju, jest terenem  zdradliw ym  i niebezpiecznym, wym a­
gającym  niezwykłej ostrożności i doświadczenia.

Pierw sza usterka jest zrozumiała: m etoda oparta wyłącznie na działa­
niach wielkościami wym iarowym i nie może dostarczyć żadnych inform a­
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cji w odniesieniu do wielkości bezwymiarowych. Stwierdziliśm y to już 
na możliwie najprostszym  przykładzie przytoczonym poprzednio.

Jeśli chodzi o drugą usterkę, należy zauważyć, że w yjaśnia ją  fakt 
niejednoznacznej odwracalności tw ierdzenia o związku w ym iaru wielkoś­
ci z praw em  fizycznym lub definicji. Na przykład w ym iar średnicy, pro­
m ienia czy też odległości jest zawsze tylko wym iarem  długości, którym  
operuje analiza wymiarowa, i dlatego po otrzym aniu rezultatu, czyli po 
zastosowaniu podstawowego postulatu tej metody, postulatu o odwracal­
ności tw ierdzenia o związku w ym iaru z definicją wielkości fizycznej nie 
wiadomo już, z jakim  rodzajem  długości m am y w istocie do czynienia 
w otrzym anym  wzorze, szczególnie wówczas, gdy ów wym iar występuje 
w pewnej potędze.

Dla potwierdzenia słuszności punktu 2 weźmy przykład, który  podaje 
Drobot na wstępie swej pracy o analizie wym iarowej: Silnik o mocy N  na­
pędza m ieszarkę, której łopatki o średnicy D obracają się z prędkością 
kątow ą w w cieczy o współczynniku dynamicznym  lepkości tj. Jak  zależy 
prędkość kątowa t],N,D?

Na drodze analizy wymiarowej dochodzi się do wzoru.

z którego wynika, że moc użyta do napędu m ieszarki jest proporcjonalna 
do trzeciej potęgi średnicy. Jednak, jak  łatwo zauważyć, wchodzą tu  w grę 
dwie odrębne średnice: średnica łopatki przyjęta w  zadaniu oraz średnica 
koła opisywanego w  czasie ¡obrotu przez środek łopatki. Jeżeli tę ostatnią 
oznaczymy przez d, to  w powyższym wzorze w ¡miejsce D 3 można pod­
stawić następujące w yrażenia

K tóra z tych możliwości wchodzi w grę, nie można stwierdzić na dro­
dze analizy wymiarowej.

Powyższy przykład również może posłużyć do ilustracji usterek  w y­
m ienianych w punkcie 3 i 5, podanych przez Kirpiczewa. Działanie m ie­
szarki cieczy zależy w  wys-ofcim stopniu od rodzaju ruchu, jaki w ystępuje 
w rozpatryw anym  zjawisku. Dla ruchu burzliwego, szczególnie przy du­
żych wartościach liczb Reynoldsa, wpływ lepkości jest znikomy [10], Dzię­
ki tem u w rozpatryw anym  przypadku można pominąć lepkość jako czyn­
nik mało ważny, natom iast należy wprowadzić gęstość ¡płynu, w którym  
w iru ją  łopatki. Taki przypadek omówimy jeszcze później. Opuszczono 
więc (tutaj czynnik istotny, jakim  jest gęstość (punkt 3), wprowadzono zaś 
jako wielkość m ającą znaczenie lepkość, której wpływ, jak  wiemy, jest 
znikomy (punkt 5).

D ■ d , D da , d3 i wreszcie Da • d3 a ,
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Otrzym any w zór byłby zatem  ak tualny  tylko dla cieczy bardzo lep­
kich, w  których nie mogą się wytworzyć wiry. Ale i dla ruchu czysto 
lam inarnego wyprowadzony wzór n ie jest także wolny od zastrzeżeń. 
Chodzi o to, że skoro isto tą oporu, jak i staw ia w irnik m ieszarki, są 
naprężenia styczne spowodowane lepkością płynu, to w  m yśl odpowiednie­
go wzoru definiującego współczynnik lepkości dynamicznej

dw
~~ T‘ ' dx

znanego pod nazwą wzoru Newtona, kierunek zmiany prędkości w  jest 
m ierzony prostopadle do k ierunku przesunięcia dwu sąsiednich w arstw  
cieczy. W ynika stąd, że do wzoru powinien wejść także w ym iar długości 
prostopadły do k ierunku ruchu  cząstek mieszanego płynu, a więc po­
winno się uzwględnić dwie nowe długości: w ym iary szczeliny utworzonej 
przez w irnik pomiędzy osłoną mierzone w kierunku poziomym i piono­
wym. Tu jednak analiza w ym iarow a ostatecznie zawodzi, w c h o d z ą  bo­
wiem w grę w arunki jednoznaczności, do k tórych  zaliczają się następu­
jące:

1) w arunki geometryczne, określające kształt i w ym iary ciał b iorą­
cych udział w zjawisku,

2) fizyczne własności, określające cechy ciał i ośrodka (np. równanie 
ciągłości dla płynów, cecha nieściśliwości dla cieczy, równanie stanu dla 
gazów),

3) w arunki brzegowe, określające zjawisko na granicach ciała,
4) w arunki dotyczące czasu, gdy zjawisko jest nie ustalone w czasie.
W rozpatryw anym  przypadku do warunków  jednoznaczności zalicza

się m. in. w arunki brzegowe. Tych jednak w m yśl punktu  6 analiza w y­
m iarowa nie jest w  stanie brać pod uwagę.

Dalsze wreszcie zastrzeżenie dotyczyłoby wielkości C istniejącej 
w otrzym anym  wzorze. Nie m a najm niejszych podstaw do uznawania tej 
bezwymiarowej wielkości za stałą liczbę. Dla zilustrowania tego faktu 
weźmy pod uwagę nowy przykład:

„Określić natężenie przepływ u ciepła od pręta do otoczenia w zależ­
ności od różnicy tem peratur, przekroju  pręta, jego obwodu, współczyn­
ników przewodzenia i wnikania ciepła”.

Rozpoczynamy od usta len ia  wym iarów  poszczególnych wielkości fi­
zycznych wchodzących w zakres badanego zjawiska:

Q* kcal/h — natężenie przepływ u ciepła,
F m 2 — powierzchnia przekroju pręta,
O m  —- długość obwodu pręta,

A kcal/(m • h  • 1°) — współczynnik przewodzenia ciepła w  m ateriale 
pręta,
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a kcal/(m 2 • h • 1°) —• współczynnik wnikania ciepła od p ręta  do oto­
czenia,

0  1° — różnica tem peratur pomiędzy prętem  i otocze­
niem.

Należy na drodze analizy wym iarowej znaleźć następującą zależność

Q* =  f (F, O, l , a, 0).

W celu określenia poszukiwanej zależności ustalam y tożsamość dy- 
m ensyjną

kcal / kcal \ a- / kcalcal \ “2 
1° • h)

(m)“' • (1°)“*.
h \ m • 1° • h

Tożsamość powyższa dostarcza następujących równań:

dla m etrów: — ai — 2a2 +  a3 =  0,
dla stopni: — di —a2 - +  a 4 =  0,
dla godzin: ~  — a2 = — l,
dla kilckalorii: ai +  a2 =  1.

Ponieważ dwa ostatnie z otrzym anych równań są identyczne, zatem 
dysponujem y jedynie trzem a niezależnymi równaniami, w  których są 
4 niewiadome. Łącząc ze sobą drugie i trzecie równanie otrzym ujem y

a 4 =  1.

Oznacza to, że natężenie przepływu ciepła jest proporcjonalne do bliżej 
nie ustalonej różnicy tem peratur. Jaik widzimy, na drodze analizy wym ia­
rowej otrzym aliśm y niewiele, po zupełnym bowiem w ykorzystaniu po­
wyższych równań otrzym am y już tylko zależność

— a2 +  a3 =  1, 

co łącznie z ostatnim  równaniem  dostarcza związku
♦

«1 + «3 = 2.

Na tej drodze nie można otrzymać rozwiązania. Należy zastanowić 
się, dlaczego wynik tych działań jest taki nikły. Powróćmy więc do praw  
wyjściowych, k tóre określają przebieg rozpatrywanego zjawiska. Są to 
praw a Fouriera

Q* = _ F . X . ^ ,
dx

oraz Newtona

d Q* = O • a • 0 • dx .
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W prowadzając pojęcie oporu cieplnego przewodzenia

oraz oporu w nikania

a
można wspom niane praw a napisać w  postaci

Jak  łatwo się przekonać, wymiarowo ostatnie dwa równania są iden­
tyczne. Inaczej mówiąc, w ym iary oporu cieplnego przewodzenia i oporu 
w nikania ciepła są wym iarowo identyczne, lecz różne pojęciowo. Mamy 
zatem  w tym  przypadku do czynienia z podaną przez Kirpiczewa usterką 
wym ienioną w punkcie 2.

Dzięki wym nożeniu odpowiednich wym iarów, w ystępujących w obu 
wzorach, jednoznaczna odwraealność tw ierdzenia o związku wymiarów 
z przynależnym  praw em  fizyki przestała istnieć. Innym i słowy, dla ana­
lizy wymiarowej  nie ima żadnej różnicy pomiędzy praw em  Fouriera i p ra­
wem Newtona, jeśli napisać je w powyższej postaci.

Przez działania typow e dla analizy wym iarowej, polegające na odwró­
ceniu tw ierdzenia o pochodzeniu wymiarów, podobne wymiarowo, lecz 
różne pojęciowo współczynniki przewodzenia ciepła i w nikania ciepła 
„pomieszały“ się podczas m nożenia wym iarów  i nie mogą być już na tej 
drodze rozdzielone.

Spróbujm y jednak ułożyć rów nania opisujące p raw a Fouriera i New­
tona w ten  sposób, aby uniemożliwić wspomniane pomieszanie pojęć w ła­
ściwe analizie wym iarowej. Jak  widzimy, w  pierwszym  z tych  równań 
figuruje iloczyn F • 1 o w ym iarze kcal • m /(l °h), w drugim  natom iast O • a 
o wym iarze koał/(m • 1 ° • h).

Gdyby każdy z powyższych iloczynów potraktow ać jako jedną w iel­
kość fizyczną, m ając na względzie to, że każdy z czynników wchodzących 
w skład iloczynu w yw iera równorzędny w pływ  na przebieg zjawiska — 
otrzym alibyśm y następującą tożsamość dym ensyjną:

Tożsamość powyższa jest spełniona, gdy da się rozwiązać następujący 
układ równań dla poszczególnych wymiarów:

kcal
h \ 1° • h

dla m etrów: +  Ł>i — b2 =  0,
dla stopni: — bi — b2 +  b3 =  0



12 W itold O kolo-Kułak

dla godzin: — bi — b2 =  — 1,
dla kilokalorii: bi +  b2 =  1.
Ponieważ dwa ostatnie rów nania są identyczne, maimy układ trzech 

równań niezależnych o trzech niewiadomych. Po rozwiązaniu tego układu 
równań otrzym ujem y następujący wynik:

bi — b2 — — , b3 =  1.
2

Oznacza to, że poszukiwany wzór może być napisany w następującej 
formie:

Q* =  C • j/(F • X) • (O • a) • 0 .

Mimo że postać wzoru jest na pozór poprawna, a nawet odpowiada 
rzeczywistej wartości dla przypadku, gdy długość p rę ta  zdąża do nieskoń­
czoności, droga, na której otrzym aliśm y powyższy wynik, jest daleka od 
poprawności.

Chodzi mianowicie o to, że w  wywodzie nie wzięliśmy pod uwagę dłu­
gości p ręta  i jeśli traktow ać wielkość bezwym iarową C jako stałą, to 
z powyższego wzoru wynikałoby, że długość p rę ta  L nie m a wpływu na 
natężenie przepływ u ciepła od p ręta  'do otoczenia. W rzeczywistości jest 
jednak inaczej, proste bowiem rozumowanie wykazuje, że im  większa 
jest długość p ręta  L, tym  większe jest natężenie przepływ u ciepła. Na­
leży zatem  stwierdzić, czy wielkość bezwym iarowa C nie jest czasem 
funkcją pewnych wielkości bezwymiarowych, utworzonych ze zmien­
nych param etrów  m ających istotny w pływ  na przebieg zjawiska.

Spróbujm y zatem  zastosować tzw. teorem at Buckinghama, w ynika­
jący z tw ierdzenia tegoż autora, k tóre znane jest pod nazwą: twierdze­
nie a. W m yśl wspomnianego twierdzenia ilość kryteriów  bezwym iaro­
wych jest rów na różnicy pomiędzy najm niejszą ilością zmiennych pa­
ram etrów  określających zjawisko i ilością niezależnych jednostek przy­
jętego układu.

W naszym przypadku m am y następujące param etry  określające 
zjawisko

O, a, F, l, L, 0.

Natom iast ilość niezależnych jednostek układu wynosi 4:

m, h, kcal, 1°.

W m yśl teorem atu Buckinghama ilość bezwywiarowych kryteriów  
wynosiłaby zatem

6 - 4  =  2,

co nie jest zgodne z prawdą.



W łaściwe zastosowanie analizy w ym iarow ej 13

Błędem byłoby również traktow ać jednostki tem peratury  1° i ciepła 
kcal jako jednostki zależne, wówczas bowiem ilość kryteriów  w ypada­
łaby 3, co jest jeszcze gorszym w ynikiem  niż poprzedni.

Pozostaje jeszcze jedna ewentualność czasami zalecana: złączyć b a r­
dzo zbliżone wym iarowo param etry  w  jedną grupę. W naszym przypadku 
tę grupę stanow iłyby długość L, obwód pręta  O i powierzchnia F. W tym  
przypadku ilość kryteriów  byłaby równa zeru, czyli wielkość bezwymia­
rowa C byłaby stałą (liczbą). Ponieważ i  ten  przypadek jako niezgodny 
z praw dą należy odrzucić, widzimy, że wciąż nie wiadomo nic o w yraże­
niu C poza tym , że jest ono bezwymiarowe.

Należy zatem  wywód wzoru przeprowadzony poprzednio anulować, 
wprowadzić długość p rę ta  L  jako wielkość m ającą isto tny wpływ na prze­
bieg rozpatryw anego zjaw iska i rozwiązać nowy układ rów nań w ynikają­
cy z tożsamości wym iarowej. W tym  przypadku jednak okazałoby się, że 
mamy za mało rów nań dla wyznaczenia niewiadomych.

Po raz drugi analiza wym iarowa wpędziła nas w  ślepą uliczkę.
Dzięki nieodwracalności (lub niejednoznacznej odwraealności) tw ier­

dzenia o pochodzeniu w ym iarów  wielkości fizycznych działania stanow ią­
ce istotę analizy wym iarowej, a polegające na  przejściu od wym iarów 
rozpatryw anych wielkości do właściwej postaci wzoru fizycznego', k tóry  
w yraża pew ne praw o fizyki, nie doprowadzają do popraw nych wyników, 
szczególnie gdy w  grę wchodzą wielkości różne, lecz identyczne wym iaro­
w o (L, O) lub praw a fizyki określające tę  samą wym iarowo wielkość 
(w naszym przypadku praw a Fouriera i Newtona).

Jedynym  popraw nym  wyjściem  jest przeprowadzić do .końca wywód 
m atem atyczny oparty na  rozwiązaniu zależności w ynikających z praw  
Fouriera, Newtona i I zasady term odynam iki, zastosowanych do rozpatry­
wanego przypadku.

Wywód m atem atyczny prowadzi do rozwiązania liniowego rów nania 
różniczkowego drugiego rzędu [6], W całce ogólnej tego rów nania figu­
ru ją  dwie stałe całkowania, k tó re  łatw o jest wyznaczyć z warunków  brze­
gowych. Ponieważ w m yśl punk tu  6 zestawienia Kirpiczewa analiza w y­
miarowa nie uwzględnia w arunków  brzegowych, sta je  się jasne, dlaczego 
nie można było poprzednio dojść do poprawnego wyniku przy określa­
niu kwestii zmienności czy stałości w artości C.

Ostateczne rozwiązanie tego zadania (dla przypadku ruchu ustalonego 
oraz po przyjęciu pew nych założeń upraszczających) m a postać

Q* = ^ F  • X • O • a • 0  • tgh(żł • L),
gdzie
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Jak  widzimy, bezwym iarowa wielkość C nie jest stała, lecz zależy od 
O, a ,  F, l, L, a zatem  od wszystkich z w yjątkiem  tem peratury  wielkości, 
określających rozpatryw ane zjawisko.

Ponieważ charak ter funkcji tgh x  jest tego rodzaju, że dla x  zdążają­
cych do nieskończoności funkcja tgh x  zdąża do jedności, zatem  dla pręta 
nieskończenie długiego bezwym iarowa wielkość C jest stała i wynosi 1.

Przy rozwiązywaniu powyższego zadania na drodze analizy wym iaro­
wej, nie ma najm niejszych logicznych przesłanek na to, aby długość prę­
ta  L umieścić wyłącznie w  bezwymiarowej wielkości C, a obwód pręta O 
zarówno w wielkości C, jak  i w dalszej części wzoru, tzn. w  jednom ia- 
nie potęgowym.

Ogólnie biorąc zachodzi obawa, że najpew niejsze w yniki na drodze 
analizy wym iarowej osiągamy wówczas, gdy m am y przed sobą gotowy
wzór wyprowadzony na innej, bardziej przekonywającej drodze.

Wniosek powyższy jest słuszny tylko dla takich przypadków, w któ­
rych zjawisko fizyczne jest określone za pomocą dwu odrębnych praw  
określających tę  sarną wymiarowo wielkość. Takimi są właśnie praw a 
Fouriera i Newtona.

Dla potw ierdzenia powyższego rozpatrzym y jeszcze jeden przykład 
z dziedziny hydromechaniki:

„Określić moc mechaniczną, niezbędną do pokonania oporów, pow sta­
łych podczas wirowania tarczy w płynie” .

Ustalam y pcczątkowO' wielkości fizyczne m ające wpływ na przebieg 
zjawiska oraz ich wym iary:

moc — N  w ym iar M • L2 • T~3
gęstość p łynu — y „ M ■ L~3 ,
lepkość płynu — tj ,, M • T ~ l ■ L“ 1 ,
prędkość kątow a — nj „ T-1 ,
średnica tarczy — D „ L

Chodzi o znalezienie zależności

N  = f ( y ,  ri, D, n*).

W arunek jednorodności wymiarowej w ym agałaby  była spełniona na­
stępująca tożsamość dym ensyjna:

M • L2 • T~3 = L m' • (M • L ~3 )m- • (M • L-1 • T_1)"!s • (T-1)mł.

Tożsamość powyższa będzie spełniona, gdy będą słuszne równania:

dla długości L : 2 =  m 1 — 3 m 2 — m3 
dla m asy M : 1 =  m 2 +  m 3, 
dla czasu T : — 3 =  — m», — m , .
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Jak widzimy z. powyższego, dysponujem y jedynie trzem a rów naniam i 
niezależnymi o czterech niewiadomych, co uniemożliwia rozwiązanie za­
dania na drodze analizy wym iarowej.

Łatwo jednak przekonać się, że układ ten będzie miał jednoznaczne 
rozwiązania, gdy pominąć wpływ np. lepkości, tzn. położyć m 3 =  0.

Taki przypadek w ystąpi dla dużych wartości liczb Reynoldsa, wówczas 
bowiem w pływ  lepkości płynu jest znikom y [10],

Rozwiązaniami układu będą wówczas wartości

O trzym any w ynik potw ierdza doświadczenie. W dziale dotyczącym 
budowy turb in  znany jest dobrze wzór Stodoli określający tzw. stra ty  
tarcia i w entylacji tarczy wirnikow ej obracającej się w atmosferze pary 
wodnej [6], [9],

We wzorze tym  poza znanym i wielkościami oznaczają: 
a. — bezwym iarową wielkość zależną od stanu  pary  i ewentualnej za­

wartości wilgoci,
£ — bezwym iarową wielkość (stopień zasilania) zależną od obciążenia 

oraz od konstrukcji turbiny, 
i — długość łopatki, 

u  — prędkość obwodową w irnika.

Przytoczony wzór określa jednocześnie dwie stra ty . Pierw sza z nich, 
s tra ta  tarcia w irnika o gaz, jest określona za pomocą pierwszego w yraże­
nia w  nawiasie graniastym . Jak  widzimy, s tra ta  tarcia jest proporcjonalna 
do iloczynu D 2 • u s • y, ponieważ ]ednak

zatem stra ta  ta jest proporcjonalna do iloczynu D 5 • n0*3 • y. W ynik ten  
jest identyczny z otrzym anym  na  drodze analizy wym iarowej.

Druga część wzoru Stodoli określa tzw. s tra ty  „w entylacji”, spowo­
dowanej przez łopatki w irujące w  atmosferze pary. Zjawisko to jest 
równoznaczne z mieszaniem pary i dlatego wiąże się z poprzednio roz­
ważanym  przykładem  mieszarki. Zasadą działania m ieszarki jest wytwo-

m 2 =  1, m 1 — 5 , m 4 =  3 .

Poszukiwana zależność przyjm uje postać [9],

N = C • D5 • (n*f  • y .

3
N =  a • [1,46 • D2 +  0,83 ■ (1 -  e) • D • l1-5]- • y.

u =  ś  • D • n*,
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rżenie wirów, wiadomo bowiem jeszcze od czasów doświadczeń Rey­
noldsa, że ruch lam inarny nie powoduje mieszania.

Wzór Stodoli jest słuszny dla przypadku tarczy w irującej w nieogra­
niczonym ośrodku. Osłona turbiny powoduje zmniejszenie tych stra t 
dzięki temu, że w  tych przypadkach zm ieniają się w arunki brzegowe, 
których analiza wym iarowa zgodnie z punktem  6 nie jest w  stanie re ­
spektować.

W racając do rozpatrywanego przykładu, załóżmy teraz inny przypa­
dek. Dla m ałych wartości liczb Reynoldsa charakter ruchu ulega zasadni­
czej zmianie: w iry znikają, przepływ staje  się lam inarny i ustala się 
w czasie. W tym  przypadku w pływ  gęstości ośrodka zanika, a istotę 
oporów stanowią siły  lepkości. Należy zatem położyć teraz

Po rozwiązaniu układu równań dym ensyjnych otrzym am y wynik

otrzym anym  poprzednio dla przypadku mieszarki, prędkość bowiem kąto­
wa co jest identyczna z n*0. Jeszcze jeden przykład potwierdzający fakty 
omyłek tak  częste dla analizy wym iarowej: otrzym any wzór określający 
w arunki działania m ieszarki nie jest słuszny dla zjawiska mieszania.

Należy jednak ¡bezstronnie stwierdzić, że w iną w tym  przypadku nie 
można obarczać analizy wym iarowej, każda bowiem m etoda da złe wy­
niki przy przyjęciu błędnych założeń.

Pozostaje jeszcze do w yjaśnienia kwestia, dlaczego zadanie staje się 
nierozwiązaine za pomocą analizy wym iarowej, gdy założymy równorzęd- 
ność wpływu lepkości i gęstości.

W pływ gęstości ośrodka jest zrozumiały w  przypadku istnienia wirów, 
wówczas bowiem przyczyną oporu ośrodka, w  którym  w iruje tarcza, są 
siły bezwładności przyspieszanego przez w irnik płynu. Wielkość tych sił 
określa drugie prawo Newtona, w  m yśl którego siła jest proporcjonalna 
do iloczynu m asy i przyspieszenia. Ponieważ w działaniach związanych 
z zastosowaniem analizy wym iarowej znajdują się w ym iary takich w iel­
kości jak  m asa i moc, jest więc respektowane prawo Newtona, które sta­
nowi pomost przy przejściu od m asy do siły, a następnie od siły do pracy 
i mocy. Lecz oprócz sił bezwładności w ystąpią w  tym  przypadku również 
i siły spowodowane lepkością ośrodka określone wzorem

m 2 =  0 oraz m 3 =£ 0.

N = C ■ D3 • (n*|2 • 7j.

W ynik ten, jak łatwo zauważyć, pokryw a się ze wzorem



W łaściwe zastosowanie analizy w ym iarow ej  77

dx

Maimy zatem  do czynienia z dwoma odrębnym i praw am i określający­
mi tę sam ą wielkość fizyczną (siłę). Jak  w iem y z przykładu transportu  
ciepła w  pręcie, analiza w ym iarowa nie jest w  stanie uwzględnić obu ta ­
kich praw  jednocześnie, m etoda ta bowiem jest „czuła” tylko na wym iar 
ry, a w  żadnym  przypadku nie na sens fizyczny praw  przyrody.

V. Jeżeli zjaw isko podlega jeszcze n ie  w ykrytem u praw u, analiza 
wym iarowa jest całkowicie bezsilna. Wnosi ona jedynie i to nie zawsze 
w całości, tylko to, co już fizyka posiada i nic więcej. Jeżeli zatem  sto­
sujem y analizę w ym iarową do zjawiska dotąd nie poznanego dokładnie, 
to rezulta t może być pozytyw ny tylko wówczas, gdy zjawisko podlega 
znanym  prawom, a szczęśliwym zbiegiem okoliczności dobierze się takie 
wielkości fizyczne określające jego przebieg, k tóre w ynikają z praw  rzą­
dzących owym zjawiskiem.

Dlatego właśnie w  takich przypadkach in tu icja  i wyczucie przebiegu 
fizycznej strony zjaw iska są niezbędne.

Analiza wym iarow a prowadzi z reguły n a  manowce, gdy nie docenia­
m y fizycznej strony zjaw iska lub nie bierzem y jej w  dostatecznej m ie­
rze pod uwagę. Weźmy przykładow o teorem at Buekinghama, na k tórym  
w ostatnich czasach często opierają się autorowie nowszych dzieł.

K irpiczew w swej pracy pt. Analiza wymiarowa  [4] poświęca tej spra­
wie parę  słów. W m yśl itego teorem atu  ilość kry teriów  bezwymiarowych, 
dostatecznie opisujących zjawisko, jest rów na różnicy pomiędzy ilością 
param etrów  określających zjawisko a ilością niezależnych wym iarów uży­
tego układu jednostek. Jednak  Kirpiczew wykazał, że teorem at ten  nie 
zasługuje właściwie na nazwę teorem atu, jest to  bowiem przyjęcie lub za­
łożenie spraw dzające się ty lko w pewnych szczególnych przypadkach. Na 
szczegółowym przykładzie, dotyczącym w ym iany ciepła pomiędzy ścianką 
ru ry  i płynem , Buckingham  ilu stru je  swój wywód. Kirpiczew w ykazał 
na tym  sam ym  przykładzie, że Buckingham  popełnił dwie omyłki: p ierw ­
sza polega na  w prowadzeniu czterech k ry teriów  w  m iejsce trzech dostate­
cznie opisujących zjawisko, druga — na zaniedbaniu liczby Reynoldsa 
w przypadku ruchu burzliwego [4], Ponadto przykład ten  jest dowodem 
błędności założenia, że bezwym iarowe kry terium  może posiadać tylko- je­
dną w tórną wielkość fizyczną (za w tórne wielkości Buckingham uważa ta ­
kie param etry, jak: współczynniki w nikania i przewodzenia ciepła, dyna­
miczny współczynnik lepkości, ciepło właściwe). Kirpiczew w ytyka ten  
błąd podając przykład k ry terium  (Nusselta), k tóre zawiera dwie w tórne 
wielkości. Przykład ten, jak podkreśla Kirpiczew, wykazuje jednocześnie
2 E n e rg e ty k a  zesz. 2
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błędność wywodu drugiego teorem atu podobieństwa opartego na takim  
błędnym  założeniu.

Dobrym  przykładem  na niewłaściwe podejście do analizy wymiarowej 
jest tzw. paradoks Riabouschinskiego. Przekonyw ujące wyjaśnienie tego 
paradoksu jest zasługą T. A. A fanassjew ej-Ehrenfest. Niestety, praca tej 
uczonej nie jest dostatecznie znana i w tym  tylko należy szukać przy­
czyny, że mimo upływu tylu lat od jej ogłoszenia (1925 r.) wielu auto­
rów bezskutecznie łamie sobie głowę nad wyjaśnieniem  domniemanego 
paradoksu.

W artykule ogłoszonym w 1915 r. Rayleigh rozważa następujące za­
danie [4], [8]: Ciało stałe określonego kształtu  jest om ywane strum ieniem  
cieczy. Tem peratury ciała to  i  cieczy t >  to  są to niezmienne. Należy 
określić natężenie przepływ u ciepła od cieczy do ciała.

Na przykładzie tym  Rayleigh dem onstruje swoją metodę, z k tórą już 
zapoznaliśmy się poprzednio. W skutek pominięcia bardzo istotnego wpły­
wu lepkości cieczy uczony ten otrzym uje wzór niekom pletny w postaci

Nu = f (Pe)

We wzorze powyższym brakuje k ry terium  Reynoldsa, k tóre w ystąpi 
dopiero po wprowadzeniu kinematycznego współczynnika lepkości.

W krótce po ogłoszeniu artykułu  Rayleigha Riabouschinsky [4] zakwe­
stionował otrzym any w ynik twierdząc, że jeśli wyrugować z wzoru otrzy­
manego przez Rayleigha tem peraturę  i wyrazić ją  za pomocą średniej 
kinetycznej energii drobin otrzym uje się zależność

Nu  =  j  (Pe, cl3).

Jak  widać, wchodzi teraz w  grę nowa wielkość c • l 3, w skutek czego 
rozpatryw ane zjawisko jest mniej określone n iż  poprzednio.

Zatem  uwzględnienie teorii kinetycznej ciepła miałoby dawać wzór 
mniej określony, bo zależny od dwu zmiennych, a nie od jednej, jak to 
było wówczas, gdy tem peraturę traktow ało się jako wielkość pierw otną 
(niezależną od innych).

Na tym  właśnie polega paradoks Riabouschinskiego.
Nad paradoksem  tym  toczyła się przez wiele la t jałowa dyskusja. Do­

piero praca A fanassjew ej-Ehrenfest wyjaśniła go całkowicie.
Oto co pisze w tej spraw ie Kirpiczew:
„Z punktu widzenia teorii podobieństwa omyłka Riabouschinskiego jest oczywista, 

naruszył on bowiem obydwa podstawowe prawa teorii podobieństwa (przypadek 7). 
Riabouschinsky w równaniach matematycznych ujmujących zjawisko, temperaturę 
wyraził za pomocą średniej energii kinetycznej drobin, tj za pomocą wielkości 
(prędkości molekularnej, masy drobinowej), których nie spotyka się w żadnych 
z równań matematycznych określających to zjawisko (naruszenie punktu 7b). 
W związku z tym w równaniu Riabouschinskiego występuje dodatkowy wskaźnik 
podobieństwa. Nie ma żadnych podstaw, aby w równaniu dymensyjnym wiązać ze
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sobą wielkości tego samego wymiaru, lecz mające różne znaczenia, jak prędkość 
płynu i prędkość molekularna drobin”.

VI. Przytoczone wywody w ykazują konieczność wielkiej ostrożności 
w zastosowaniu analizy wym iarowej. W świetle powyższych rozważań 
nasuwa się naw et pytanie, czy poza zakresem  specjalnych prac badaw ­
czych należy ją  stosować, skoro w  m etodzie tej jest tak  duże prawdopo­
dobieństwo popełnienia błędu.

Czy wolno n a  przykład stosować tę  metodę tam, gdzie są znane i  w ie­
lokrotnie doświadczalnie sprawdzone piękne wywody oparte są na zrozu­
mieniu i odpowiedniej in te rp re tac ji praw  fizycznych?

Wywód oparty na  analizie wym iarowej jest zazwyczaj w ielokrotnie 
krótszy od właściwego wywodu fizycznego, nie rzuca jednak właściwego 
światła na przebieg rozpatryw anego zjawiska. Dlatego s t o s o w a n i a  
a n a l i z y  w y m i a r o w e j  j a k o  m e t o d y  d y d a k t y c z n e j  
n i e  m o ż n a  z a l e c a ć .  Wnosi ona bowiem dodatkowe szkody obni­
żając poziom w ykładu i skłania uczących się do stosowania wygodnej 
łatwizny kosztem właściwego zrozumienia istoty zjawiska.

W zakończeniu swej pracy o analizie wym iarowej Kirpiczew pisze: 
„Tylko metoda analizy równań matematycznych ujmujących zjawisko może dać 

całkowicie pewne rezultaty. Dlatego mając do wyboru obie metody (analizę wymia­
rową oraz analizę równań matematycznych wynikających z praw fizyki) należy tej 
ostatniej właśnie dać pierwszeństwo. Jednakże, jeżeli równania matematyczne ujm u­
jące zjawisko nie są znane, z dwu metod pozostaje tylko jedna — analiza wymia­
rowa. Stosując jednak tę metodę, nie należy zapominać, że otrzymane wyniki nie 
są całkowicie pewne, i należy szukać ich potwierdzenia na drodze eksperymentalnej 
lub teoretycznej“.

Analiza wym iarow a powinna być zatem  przede wszystkim  narzędziem  
(nie jedynym  zresztą) w  rękach badacza, powinna być stosowana w insty­
tu tach naukowych, laboratoriach, pracowniach, słowem, w  specjalnych 
zakładach badawczych. Zastosowana natom iast w dydaktyce jako m etoda 
wyprowadzania znanych wzorów przynosi- wręcz opłakane skutki, powo­
dując zwykle zam iast w yjaśnienia przedm iotu — powstawanie coraz no­
wych wątpliwości i nieporozumień.

Otrzym ano 15 m aja 1955 r.
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