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Wiasciwe zastosowanie analizy wymiarowej

W artykule okreslono szczeg6towo spos6b (mechanizm) dziatania analizy wy-
miarowej. Przytoczono caly szereg usterek charakterystycznych dla tej metody.
Usterki te wyjasniono na przyktadach. Wskazano niewtasciwe jak réwniez odpowie-
dnie zastosowania analizy wymiarowej.

l. Analiza wymiarowa, ktorg w zesztym stuleciu zapoczatkowali Jean
Baptiste Fourier oraz Joseph Bertrand, przenikneta do takich gatezi na-
uki jak: mechanika, inzynieria chemiczna, termodynamika (szczegdlnie
przeptyw ciepta).

W polskiej literaturze technicznej poswieca sie analizie wymiarowej
od pewnego czasu sporo uwagi [1], [2], [3], [10].

Ze wzgledu na tatwos$¢ i szybkos¢, z jakg metoda ta prowadzi do wy-
nikdw koncowych," analiza wymiarowa znalazta szerokie zastosowanie
szczegblnie w tych dziatach nauki, gdzie Sciste rownania matematyczne
okreslajgce fizyczng strone przebiegu zjawiska nie sg jeszcze sformuto-
wane.

Poniewaz jest to metoda bardzo specyficzna i zupetnie niepodobna do
innych stosowanych najczesciej w naukach $cistych — nie jest trudno
popetni¢ szereg btedow przy jej stosowaniu. Nie unikneli ich zresztg ucze-
ni nawet tej miary co John Wiliam Rayleigh, ktéry chcac okresli¢ nate-
zenie przeptywu ciepta na drodze konwekcji wymuszonej dla pewnego
przypadku — nie wziagt w ogoéle pod uwage lepkosci ptynu i wskutek te-
go otrzymat wzo6r niekompletny [4], Rowniez i Riabouschinsky padt ofiarg
pomytki wprowadzajgc do dziatan analizy wymiarowej dwie odrebne po-
jeciowo, lecz identyczne wymiarowo predkosci: molarng (strumienia ma-
sy) ptynu oraz molekularng predkos$¢ czastek gazowych [2], [4],

Ta wiasciwos¢ metody, w ktérej na kazdym kroku grozi mozliwos¢ po-
petnienia grubego biedu, sprawita, ze analiza- wymiarowa ma zacietych
przeciwnikow.

Z drugiej strony krotko$¢ wywodéw i mozliwo$¢ otrzymywania osta-
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tecznych wynikow na podstawie jedynie powierzchownej znajomosci stro-
ny fizycznej zjawiska sprawity, ze ma ona réwniez zwolennikéw, a na-
wet entuzjastéw.

Stad konieczno$¢ zajecia w tej sprawie decydujacego stanowiska.

Przede wszystkim nalezy da¢ odpowiedz na kilka pytan zasadniczych:
Co to jest analiza wymiarowa? Na czym polega jej istota? Jakie sg mozli-
wosci popetnienia bledow przy stosowaniu analizy wymiarowej? Gdzie
powinna, a gdzie nie powinna by¢ stosowana?

Il. Specyficzne cechy tej metody dowodza niezbicie, ze analize wy-
miarowg nalezy zaliczy¢ do pewnego rodzaju algebry. Algebra ta okre-
$lona jest operacjami na pewnym zhiorze wielko$ci wymiarowanych oraz
oparta na pewnych aksjomatach, np. przemiennos$ci acznosci itp. Podsta-
wy tego rodzaju ujecia analizy wymiarowej ustalit Drobot [2],

Nie jest rzeczg przypadku, ze twdrcg analizy wymiarowej jest ge-
nialny fizyk i matematyk Fourier, ktory twierdzit, ze kazde poprawnie
utozone réwnanie ujmujgce przebieg fizycznego zjawiska powinno spetl-
nia¢ postulat jednorodnos$ci wymiaréw.

Mysl Fouriera podjat w dalszym ciggu Bertrand, ale w stosunku do
jeszcze nie wykrytych lub niezbyt dokladnie okre$lonych zjawisk fizycz-
nych, dla ktorych nie znano jeszcze réwnahn matematycznych okres$laja-
cych ich przebieg.

W wyniku mocnej podbudowy matematycznej bedacej zastugg Fe-
dermana i Afanassjewej-Ehrenfest ustalono Scisty zwigzek miedzy analizg
wymiarowg i teorig podobieristwa. ROwniez tej ostatniej przypadta zastu-
ga wyjasniania paradoksu Riabouschinskiego.

IIl. W celu wyjasnienia istoty analizy wymiarowej wielu autoréw po-
daje prosty przyktad zaczerpniety z kinematyki. Wyprowadza sie np. wzo-
ry okreSlajace droge przebyta przez swobodnie spadajgce ciato lub pred-
kos¢ tego ciata w zaleznosci od przyspieszenia sity ciezkosci i wysokosci:

§s=Cegt2 lub w =Ce}g-eh

Okazuje sie przy tym, ze wielko$¢ bezwymiarowa C wystepujaca we
wzorach tego typu nie moze by¢ metodami analizy wymiarowej wyzna-
czona.

Analiza wymiarowa jako metoda jest zdumiewajgco szybka i prosta,
przy tym rozumowanie dotyczace strony fizycznej zachodzacego zjawi-
ska jest nader skape i zazwyczaj ogranicza sie do ustalenia, ktére
z wielkos$ci fizycznych majg wptyw na przebieg rozwazanego zjawiska.
Dalsze operacje prowadzgce do wyniku koricowego sg juz tylko bardzo
prostymi dziataniami algebraicznymi, ktére mozna wykona¢ niemal auto-
matycznie.
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llo$¢ przyktadéw ilustrujgcych dzialania zwane analizg wymiarowg
jest spora, lecz wiasciwie pomija sie zupeinie sprawe, na czym polega
sam mechanizm dziatania, a wiec istota analizy wymiarowej.

Sprobujmy jednak odpowiedzie¢ na to pytanie. W tym celu $ladem
entuzjastow analizy wymiarowej wezmy przyktad zaczerpniety z kine-
matyki. Bedzie to jednak jeszcze prostszy przyktad niz przytoczone uprze-
dnio wzory:

Okresli¢ droge | m przebytag w czasie t sec przez ciato poruszajgce sie
z predkoscig w m/sek.

W celu okres$lenia drogi jako funkcji predkos$ci i czasu zastosujemy
metode Rayleigha. Metoda ta jest bezpos$rednia konsekwencja twierdze-
nia Fouriera o jednorodno$ci wymiardw rownan ujmujacych zjawisko fi-
zyczne: wymiar wielkoSci znajdujacych sie po lewej stronie znaku réw-
nosci musi by¢ identyczny z wymiarem obowigzujgcym prawda strone.

Jezeli zatem zatozymy, ze poszukiwana zaleznos¢

i = f(t,w)
da sie przedstawi¢ w postaci jednomianu
I =c ewm' etn,
co jest jednym z postulatow analizy wymiarowej, to po wstawieniu odpo-

wiednich wymiaréw wielkosci fizycznych dochodzimy do tozsamo$ci dy-

mensyjnej T 1
mi
LleTo=1—j Tm

stanowigcej podstawe metody Rayleigha.

Tozsamos$¢ powyzsza wystapi wéwczas, gdy bedg spetnione nastepuja-
ce réwnania:
dla wymiaru dtugosci L: mi = 1,
dla czasu T: —mj + mo = 0.

Po rozwigzaniu powyzszego uktadu réwnan otrzymujemy bardzo pro-
sty wynik

rmj = m2= 1.

Oznacza to, ze przebyta przez ciato droga jest proporcjonalna do ilo-

czynu pierwszych poteg predkosci i czasu

| = Cew ot

PrzeSledzmy teraz droge, ktéra doprowadzita do ostatecznego wyniku.
Punktem wyjscia byt, jak tatwo zauwazyé¢, wymiar predkosci wynika-
jacy z definicji tego pojecia
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= —m/sec
t

i to juz wystarczyto do rozwigzania zadania.

Jak widzimy z tego przyktadu, wymiar wielkosci fizycznej (z pomi-
nigciem podstawowych poje¢ danego ukiadu) iest bezposrednig konsek-
wencjg jej definicji. Jezeli to proste twierdzenie daloby sie jednoznacznie
odwréci¢, doszlibySmy do wniosku, ze biorgc pod uwage wymiar danej
wielkosci fizycznej i wprowadzajac go do obliczen charakteryzujacych
analize wytmiarowag uwzgledniamy tym samym w calej rozciggtosci jej
definicje. Tak dzieje si¢ w wypadku, gdy wprowadzamy najprostsze po-
jecia wtdérne, jak np. predkos$¢, przyspieszenie itp.

Przechodzac do bardziej skomplikowanych pojeé wielkosci fizycznych,
jak sita, wspotczynnik przewodzenia ciepta, ciepto witasciwe, lepkos¢ itp.,
nie trudno jest zauwazy¢, ze wymiar tych wielkosSci jest juz scisle zwig-
zany z pewnymi prawami fizyki. W ten sposob piszac np., ze wymiar si-
ty jest identyczny z wymiarem iloczynu masy przez przyspieszenie —
stosujemy milczgco drugie prawo Newtona, a w dalszym ciggu wszedzie,
gdzie wystepuje tak okreslony wymiar sity, bedzie milczaco zastosowane
wspomniane prawo.

Zatem wymiar danej wielko$ci fizycznej zdradza jej podporzgdkowa-
nie odpowiedniemu prawu fizyki. Na przyktad wymiar wspotczynnika
przechodzenia ciepta wynika z podstawowego prawa Fouriera dotyczace-
go przewodzenia ciepta. To samo mozna powiedzie¢ i o dynamicznym
wspotczynniku lepkosci, wspotczynniku wnikania ciepta i innych wtérnych
wielkos$ci fizycznych, jWe wszystkich tych wielkos$ciach tkwig wymiary
bedgce dowodem nierozerwalnej tacznoSci danego pojecia z jego defini-
cja lub odpowiednim prawem fizyki.

Dalszy wniosek jest juz oczywisty: wszelkie dziatania polegajace na
operacjach wymiarami sg réwnoznaczne z milczagcym zastosowaniem pod-
stawowych praw lub definicji fizycznych, pod warunkiem jednak, ze
twierdzenie o pochodzeniu wymiaru danego pojecia jest jednoznacznie
odwracalne.

Widzimy zatem, na czym polega analiza wymiarowa.

Jesli chodzi o samg czynnos¢, to nalezy stwierdzi¢, ze analiza wymia-
rowa zazwyczaj nie dostarcza jednoznacznych wynikoéw lub tez w ogdle
nie prowadzi do rezultatu. Nie ma nigdy pewnosci co do poprawnosci
otrzymanego wzoru, nawet w najprostszych przypadkach. Na przyktad
w otrzymanym uprzednio wzorze okreslajgcym przebyta przez ciato dro-
ge, nie jest wiadoma warto$¢ C, o ktdrej wiemy tylko tyle, ze jest bez-
wymiarowa.
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V. Stosujac wspomniang poprzednio metode Rayleigha otrzymujemy
bardzo czesto za matg ilo$¢ rownan niezaleznych w stosunku do ilosci nie-
wiadomych. W takim witasnie przypadku analizy wymiarowej nie da sie
zastosowacé i zachodzi konieczno$¢ dostarczenia dodatkowych informacji
o fizycznej stronie przebiegu zjawiska.

Przyczyna tych ujemnych witasciwosci moze by¢ tylko niepewnos$é co
do postulatu tkwigcego u zrddet samej metody.

Czyzby twierdzenie o przynalezno$ci wymiaru do odpowiedniego pra-
wa fizycznego lub definicji bylo nie zawsze jednoznacznie odwracalne?

Jesli tak jest naprawde, to jasne sie staje, ze analiza wymiarowa nie
jest wolna od catego szeregu usterek lub nawet bardzo powaznych wad.

Zastugg M. W. Kirpiczewa jest zebranie i okre$lenie najpowazniej-
szych usterek, tak charakterystycznych dla analizy wymiarowej. Jest
rzeczg bardzo wazng poznac je doktadnie, dlatego przytaczamy je w pet-
nym brzmieniu za wspomnianym autorem [4]:

1. Analiza wymiarowa nie moze dostarczy¢ danych o wielko$ciach
bezwymiarowych.

2. Metody stosowane w analizie wymiarowej nie pozwalajg rozréznic
wielkosci o identycznych wymiarach, majacych jednak rd6zne znaczenie
fizyczne.

3. Mozna popetni¢c omytke opuszczajagc wielkos¢, ktéra ma istotny
wplyw na przebieg zjawiska.

4. W réwnaniach opisujacych zjawisko wystepujg czasem wielkosci
state, lecz wymiarowane. Takie wielko$ci trudno wykry¢ za pomocg ana-
lizy wymiarowej.

5. Do analizy wymiarowej mogag by¢ omytkowo wigczone wielkosSci
nie majace zwigzku z rozpatrywanym zjawiskiem.

6. Analiza wymiarowa nie uwzglednia warunkow jednoznacznosci
zjawisk (do ktorych zaliczamy réwniez warunki brzegowe) i dlatego nie
wprowadza jednoznaczinikbw (monowalentow) w roéwnania kryterialne
(tzn. réwnania ujmujace zjawisko za pomocg,bezwymiarowych kryteridw,
np. Nu —f (Re, Pr)).

7. Analiza wymiarowa nie moze zapewni¢ dotrzymywania dwu pod-
stawowych wymogow teorii podobienstwa, a to:

a) uwzglednienia wszystkich réwnan okreslajagcych zjawisko,

b) niewprowadzania zadnych rownan nie majacych zwigzku z rozpa-
trywanym zjawiskiem.

Jak wida¢ z powyzszego zestawienia, analiza wymiarowa jest metodg
szczeg6lnego rodzaju, jest terenem zdradliwym i niebezpiecznym, wyma-
gajacym niezwyklej ostroznosci i doswiadczenia.

Pierwsza usterka jest zrozumiata: metoda oparta wytacznie na dziata-
niach wielkoSciami wymiarowymi nie moze dostarczy¢ zadnych informa-
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cji w odniesieniu do wielkosci bezwymiarowych. StwierdziliSmy to juz
na mozliwie najprostszym przyktadzie przytoczonym poprzednio.

Jesli chodzi o drugg usterke, nalezy zauwazy¢, ze wyjasnia jg fakt
niejednoznacznej odwracalnos$ci twierdzenia o zwigzku wymiaru wielkos-
ci z prawem fizycznym lub definicji. Na przyktad wymiar $rednicy, pro-
mienia czy tez odlegtosci jest zawsze tylko wymiarem dtugosci, ktorym
operuje analiza wymiarowa, i dlatego po otrzymaniu rezultatu, czyli po
zastosowaniu podstawowego postulatu tej metody, postulatu o odwracal-
nosci twierdzenia o zwigzku wymiaru z definicjg wielkosci fizycznej nie
wiadomo juz, z jakim rodzajem diugoSci mamy w istocie do czynienia
w otrzymanym wzorze, szczegllnie wdéwczas, gdy 6w wymiar wystepuje
W pewnej potedze.

Dla potwierdzenia stusznosci punktu 2 wezmy przyktad, ktéry podaje
Drobot na wstepie swej pracy o analizie wymiarowej: Silnik o mocy N na-
pedza mieszarke, ktdrej topatki o Srednicy D obracajg sie z predkoscig
katowg w w cieczy o wspotczynniku dynamicznym lepkoSci tj. Jak zalezy
predkos¢ katowa t],N,D?

Na drodze analizy wymiarowej dochodzi sie do wzoru.

z ktérego wynika, ze moc uzyta do napedu mieszarki jest proporcjonalna
do trzeciej potegi $rednicy. Jednak, jak tatwo zauwazy¢, wchodzg tu w gre
dwie odrebne s$rednice: $rednica topatki przyjeta w zadaniu oraz $rednica
kota opisywanego w czasie jobrotu przez $rodek topatki. Jezeli te ostatnig
oznaczymy przez d, to w powyzszym wzorze w jmiejsce D3 mozna pod-
stawi¢ nastepujace wyrazenia

Dmd, Dda, d3 i wreszcie Daed3 a,

Ktéra z tych mozliwosci wchodzi w gre, nie mozna stwierdzi¢ na dro-
dze analizy wymiarowej.

Powyzszy przyktad rdwniez moze postuzy¢ do ilustracji usterek wy-
mienianych w punkcie 3 i 5, podanych przez Kirpiczewa. Dziatanie mie-
szarki cieczy zalezy w wys-ofcim stopniu od rodzaju ruchu, jaki wystepuje
w rozpatrywanym zjawisku. Dla ruchu burzliwego, szczeg6lnie przy du-
zych wartosciach liczb Reynoldsa, wptyw lepkosci jest znikomy [10], Dzie-
ki temu w rozpatrywanym przypadku mozna pomina¢ lepkos¢ jako czyn-
nik mato wazny, natomiast nalezy wprowadzi¢ gesto$¢ jptynu, w ktorym
wirujg topatki. Taki przypadek omoéwimy jeszcze pOzniej. Opuszczono
wiec (tutaj czynnik istotny, jakim jest gesto$¢ (punkt 3), wprowadzono za$
jako wielko$¢ majgcg znaczenie lepkosé, ktérej wplyw, jak wiemy, jest
znikomy (punkt 5).
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Otrzymany wzor bytby zatem aktualny tylko dla cieczy bardzo lep-
kich, w ktérych nie moga sie wytworzy¢ wiry. Ale i dla ruchu czysto
laminarnego wyprowadzony wzOr nie jest takze wolny od zastrzezen.
Chodzi o to, ze skoro istotg oporu, jaki stawia wirnik mieszarki, sg
naprezenia styczne spowodowane lepkoscig ptynu, to w mysl odpowiednie-
go wzoru definiujgcego wspotczynnik lepkosci dynamicznej

dw
~T"' dx
znanego pod nazwg wzoru Newtona, kierunek zmiany predkosci w jest
mierzony prostopadle do kierunku przesuniecia dwu sasiednich warstw
cieczy. Wynika stad, ze do wzoru powinien wejs¢ takze wymiar dtugosci
prostopadty do kierunku ruchu czastek mieszanego ptynu, a wiec po-
winno sie uzwgledni¢ dwie nowe diugosci: wymiary szczeliny utworzonej
przez wirnik pomiedzy ostong mierzone w Kkierunku poziomym i piono-
wym. Tu jednak analiza wymiarowa ostatecznie zawodzi, wchodza bo-
wiem w gre warunki jednoznacznosci, do ktérych zaliczajg sie nastepu-
jace:

1) warunki geometryczne, okres$lajgce ksztatt i wymiary ciatl biora-
cych udziat w zjawisku,

2) fizyczne wtiasnosci, okreSlajgce cechy ciat i osrodka (np. rownanie
ciggtosci dla ptynéw, cecha niescisliwosci dla cieczy, réwnanie stanu dla
gazow),

3) warunki brzegowe, okre$lajagce zjawisko na granicach ciata,

4) warunki dotyczace czasu, gdy zjawisko jest nie ustalone w czasie.

W rozpatrywanym przypadku do warunkéw jednoznacznos$ci zalicza
sie m. in. warunki brzegowe. Tych jednak w mys$l punktu 6 analiza wy-
miarowa nie jest w stanie bra¢ pod uwage.

Dalsze wreszcie zastrzezenie dotyczytoby wielkosci C istniejgcej
w otrzymanym wzorze. Nie ma najmniejszych podstaw do uznawania tej
bezwymiarowej wielkosci za stalg liczbe. Dla zilustrowania tego faktu
wezmy pod uwage nowy przykiad:

,Okresli¢ natezenie przeptywu ciepta od preta do otoczenia w zalez-
nosci od réznicy temperatur, przekroju preta, jego obwodu, wspotczyn-
nikdw przewodzenia i wnikania ciepta”.

Rozpoczynamy od ustalenia wymiaréw poszczeg6lnych wielkosci fi-
zycznych wchodzgcych w zakres badanego zjawiska:

Q* kcal/h — natezenie przeptywu ciepta,
Fm 2 — powierzchnia przekroju preta,
Om — dtugos¢ obwodu preta,

Akcal/(m ¢h «1°) — wspotczynnik przewodzenia ciepta w materiale

preta,
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a kcal/(m2eh «1°) — wspotczynnik wnikania ciepta od preta do oto-
czenia,

0 1° — rbéznica temperatur pomiedzy pretem i otocze-
niem.

Nalezy na drodze analizy wymiarowej znalezé nastepujgcag zaleznos¢
Q*=f(F, 01, a0).

W celu okreslenia poszukiwanej zaleznosci ustalamy tozsamos$¢ dy-
mensyjna

kcal / kcal \a- / kcal \“2

m (LI 10 u*.
h \m ¢1°¢h 1° «h) ()™ + ()
Tozsamo$¢ powyzsza dostarcza nastepujacych réownan:
dla metrow: —ai —2a2 + a3 = 0,
dla stopni: —di —a2-+ a4 = 0,
dla godzin: ~  —a2=—|,
dla kilckalorii: ai + a2= 1

Poniewaz dwa ostatnie z otrzymanych réwnan sg identyczne, zatem
dysponujemy jedynie trzema niezaleznymi réwnaniami, w ktérych sg
4 niewiadome. tgaczac ze sobg drugie i trzecie rownanie otrzymujemy

ad= 1
Oznacza to, ze natezenie przeptywu ciepta jest proporcjonalne do blizej
nie ustalonej réznicy temperatur. Jaik widzimy, na drodze analizy wymia-

rowej otrzymaliSmy niewiele, po zupetnym bowiem wykorzystaniu po-
wyzszych rownan otrzymamy juz tylko zaleznosé

—a2 + a3 = 1,
co tacznie z ostatnim réwnaniem dostarcza zwigzku

«l + «3 = 2.

Na tej drodze nie mozna otrzymal rozwigzania. Nalezy zastanowié
sie, dlaczego wynik tych dziatan jest taki nikty. Powr6¢my wiec do praw
wyjsciowych, ktére okreslaja przebieg rozpatrywanego zjawiska. Sg to
prawa Fouriera

Q*= _ F.X. ",
dx
oraz Newtona

dQ*=0 a0 dx.
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Wprowadzajac pojecie oporu cieplnego przewodzenia

oraz oporu wnikania

a
mozna wspomniane prawa napisa¢ w postaci

Jak tatwo sie przekona¢, wymiarowo ostatnie dwa réwnania sg iden-
tyczne. Inaczej mowigc, wymiary oporu cieplnego przewodzenia i oporu
whnikania ciepta sa wymiarowo identyczne, lecz rézne pojeciowo. Mamy
zatem w tym przypadku do czynienia z podang przez Kirpiczewa usterkg
wymieniong w punkcie 2.

Dzieki wymnozeniu odpowiednich wymiarow, wystepujacych w obu
wzorach, jednoznaczna odwraealno$¢ twierdzenia o zwigzku wymiarow
z przynaleznym prawem fizyki przestata istnie¢. Innymi stowy, dla ana-
lizy wymiarowej nie ima zadnej réznicy pomiedzy prawem Fouriera i pra-
wem Newtona, jesli napisa¢ je w powyzszej postaci.

Przez dziatlania typowe dla analizy wymiarowej, polegajgce na odwré-
ceniu twierdzenia o pochodzeniu wymiaréw, podobne wymiarowo, lecz
rézne pojeciowo wspoétczynniki przewodzenia ciepta i wnikania ciepta
»pomieszaly* sie podczas mnozenia wymiaréw i nie mogg by¢ juz na tej
drodze rozdzielone.

Sprobujmy jednak utozy¢ rownania opisujgce prawa Fouriera i New-
tona w ten sposob, aby uniemozliwi¢ wspomniane pomieszanie poje¢ wia-
Sciwe analizie wymiarowej. Jak widzimy, w pierwszym z tych réwnan
figuruje iloczyn F <1 o wymiarze kcal em/(l °h), w drugim natomiast O *a
0 wymiarze koal/(m ¢ 1° «h).

Gdyby kazdy z powyzszych iloczynow potraktowaé jako jedng wiel-
kos¢ fizyczng, majagc na wzgledzie to, ze kazdy z czynnikéw wchodzacych
w skiad iloczynu wywiera rownorzedny wptyw na przebieg zjawiska —
otrzymaliby$my nastepujacg tozsamo$¢ dymensyjna:

kcal
h \ 1° «h

Tozsamo$¢ powyzsza jest speiniona, gdy da sie rozwigza¢ nastepujacy

uktad réwnan dla poszczegdlnych wymiarow:

dla metréw: + 5i—b2 = 0,
dla stopni: —bi —b2+ b3=0
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dla godzin: —bi —b2 = —1,

dla kilokalorii: bi + b2 =1

Poniewaz dwa ostatnie rownania sg identyczne, maimy ukiad trzech
rodwnan niezaleznych o trzech niewiadomych. Po rozwigzaniu tego uktadu
réwnan otrzymujemy nastepujacy wynik:

bi —b2——, b3= 1.
2

Oznacza to, ze poszukiwany wzor moze byé napisany w nastepujacej
formie:

Q*=C o j/(F +X) + (O *a) *0.

Mimo ze postaé wzoru jest na pozOr poprawna, a nawet odpowiada
rzeczywistej wartosci dla przypadku, gdy dtugos¢ preta zdgza do nieskon-
czono$ci, droga, na ktérej otrzymaliSmy powyzszy wynik, jest daleka od
poprawnosci.

Chodzi mianowicie o to, ze w wywodzie nie wzieliSmy pod uwage dtu-
gosci preta i jesli traktowa¢ wielko$¢ bezwymiarowg C jako stalg, to
z powyzszego wzoru wynikatoby, ze dlugos$¢ preta L nie ma wptywu na
natezenie przeptywu ciepta od preta 'do otoczenia. W rzeczywistosci jest
jednak inaczej, proste bowiem rozumowanie wykazuje, ze im wieksza
jest dtugos¢ preta L, tym wieksze jest natezenie przeptywu ciepta. Na-
lezy zatem stwierdzi¢, czy wielko$¢ bezwymiarowa C nie jest czasem
funkcjg pewnych wielko$ci bezwymiarowych, utworzonych ze zmien-
nych parametréw majgcych istotny wptyw na przebieg zjawiska.

Sprobujmy zatem zastosowaé tzw. teoremat Buckinghama, wynika-
jacy z twierdzenia tegoz autora, ktore znane jest pod nazwag: twierdze-
nie a. W mysl wspomnianego twierdzenia ilos¢ kryteriow bezwymiaro-
wych jest réwna roznicy pomiedzy najmniejszg iloscia zmiennych pa-
rametrow okre$lajgcych zjawisko i iloScig niezaleznych jednostek przy-
jetego ukiadu.

W naszym przypadku mamy nastepujace parametry okre$lajace
zjawisko

O,a F I, L, 0.

Natomiast ilos¢ niezaleznych jednostek uktadu wynosi 4:
m, h, kcal, 1°.

W mysl teorematu Buckinghama ilos¢ bezwywiarowych kryteriow
wynositaby zatem

co nie jest zgodne z prawda.
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Biedem bytoby réwniez traktowaé jednostki temperatury 1° i ciepta
kcal jako jednostki zalezne, wéwczas bowiem ilo$¢ kryteriow wypada-
taby 3, co jest jeszcze gorszym wynikiem niz poprzedni.

Pozostaje jeszcze jedna ewentualno$¢ czasami zalecana: ztgczyé bar-
dzo zblizone wymiarowo parametry w jedng grupe. W naszym przypadku
te grupe stanowityby diugos¢ L, obwdd preta O i powierzchnia F. W tym
przypadku ilo$¢ kryteriow bytaby réwna zeru, czyli wielkos¢ bezwymia-
rowa C bytaby stalg (liczbg). Poniewaz i ten przypadek jako niezgodny
z prawdg nalezy odrzuci¢, widzimy, ze wcigz nie wiadomo nic o wyraze-
niu C poza tym, ze jest ono bezwymiarowe.

Nalezy zatem wywod wzoru przeprowadzony poprzednio anulowag,
wprowadzi¢ dtugos¢ preta L jako wielko$¢ majacg istotny wptyw na prze-
bieg rozpatrywanego zjawiska i rozwigza¢ nowy uktad rownan wynikaja-
cy z tozsamos$ci wymiarowej. W tym przypadku jednak okazatoby sie, ze
mamy za mato rownan dla wyznaczenia niewiadomych.

Po raz drugi analiza wymiarowa wpedzita nas w $lepg uliczke.

Dzieki nieodwracalnosci (lub niejednoznacznej odwraealno$ci) twier-
dzenia o pochodzeniu wymiaréw wielkosci fizycznych dziatania stanowig-
ce istote analizy wymiarowej, a polegajace na przejsciu od wymiardw
rozpatrywanych wielkosci do wtasciwej postaci wzoru fizycznego', ktory
wyraza pewne prawo fizyki, nie doprowadzajg do poprawnych wynikdw,
szczegOlnie gdy w gre wchodzg wielkosci rézne, lecz identyczne wymiaro-
wo (L, O) lub prawa fizyki okreSlajace te samg wymiarowo wielko$¢
(w naszym przypadku prawa Fouriera i Newtona).

Jedynym poprawnym wyjsciem jest przeprowadzi¢ do .konca wywadd
matematyczny oparty na rozwigzaniu zaleznosci wynikajacych z praw
Fouriera, Newtona i | zasady termodynamiki, zastosowanych do rozpatry-
wanego przypadku.

Wywod matematyczny prowadzi do rozwigzania liniowego réwnania
rézniczkowego drugiego rzedu [6], W calce ogOlnej tego réwnania figu-
rujg dwie state catkowania, ktore tatwo jest wyznaczy¢ z warunkéw brze-
gowych. Poniewaz w mys$l punktu 6 zestawienia Kirpiczewa analiza wy-
miarowa nie uwzglednia warunkéw brzegowych, staje sie jasne, dlaczego
nie mozna byto poprzednio dojs¢ do poprawnego wyniku przy okresla-
niu kwestii zmiennosci czy stato$ci wartosci C.

Ostateczne rozwigzanie tego zadania (dla przypadku ruchu ustalonego
oraz po przyjeciu pewnych zatozeh upraszczajgcych) ma postac

Qx =~F ¢Xe*0O ¢a 0 «tgh(zt - L),
gdzie
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Jak widzimy, bezwymiarowa wielko$¢ C nie jest stata, lecz zalezy od
O, a, F, I, L, a zatem od wszystkich z wyjatkiem temperatury wielkosci,
okre$lajacych rozpatrywane zjawisko.

Poniewaz charakter funkcji tgh x jest tego rodzaju, ze dla x zdazaja-
cych do nieskoinczonosci funkcja tgh x zdgza do jednosci, zatem dla preta
nieskonczenie dtugiego bezwymiarowa wielko$¢ C jest stata i wynosi 1

Przy rozwigzywaniu powyzszego zadania na drodze analizy wymiaro-
wej, nie ma najmniejszych logicznych przestanek na to, aby dtugos¢ pre-
ta L umie$ci¢ wytgcznie w bezwymiarowej wielkosci C, a obwdd preta O
zarowno w wielkosci C, jak i w dalszej czesSci wzoru, tzn. w jednomia-
nie potegowym.

Ogolnie biorgc zachodzi obawa, ze najpewniejsze wyniki na drodze
analizy wymiarowej osiggamywowczas, gdy mamy przed sobg gotowy
wzOr wyprowadzony na innej, bardziej przekonywajgcejdrodze.

Whniosek powyzszy jest stuszny tylko dla takich przypadkéw, w kto-
rych zjawisko fizyczne jest okreslone za pomocg dwu odrebnych praw
okre$lajacych te sarng wymiarowo wielko$¢. Takimi sg wtasnie prawa
Fouriera i Newtona.

Dla potwierdzenia powyzszego rozpatrzymy jeszcze jeden przyktad
z dziedziny hydromechaniki:

»Okresli¢ moc mechaniczna, niezbedng do pokonania oporéw, powsta-
tych podczas wirowania tarczy w ptynie”.

Ustalamy pcczatkowQ' wielkosci fizyczne majace wptyw na przebieg
zjawiska oraz ich wymiary:

moc —N wymiar M ¢L2¢T~3
gestos¢ piynu —y " M mL~3,
lepkos¢ ptynu —1 " M T~ mL*"1,
predko$¢ katowa — nj " T-1,
$rednica tarczy —D ” L

Chodzi o znalezienie zaleznosci
N = f(y, ri, D, n*).

Warunek jednorodnosci wymiarowej wymagataby byta spetniona na-
stepujgca tozsamos$¢ dymensyjna:
MelL2eT~3=Lme(MeL~3)me(MeL-1T 1)'se(T-1)mt
Tozsamo$¢é powyzsza bedzie spetniona, gdy bedg stuszne rdéwnania:

dla dtugosci L :2=ml1l—3 m2—m3
dla masy M:1=m2+ m3,
dla czasu T:—3= —m» —m,.
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Jak widzimy z. powyzszego, dysponujemy jedynie trzema réwnaniami
niezaleznymi o czterech niewiadomych, co uniemozliwia rozwigzanie za-
dania na drodze analizy wymiarowej.

tatwo jednak przekona¢ sie, ze uktad ten bedzie miat jednoznaczne
rozwigzania, gdy poming¢ wptyw np. lepkosci, tzn. potozy¢ m3 = 0.

Taki przypadek wystapi dla duzych wartos$ci liczb Reynoldsa, wéwczas
bowiem wptyw lepkosci ptynu jest znikomy [10],

Rozwigzaniami uktadu bedg wdwczas wartosci

m2= 1, ml—5, m4= 3.
Poszukiwana zalezno$¢ przyjmuje posta¢ [9],
N =CeD5e(n*f oy.

Otrzymany wynik potwierdza doswiadczenie. W dziale dotyczacym
budowy turbin znany jest dobrze wz6r Stodoli okres$lajgcy tzw. straty
tarcia i wentylacji tarczy wirnikowej obracajacej sie w atmosferze pary

wodnej [6], [9],
3
N=a [146 «D2+ 0,83 m(1 - ¢€) D «I15- o y.

We wzorze tym poza znanymi wielkoSciami oznaczaja:

a — bezwymiarowg wielko$¢ zalezng od stanu pary i ewentualnej za-
wartosci wilgoci,

£ — bezwymiarowg wielkos¢ (stopien zasilania) zalezng od obcigzenia
oraz od konstrukcji turbiny,

i — dtugos¢ topatki,

u — predko$¢ obwodowa wirnika.

Przytoczony wzér okre$la jednoczesnie dwie straty. Pierwsza z nich,

strata tarcia wirnika o gaz, jest okreslona za pomocg pierwszego wyraze-

nia w nawiasie graniastym. Jak widzimy, strata tarcia jest proporcjonalna
do iloczynu D2eus ey, poniewaz ]Jednak

u=9§ D en¥*,

zatem strata ta jest proporcjonalna do iloczynu D5+n0*3+y. Wynik ten
jest identyczny z otrzymanym na drodze analizy wymiarowej.

Druga cze$¢ wzoru Stodoli okre$la tzw. straty ,wentylacji”, spowo-
dowanej przez topatki wirujagce w atmosferze pary. Zjawisko to jest
réwnoznaczne z mieszaniem pary i dlatego wigze sie z poprzednio roz-
wazanym przyktadem mieszarki. Zasadg dziatania mieszarki jest wytwo-
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rzenie wirow, wiadomo bowiem jeszcze od czasow doswiadczen Rey-
noldsa, ze ruch laminarny nie powoduje mieszania.

Wzér Stodoli jest stuszny dla przypadku tarczy wirujagcej w nieogra-
niczonym os$rodku. Ostona turbiny powoduje zmniejszenie tych strat
dzieki temu, ze w tych przypadkach zmieniajg sie warunki brzegowe,
ktérych analiza wymiarowa zgodnie z punktem 6 nie jest w stanie re-
spektowac.

Wracajgc do rozpatrywanego przykiadu, zatézmy teraz inny przypa-
dek. Dla matych wartosci liczb Reynoldsa charakter ruchu ulega zasadni-
czej zmianie: wiry znikaja, przeptyw staje sie laminarny i ustala sie
w czasie. W tym przypadku wpltyw gestosci osrodka zanika, a istote
oporow stanowia sity lepkosci. Nalezy zatem potozy¢ teraz

m2=0 oraz m3=£0.
Po rozwigzaniu uktadu réwnan dymensyjnych otrzymamy wynik
N = C mD3 e (n*27j.

Wynik ten, jak tatwo zauwazy¢, pokrywa sie ze wzorem

otrzymanym poprzednio dla przypadku mieszarki, predko$¢ bowiem kato-
wa  jest identyczna z n*0. Jeszcze jeden przykiad potwierdzajgcy fakty
omytek tak czeste dla analizy wymiarowej: otrzymany wzor okreslajacy
warunki dziatania mieszarki nie jest stuszny dla zjawiska mieszania.

Nalezy jednak jbezstronnie stwierdzié, ze wing w tym przypadku nie
mozna obarcza¢ analizy wymiarowej, kazda bowiem metoda da zte wy-
niki przy przyjeciu btednych zatozen.

Pozostaje jeszcze do wyjasnienia kwestia, dlaczego zadanie staje sie
nierozwigzaine za pomocg analizy wymiarowej, gdy zatozymy roéwnorzed-
nos¢ wptywu lepkosci i gestosci.

Wplyw gestoSci oSrodka jest zrozumiaty w przypadku istnienia wirdw,
woéwczas bowiem przyczyng oporu os$rodka, w ktérym wiruje tarcza, s3
sity bezwitadnoS$ci przyspieszanego przez wirnik ptynu. Wielkos¢ tych sit
okresla drugie prawo Newtona, w mys$l ktérego sita jest proporcjonalna
do iloczynu masy i przyspieszenia. Poniewaz w dziataniach zwigzanych
z zastosowaniem analizy wymiarowej znajdujg sie wymiary takich wiel-
kosci jak masa i moc, jest wiec respektowane prawo Newtona, ktore sta-
nowi pomost przy przejsciu od masy do sity, a nastepnie od sity do pracy
i mocy. Lecz oprocz sit bezwtadnos$ci wystagpig w tym przypadku réwniez
i sity spowodowane lepkoscig osrodka okresSlone wzorem
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dx

Maimy zatem do czynienia z dwoma odrebnymi prawami okre$lajgcy-
mi te samg wielko$¢ fizyczng (site). Jak wiemy z przyktadu transportu
ciepta w precie, analiza wymiarowa nie jest w stanie uwzgledni¢ obu ta-
kich praw jednoczes$nie, metoda ta bowiem jest ,czuta” tylko na wymiar
ry, a w zadnym przypadku nie na sens fizyczny praw przyrody.

V. Jezeli zjawisko podlega jeszcze nie wykrytemu prawu, analiza

wymiarowa jest catkowicie bezsilna. Wnosi ona jedynie i to nie zawsze
w catosci, tylko to, co juz fizyka posiada i nic wiecej. Jezeli zatem sto-
sujemy analize wymiarowg do zjawiska dotgd nie poznanego doktadnie,
to rezultat moze by¢ pozytywny tylko woéwczas, gdy zjawisko podlega
znanym prawom, a szczesSliwym zbiegiem okolicznosci dobierze sie takie
wielkos$ci fizyczne okre$lajace jego przebieg, ktére wynikajg z praw rzg-
dzagcych owym zjawiskiem.

Dlatego witasnie w takich przypadkach intuicja i wyczucie przebiegu
fizycznej strony zjawiska sg niezbedne.

Analiza wymiarowa prowadzi z reguty na manowce, gdy nie docenia-
my fizycznej strony zjawiska lub nie bierzemy jej w dostatecznej mie-
rze pod uwage. Wezmy przyktadowo teoremat Buekinghama, na ktorym
w ostatnich czasach czesto opierajg sie autorowie nowszych dziet.

Kirpiczew w swej pracy pt. Analiza wymiarowa [4] poSwieca tej spra-
wie pare stow. W mysl itego teorematu ilos¢ kryteri6w bezwymiarowych,
dostatecznie opisujacych zjawisko, jest rowna réznicy pomiedzy iloScig
parametrow okreslajgcych zjawisko a iloScig niezaleznych wymiarow uzy-
tego uktadu jednostek. Jednak Kirpiczew wykazat, ze teoremat ten nie
zastuguje witasciwie na nazwe teorematu, jest to bowiem przyjecie lub za-
tozenie sprawdzajgce sie tylko w pewnych szczego6lnych przypadkach. Na
szczegotowym przyktadzie, dotyczacym wymiany ciepta pomiedzy Sciankga
rury i ptynem, Buckingham ilustruje swoéj wywod. Kirpiczew wykazat
na tym samym przyktadzie, ze Buckingham popetnit dwie omyiki: pierw-
sza polega na wprowadzeniu czterech kryteridw w miejsce trzech dostate-
cznie opisujagcych zjawisko, druga — na zaniedbaniu liczby Reynoldsa
w przypadku ruchu burzliwego [4], Ponadto przyktad ten jest dowodem
btednosci zatozenia, ze bezwymiarowe kryterium moze posiadac tylko- je-
dng wtorng wielkos$¢ fizyczng (za wtorne wielkoSci Buckingham uwaza ta-
kie parametry, jak: wspdtczynniki wnikania i przewodzenia ciepta, dyna-
miczny wspotczynnik lepkosci, ciepto wiasciwe). Kirpiczew wytyka ten
btad podajac przyktad kryterium (Nusselta), ktore zawiera dwie wtorne
wielkosci. Przyktad ten, jak podkre$la Kirpiczew, wykazuje jednoczes$nie

2 Energetyka zesz. 2



18 Witold Okoto-Kutak

btednos¢ wywodu drugiego teorematu podobienstwa opartego na takim
btednym zatozeniu.

Dobrym przykiadem na niewtaSciwe podejscie do analizy wymiarowej
jest tzw. paradoks Riabouschinskiego. Przekonywujgce wyjasnienie tego
paradoksu jest zastugg T. A. Afanassjewej-Ehrenfest. Niestety, praca tej
uczonej nie jest dostatecznie znana i w tym tylko nalezy szukaé przy-
czyny, ze mimo uptywu tylu lat od jej ogtoszenia (1925 r.) wielu auto-
réw bezskutecznie tamie sobie gtowe nad wyjasnieniem domniemanego
paradoksu.

W artykule ogtoszonym w 1915 r. Rayleigh rozwaza nastepujace za-
danie [4], [8]: Ciato state okreslonego ksztattu jest omywane strumieniem
cieczy. Temperatury ciata to i cieczy t> to sg to niezmienne. Nalezy
okresli¢ natezenie przeptywu ciepta od cieczy do ciata.

Na przyktadzie tym Rayleigh demonstruje swojg metode, z ktdrg juz
zapoznaliSmy sie poprzednio. Wskutek pominiecia bardzo istotnego wpty-
wu lepkosci cieczy uczony ten otrzymuje wzér niekompletny w postaci

Nu = f (Pe)

We wzorze powyzszym brakuje kryterium Reynoldsa, ktore wystapi
dopiero po wprowadzeniu kinematycznego wspdiczynnika lepkosci.

Wkrétce po ogtoszeniu artykutu Rayleigha Riabouschinsky [4] zakwe-
stionowatl otrzymany wynik twierdzgc, ze jes$li wyrugowac z wzoru otrzy-
manego przez Rayleigha temperature i wyrazi¢ jg za pomocg S$redniej
kinetycznej energii drobin otrzymuje sie zalezno$¢

Nu = j (Pe, cl3).

Jak widaé, wchodzi teraz w gre nowa wielkos¢ c 13, wskutek czego
rozpatrywane zjawisko jest mniej okreslone niz poprzednio.

Zatem uwzglednienie teorii kinetycznej ciepta miatoby dawaé¢ wzor
mniej okreslony, bo zalezny od dwu zmiennych, a nie od jednej, jak to
byto wdwczas, gdy temperature traktowato sie jako wielkos¢ pierwotng
(niezalezng od innych).

Na tym wiasnie polega paradoks Riabouschinskiego.

Nad paradoksem tym toczyta sie przez wiele lat jatlowa dyskusja. Do-
piero praca Afanassjewej-Ehrenfest wyjasnita go catkowicie.

Oto co pisze w tej sprawie Kirpiczew:

»Z punktu widzenia teorii podobienstwa omytka Riabouschinskiego jest oczywista,
naruszyt on bowiem obydwa podstawowe prawa teorii podobienstwa (przypadek 7).
Riabouschinsky w réwnaniach matematycznych ujmujacych zjawisko, temperature
wyrazit za pomocg S$redniej energii kinetycznej drobin, tj za pomocg wielkosci
(predkosci molekularnej, masy drobinowej), ktérych nie spotyka sie w zadnych
z réwnan matematycznych okreslajagcych to zjawisko (naruszenie punktu 7b).
W zwigzku z tym w réwnaniu Riabouschinskiego wystepuje dodatkowy wskaznik
podobieAstwa. Nie ma zadnych podstaw, aby w réwnaniu dymensyjnym wigzac¢ ze



Wiasciwe zastosowanie analizy wymiarowej 19

sobg wielkosci tego samego wymiaru, lecz majace rézne znaczenia, jak predkosé
ptynu i predko$¢ molekularna drobin”.

VI. Przytoczone wywody wykazujg konieczno$¢ wielkiej ostroznosci
w zastosowaniu analizy wymiarowej. W Swietle powyzszych rozwazan
nasuwa sie nawet pytanie, czy poza zakresem specjalnych prac badaw-
czych nalezy ja stosowaé, skoro w metodzie tej jest tak duze prawdopo-
dobienstwo popetnienia btedu.

Czy wolno na przyktad stosowac te metode tam, gdzie sg znane i wie-
lokrotnie doswiadczalnie sprawdzone piekne wywody oparte sg na zrozu-
mieniu i odpowiedniej interpretacji praw fizycznych?

Wywdéd oparty na analizie wymiarowej jest zazwyczaj wielokrotnie
krétszy od wiasciwego wywodu fizycznego, nie rzuca jednak witasciwego
Swiatla na przebieg rozpatrywanego zjawiska. Dlatego stosowania
analizy wymiarowej jako metody dydaktycznej
nie mozna zaleca¢. Wnosi ona bowiem dodatkowe szkody obni-
zajac poziom wyktadu i skiania uczacych sie do stosowania wygodnej
fatwizny kosztem wiasciwego zrozumienia istoty zjawiska.

W zakonczeniu swej pracy o analizie wymiarowej Kirpiczew pisze:

»Tylko metoda analizy robwnan matematycznych ujmujacych zjawisko moze dac
catkowicie pewne rezultaty. Dlatego majagc do wyboru obie metody (analize wymia-
rowa oraz analize rbwnan matematycznych wynikajacych z praw fizyki) nalezy tej
ostatniej witasnie da¢ pierwszenstwo. Jednakze, jezeli rownania matematyczne ujmu-
jace zjawisko nie sg znane, z dwu metod pozostaje tylko jedna — analiza wymia-
rowa. Stosujagc jednak te metode, nie nalezy zapominaé, ze otrzymane wyniki nie
sg catkowicie pewne, i nalezy szuka¢ ich potwierdzenia na drodze eksperymentalnej
lub teoretycznej“.

Analiza wymiarowa powinna by¢ zatem przede wszystkim narzedziem
(nie jedynym zresztg) w rekach badacza, powinna by¢ stosowana w insty-
tutach naukowych, laboratoriach, pracowniach, stowem, w specjalnych
zaktadach badawczych. Zastosowana natomiast w dydaktyce jako metoda
wyprowadzania znanych wzoréw przynosi-wrecz optakane skutki, powo-
dujac zwykle zamiast wyjasnienia przedmiotu — powstawanie coraz no-
wych watpliwos$ci i nieporozumien.

Otrzymano 15 maja 1955 r.
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