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Wymiana ciepła przez prom ieniowanie w układzie trzech 
powierzchni doskonale szarych w ośrodku diatermicznym

Przedmiotem rozważań w  niniejszym artykule jest .wymiana ciepła przez pro­
mieniowanie pomiędzy trzema powierzchniami nie zamykającymi sobą przestrzeni. 
W oparciu o bilans energetyczny wyprowadzono podstawowe zależności pomiędzy 
tzw. jasnościami łych powierzchni i stosunkami opromieniowania. Podano metodę 
obliczania energii cieplnej wymienionej przez promieniow.anie pomiędzy dwiema 
dowolnymi spośród trzech powierzchni układu. Wywody wyjaśniono przykładami.

1. Wstęp

Przypadek w ym iany ciepła przez prom ieniow anie pomiędzy trzem a 
pow ierzchniam i o różnych tem peraturach jest bez porów nania częściej 
spotykany w praktyce aniżeli o wiele prostszy przypadek w ym iany ener­
g ii prom ienistej pom iędzy tylko dwiema powierzchniam i [1], [2j.

Układ trój powierzchniowy zam ykający całkowicie przestrzeń został 
opracow any z punktu  widzenia w ym iany energii prom ienistej przez Ju.
A. Surinow a [5j. Droga, po której ten  uczony dochodzi do ostatecznych 
wyników, prowadzi poprzez układy rów nań całkowitych liniowych, opi­
sujących podstawowe praw a prom ieniow ania.

W pracy .niniejszej będzie omówiony przypadek nieco ogólniejszy, 
a mianowicie gdy powierzchnie n ie stykają  się ze sobą, przy tym  w ce­
lu  udostępnienia wywodów szerokiem u ogółowi techników  środki m ate­
m atyczne będą dostosowane do poziomu wiedzy z dziedziny m atem atyki 
zawodowego inżyniera.

Układ złożony z trzech powierzchni, z k tórych żadna nie jest wklęsła, 
o w yrów nanych tem peraturach  T i, T2, T3 °K, nie zam ykających sobą 
przestrzeni, będziemy dla uproszczenia w dalszym  ciągu nazywali uk ła­
dem trójpow ierzchniow ym  otw artym .

W odróżnieniu od układu  zamkniętego, tj. takiego, w  k tórym  powierz­
chnie stykając się ze sobą szczelnie zam ykają przestrzeń, układ tró j po­
w ierzchniow y otw arty  trac i energię promieniowania, k tó ra  bezpośrednio
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lub w w yniku odbić wielokrotnych od trzech rozważanych powierzchni 
opuszcza układ poprzez luki między powierzchniam i i nie może już do 
niego powrócić.

Oba układy trójpowierzchniowe: otw arty  i zam knięty są z punktu  wi­
dzenia w ym iany energii przez promieniowanie niewspółm iernie bardziej

Rys. 1. Układ trójpcwierzchniowy otwarty

skomplikowane niż układ dwupowierzchniowy. Przyczyną tego jest nie­
zliczona ilość dróg, k tórym i promienie mogą przebiegać, odbijając się 
kolejno od poszczególnych płaszczyzn.

W układzie dwupowierzchniowym  zamkniętym , w  którym  żadna 
z powierzchni nie jest wklęsła, istnieje tylko jedna droga

1 — 2 — 1 — 2 — 1 — ..  .itd. 1

Natom iast w  układach trójpowierzchniow ych zam kniętych każde od­
bicie wiązki prom ieni wnosi dwie możliwości
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Ja k  widać z powyższego schematu, po trzech kolejnych odbiciach 
istnieje już osiem możliwych dróg wędrówki promieni.

W w yniku n odbić istniałoby 2” odrębnych dróg. Ponieważ należy 
wziąć pod uwagę nieskończenie w ielką ilość kolejnych odbić, powstaje

1 Przez cyfry 1, 2 należy rozumieć powierzchnie Fi, Fo.
2 Przez cyfry 1, 2 ,3 należy rozumieć powierzchnie Fi, Fo, F3.
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poważna trudność w  postaci nieskończonej ilości możliwych i różnych 
dróg wiązki promieni.

W układach otw artych kw estia  powyższa jeszcze bardziej kom plikuje 
się z powodu możliwości rozproszenia energii prom ieniow ania poza obręb 
układu.

W edług Ju. A. Surinow a istn ieją  następujące m etody rozwiązywania 
zagadnień promieniowania:

1. M etoda odbić w ielokrotnych,
2. M etoda opromieniowania, .
3. M etoda jasności,
4. M etoda strum ieni całkowitego promieniowania.
M etoda odbić w ielokrotnych w przypadku układu trójpowierzchniow e- 

go nie nadaje się do zastosowania. Spośród pozostałych trzech zastosuje­
m y metodę jasności.

M etoda jasności polega na ustaleniu  w zajem nych zależności pomiędzy 
tzw. jasnościami powierzchni oraz stosunkam i opromieniowania. Przez 
jasność J  pow ierzchni należy rozumieć sumę wszystkich prom ieni opu­
szczających rozważaną powierzchnię. Będzie to  zatem  sum a em isji w ła­
snej powierzchni E-, i  w szystkich prom ieni odbitych od rozważanej po­
w ierzchni [4],

M etoda jasności prowadzi do układu zwykłych liniowych równań alge­
braicznych, jednakże pod w arunkiem  przyjęcia pew nych założeń up ra ­
szczających. .

2. Założenia upraszczające

Przypadek w ym iany ciepła w  układzie trójpowierzchniow ym  rozwią­
żemy po przyjęciu następujących założeń upraszczających:

A. Powierzchnie F i ,  F->, F:i są doskonale szare i jednorodne.
B. Powierzchnie ściśle podlegają p raw u Lam berta.
C. Pow ierzchnie są izotermiczne.
D. Lokalne stosunki ©promieniowania w  dowolnych kom binacjach 

dwu par spośród trzech powierzchni są niezmienne.
E. Prom ieniowanie rozproszone poza układem  nigdy nie w raca już 

do niego z powrotem .
ad A. Przez powierzchnie doskonale szare rozum iem y takie powierz­

chnie, k tó re  w  identyczny sposób odbijają, pochłaniają i  rozpraszają pro­
m ieniowania o każdej długości fali. Cechą zasadniczą powierzchni dosko­
nale szarych będzie zatem w arunek =  idem, R\ =  idem. W konsek­
wencji absorpcyjność A  oraz refleksyjność R  powierzchni doskonale sza­
rych również nie jest zależna od tem peratury . Mimo bowiem zależności
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intensywności promieniowania (zgodnie z praw em  Plancka) od tem pera­
tu ry  stosunek energii promieniowania odbitego do padającego będzie ta­
ki sam dla całego obszaru widma jak  i dla elem entarnego wycinka dl, 
ponieważ dla każdego z tych wycinków wielkości A L i R k są .takie same.

W arunek jednorodności danej powierzchni zapewnia dodatkowo speł­
nienie powyższego w arunku dla całego obszaru rozpatryw anej dowolnej 
powierzchni F,. Oznacza to, że powierzchnia F-, nie może składać się np. 
z k ilku powierzchni doskonałe szarych, lecz różnorodnych.

I
Rys. 2, Promieniowanie odbite od powierzchni 
powinno podlegać zgodnie z założeniem prawu 
Lamberta. Eo — energia opromieniowania po­
wierzchni; R — promieniowanie odbite w  kie­
runku normalnym; Ra — promieniowanie odbi­
te w  kierunku tworzącym kąt a z normalnym.

ad B. Zgodnie z praw em  Lam berta tzw. emisja kierunkowa Ea oraz 
em isja o k ierunku norm alnym  do powierzchni Eo spełniają następującą 
zależność:

' Ea = E0 ’ cos a (1 )

Znaczenie em isji kierunkow ej będzie podane w dalszej części, doty­
czącej pojęć zasadniczych. 9

Jeżeli wiązka prom ieniow ania padająca pod dowolnym kątem  na roz­
ważaną powierzchnię jest częściowo odbijana i rozpraszana w ten sposób 
(rys. 2), że rozproszenie kierunkow e R a spełnia analogiczną do poprzed­
niej zależność

Ra = R0 • cos a , ( la )

wówczas uważamy, że powierzchnia podlega ściśle praw u Lam berta.
Należy podkreślić, że w arunek określony równaniem  (la) jest t ru d ­

niejszy do zrealizowania niż w arunek zastrzeżony równaniem  (1).
ad C. Każda z powierzchni układu powinna mieć wyrów naną tem pera­

turę. Niejednostajnośoi tem peratury  powierzchni mogą mieć przyczynę 
w nierów nom iernym  doprowadzaniu ciepła do powierzchni przez przewo­
dzenie lub też mogą być spowodowane nierównom iernym  natężeniem
opromieniowania. Ta ostatnia przyczyna znika, jeżeli dowolny elem ent
pozostałych dwu powierzchni wysyła promieniowanie o jednakow ym  na­
tężeniu na  każdy z elem entów rozpatryw anej powierzchni lub na całą roz­
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patryw aną powierzchnię F ;. W arunek ten ściśle wiąże się z założeniem 
upraszczającym  D.

ad D. Jeśli powierzchnie podlegają praw u Lam berta, to w arunek nie­
zmienności -lokalnych stosunków  opromieniowania jest ściśle spełniony 
tylko dla nielicznych układów, nip. dla układu powierzchni leżących na 
wspólnej w ew nętrznej powierzchni kulistej [3], Taki układ odznacza się 
właściwością nader ciekawą: stosunek konfiguracji

(gdzie F0 m 2 oznacza powierzchnię kuli), jest najzupełniej niezależny od 
wielkości i położenia powierzchni F i [3], Zatem  wspom niany stosunek 
będzie tak i sam zarówno dla skończonej wartości F i, jak i dla elem entar­
nej ćLFi. Ten ostatni jednak nazywamy lokalnym  stosunkiem  konfiguracji.

<P di — 2

i określam y za pomocą wzoru (2).
Po przyjęciu założenia, że rozpatryw ane powierzchnie nie są wklę­

słe, w arunek ten nie może być ściśle spełniony.
Jeżeli jednak powierzchnie nie są zbyt blisko siebie położone, to. od­

stępstwo spowodowane nieznaczną zmiennością lokalnych stosunków kon­
figuracji prawdopodobnie nie będzie miało zbyt dużego wpływu na w y­
nik obliczeń.

ad E. Założenie, iż prom ieniowanie rozproszone poza układ nie w raca 
do niego z powrotem , jest równoznaczne z przyjęciem , że układ trójpo- 
wierzchniowy jest otoczony szczelną, doskonale czarną osłoną o tem pera­
turze 0 °K.

3. Pojęcia zasadnicze oraz ważniejsze oznaczenia

Ośrodek diaterm iczny jest to taki ośrodek, k tóry  nie em ituje ani nie 
absorbuje prom ieni cieplnych.

O z n a c z e n i a :
Ei, E2, E3 kcal — emisje własne powierzchni Fi, F2, F 3;

Q i-2, Q2- 3 , Qi- 3  kcal — energie cieplne wym ienione przez prom ieniowa­
nie pomiędzy powierzchniami: F i i F2, F2 i  F 3, F i i  F 3;

Ji> J 2? J 3 kcal — jasność powierzchni F i, F 2, F 3,
Eo„- kcal — suma energii prom ienistych, padających na rozważaną 

powierzchnię F¡;
A-, — absorpcyjność (stosunek pochłaniania) powierzchni F ;;
Rj — refleksyjność (stosunek odbijania) powierzchni Fg
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CP i—k — stosunek opromieniowania pomiędzy powierzchniam i F, oraz 
F k. Jest to  stosunek energii, k tó ra  wychodzi z powierzchni F ; j pada na 
powierzchnię F k do całkowitej emisji energii opuszczającej powierzch­
nię Fr

Wielkość tę, w przypadku gdy powierzchnie podlegają praw u Lam ­
berta, nazywam y stosunkiem konfiguracji i jest ona zależna jedynie od 
wzajemnego położenia obu powierzchni w przestrzeni;

Wdi—k — lokalny stosunek opromieniowania pomiędzy elem entarną 
powierzchnią dF ; oraz powierzchnią Fk. Wielkość tę  po zastosowaniu p ra­
wa Lam berta nazywamy lokalnym  stosunkiem  konfiguracji. Lokalny sto­
sunek konfiguracji jest określony wzorem

1 f  cos a t • cos a.,
=  -------p  Ł - dF. -  P)

F,

Zasady, praw a i zależności zastosowane w dalszych wywodach:
1. Zasada wzajemności [3], [1]

F]_ ■ c?i-2 =  F.z ■ cp2—1. (3)

2. Zasada zaimkniętośri [3]

91—1 “I- ?!—2 +  <Pl—3 ■ ■ ■ -)~9l—n =  1 ■ (4)

3. Praw o Kirchhoffa: z którego w ynika dla każdej powierzchni F,
związek

£i =  A;. (5)

4. Zależność pomiędzy absorpcyjnością i refleksyjnością powierzchni 
nieprzezroczystej (nie przepuszczającej promieniowania)

A  + R  =  1. (6)

5. Praw o Stefana Boltzmanna

** ^  I Tr=  e* = s • Cc • ■ (V
F \ 100

4. Wymiana energii promienistej w układzie trójpowierzchniowym  
otwartym, o powierzchniach niewklęsłych

Dany jest układ trój powierzchniowy, którego własności zgodne są 
z założeniami A — E (rys. 3).

Zgodnie z definicją pojęcia jasności J jako sumy em isji własnej 
i wszystkich prom ieni odbitych od rozważanej powierzchni, możemy utw o­
rzyć trzy  równania określające jasności J i, J 2 , J 3 powierzchni F1; F2  F 3
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J j  =  -j- Rj ( J 2 • 9  2—1 Ja '  ? 3— l )  ,
J 2 =  E 2 +  R 2 ( J i  • < p i— 2 ~ \ ~  J - a  ’  © 3 — 2 ) ,  ( A )

J 3  =  R 3  H -  R 3  ( ^ 1  ■ 9 1 —3 J ‘Z  '  © 2 - 3 )  •

Po uporządkow aniu powyższego układu trzech równań o tyluż niewia­
domych otrzym am y

J , R ,  • cp2— 1  ■ J2 R i  " 9  3— 1  ' J 3 =  E i  >

—  R . ,  •  9  1 — 2 • J 1 - j -  J 2  —  R 2 • 9  3 — 2 ■ d 3  =  E 2 . ( B )

R.i '  9 1—3 ‘ J 1 R 3  * 9  2—3 ‘ J2 ~F" J 3  =  E 3 .

Rys. 3. Schemat promieniowania 
energii w układzie trójpowierzch- 

niowym otwartym

-  R, • 9 3 - 1
—  R 2 • 93—2

1

W celu obliczenia niewiadom ych jasności J 1 , J 2 Ja obliczamy począt­
kowo wyznacznik

1 , — R t -rf 2- 1 ,
JJrt = R2*9l~2 i 1 ^

 R 3  • 9l—3>  R 3  '  92—3 »
Po rozwinięciu w artość D„ można określić następująco:

D„ =  1 —  R 2 • R 3 • 9 3—2 • 92-3 —  R t • R2 ‘ 9 1-2  • 9 2 -1 — Ri • R3 • 9 1-3  ’ 9 3-1 ~
—  Rx • R 2 • R g • 92—1 ■ 93-2 * 9 1-3  — R t • R 2 • R 3 • 9 1-2  • 92-3 • 9 3 -1 • (8)

W celu uproszczenia otrzymanego wyrażenia weźmy pod uwagę ilo­
czyn 9 2 - 1  • 9 3-2  • 9 1- 3  i zastosujm y do niego trzykrotnie zasadę wzajem ­
ności

E2 • 9 2 -1  =  F t • 9 1—2 ,
Es • 93—2 =  F 2 • 92—31
Fj • 9 1 —3 =  F 3 • 93—1 .

6 E n e r g e t y k a  z e sz . ,2
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Wspomniany iloczyn ‘można będzie przedstaw ić w następującej po­
staci:

W spomniane wyrażenie określające wartość Dn można jeszcze dalej 
uprościć w  następujący sposób:'

Dzięki cyklicznej, uporządkowanej postaci wzór określający Dn jest 
niezbyt trudny  do zapam iętania, szczególnie gdy go przedstawić w nastę­
pującej formie:

Założenie takie jest jednoznaczne z „wygaszeniem“ prom ieniowania 
własnego (emisji pierwotnej) powierzchni F2 i  F 3.

Operacja taka pozwala obliczyć jasność składową, Jt—i dowolnej 
z trzech powierzchni, przy tym  jasność ta  jest wynikiem  wyłącznie emi­
sji własnej E i powierzchni F i.

Obliczamy następny z kolei wyznacznik D2_ i

Jasność składową J 2—i powierzchni F2 pochodzącą od emisji powierz­
chni F i otrzym am y dzieląc równanie (10) iprzęz (8a)

Fi ■ Fo • Fn

Jak  widzimy, ostatnie dwa w yrażenia w  równaniu (8) są identyczne.

L Ri f
W powyższym wprowadzono oznaczenie

91—2 ‘ 92—1

R,

Cpc — ? 1 —2 ' 92 —3 ' 9 3 - 1 - (9)

(8b)

Dla uproszczenia dalszych obliczeń, załóżmy jeszcze

Eo — 0, F 3 =  0.

W ykonuj ąc powyższe otrzym ujem y

D2—i — E1 ■ R2 (91—2 -(- 9 1-3  • R$ • 93—2) • (1 0 )
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Przechodzim y w  dalszym ciągu do obliczenia energii pochodzącej 
z emisji E i pow ierzchni F i, a pochłoniętej przez pow ierzchnię F 2. W tym  
celu wprowadzim y pojęcie opromieniowania O, powierzchni F;. Przez 
opromieniowanie należy rozumieć sumę wszystkich prom ieni padających 
na rozważaną powierzchnię. W rozważanym  przypadku pomiędzy składo­
wym  opromieniowaniem powierzchni F2 pochodzącym od emisji powierz­
chni F i i składową jasnością powierzchni F2 zachodzi następujący  zwią­
zek:

Oznacza to, że część prom ieni padających po odbiciu od powierzchni 
F 2 tworzy jej jasność składową J 2 _ i .

• 2
wierzchni F2; Qi_2— ciepło odprowadzone

' Zgodnie z rysunkiem  4 tw orzym y bilans powierzchni F2. Bilans ten 
umożliwi określenie energii Q i _ 2 pochodzącej z em isji E i powierzchni 
F i, a pochłoniętej przez powierzchnię F 2

W dalszym ciągu należy określić energię prom ienistą pochodzącą 
z em isji w łasnej E2 powierzchni F 2, a  pochłoniętą przez powierzchnię F i.

Aby rozwiązać to  zadanie, można zastosować identyczne z poprzednim 
rozumowanie, polegające na „wygaszeniu“ em isji w łasnych Ei i E 3 po­
wierzchni F i i F 3 i  rozw iązaniu przy tych założeniach układu równań 
(A). O wiele prostszą drogą będzie można przyjąć po uwzględnieniu za­
sady inwariantności.

O2—I • F 2 — J 2-I • (1 2 )

3 2 -1 Rys. 4. Bilans energetyczny powierzchni 
F : 0 2_!— składowe opromieniowanie po­
wierzchni F2 pochodzące z emisji po-

p  wierzchni F1 , J 2-1— składowa jasność po­

przez przewodzenie

Qi—2 — O 2—1 — J  2—1 •

Łącząc powyższą zależność z rów naniem  (12) otrzym am y dalej

(13)

Pozostaje już tylko wstawić zależność (12) w  równanie (11)

(14)
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Zgodnie z zasadą inwariantności charakter i przebieg zjawiska fizycz­
nego nie może być zależny w  żadnym  przypadku od układu odniesienia, 
k tóry  jest p rzy ję ty  najzupełniej 'dowolnie. Układ odniesienia przyjm uje 
się zazwyczaj tak, aby możliwie uprościć obliczenia.

Łatwo jest zauważyć, że wzór (8 b) określający D„ jest całkowicie „in- 
w arian tny“, tzn. wartość Dn jest zupełnie niezależną od tego, k tórą po­
wierzchnię uważamy za pierwszą, k tó rą  za drugą itp. Przez inw ariant- 
ność będziemy rozumieć taką cechę, że jeżeli zamienić miejscami dowolne
dwa indeksy w rozpatryw anym  wzorze, to jego w artość nie ulega zmianie.

W rozpatryw anym  przypadku, we wzorze (8 b) można zamienić do­
wolne dwa spośród trzech indeksów: 1, 2, 3 i mimo to wartość Dn pozo­
stanie nie zmieniona.

Po zastosowaniu zasady inw ariantności do wzoru (14) otrzymamy

Q2- l  =  E* ' Al (?2-l+<p2-3 • R d • (15)

Aby określić energiąQn~ 2 wym ienioną pomiędzy powierzchniami F i 
i  Fo, należy utworzyć różnicę

Qn—2 =  Qi—2 — Q2—i • (15)

Przedtem  jednak w celu uproszczenia ostatecznego w yniku wykażemy, 
że zachodzi następująca równość:

Fi • ( t p i _ 2 - j - ę  i—3 ■ Rj ' ? 3 —2) =

=  F2 • (cp2—1 -(- Cp2_3 • RS • <p3—l) • (11)

Praw a strona powyższego równania stanie się identyczna z lewą po 
trzykrotnym  zastosowaniu zasady wzajemności (3):

F2 ■ 9 2 -1  =  • ? i - 2 ,
F2 ■ cp 2—3 — Fg • cp 3—2 ,
Fs ■ cp 3—i =  F i • cp i—3 .

Wielkości równania (17) figurujące w nawiasach po obu stronach zna­
ku równości posiadają ściśle określone znaczenie fizyczne: na skutek 
istnienia powierzchni F3 wym iana energii pomiędzy powierzchniam i F i 
i F2 ulega zwiększeniu. W spomniana powierzchnia F 3 działa bowiem jak 
niedoskonałe lustro, odbijając częściowo otrzym aną z powierzchni F 1 
energię promieniowania, z k tórej część pada n a  powierzchnię F 2.

Em isja pierw otna promieniowana przez powierzchnię F 1 i F2 może
być określona zgodnie z prawem Stefana Boltzmanna.
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Eo — s„ • F ,
100

(19)

gdzie x h — czas. *
W stawiając powyższe wartości we wzory (141 i (15), a rezultat w  rów­

nanie (16), po uwzględnieniu (17) otrzym am y

Qn— 2 — F 1-E1 -S2 4Cc • (ę 1—2 -j- cp 1—3 • R 3 ■ <p 3—2) • ——
Un

Tj_
1 00

T,
1 00 (2 0 )

Równanie powyższe określa w zupełności energię promieniowania 
wym ienioną pomiędzy powierzchniam i F i i F 2. S taram y się je przedsta­
wić w  prostszej formie, co jest możliwe dzięki wprowadzeniu pojęcia sto­
sunku w ym iany energii prom ienistej £1 —2 . Stosunek w ym iany energii 
prom ienistej w ystępuje we wzorze obejm ującym  wszystkie możliwe przy­
padki w ym iany energii pomiędzy dwiema powierzchniami

Qri—2—F 1 • £i_ 2 • Cc T,
1 00 100

( 2 1 )

Porów nując ze sobą wzory (20) i (21) dochodzimy do określenia sto­
sunku w ym iany energii prom ienistej w rozważanym  przypadku

*1—2 — E1 ' s2 (? 1—2 9 1—s ' ' 93—2) D„
(22)

5. Kontrola otrzymanego wyniku

Otrzym ane wzory można poddać kontroli na  przypadkach granicz­
nych. Gdy na przykład pow ierzchnia F 3 jest doskonale czarna, wym iana 
ciepła pomiędzy powierzchniam i Fi i F2 odbywa się bezpośrednio, bo­
wiem doskonale czarna powierzchnia nie odbija żadnych promieni. P rzy­
padek w ym iany energii promieniowania pomiędzy dwiema powierzchnia­
mi jest znany w litera tu rze  [2 ],

Połóżmy zatem  R :i =  0 i obliczmy dla tego granicznego przypadku sto­
sunek w ym iany energii promieniowania. Wzór (8 a) uprości się wówczas 
do postaci

Dn =  l - R 1 - R 2 - tpi-2  • 92- 1 .

Stosunek w ym iany energii prom ienistej określony wzorem (22), dla 
Rz =  0 przyjm uje wartość
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Biorąc pod uwagę zależności
•

Rj =  1 — A 1 =  1 — Sj,
R2 — 1 A., =  1 E2

dochodzimy ostatecznie po kilku prostych przeróbkach do postaci 

1  1  F i / 1 j_  1 i 1-j- ¥ 1—2 — -----1---------- 1 “
El—2 Fs \Si

(23 a)

Wzór powyższy jest identyczny ze wzorem określającym  stosunek 
w ym iany energii w  układzie dwupowierzchniowym  [2],

Do identycznego w yniku dochodzimy kładąc we wzorach (8 a) i (22) 
cpi_ 3 =  0 oraz tP2—3 =  0. Ten przypadek graniczny może dotyczyć np. 
układu trójpowierzchniowego, w k tórym  powierzchnia F3 m aleje do zera.

6. Przykłady liczbowe

1. Dany jest układ trój powierzchniowy otw arty o cechach zgodnych 
z założeniami A—E. Wielkości poszczególnych powierzchni oraz ich w ła­
ściwości podane są w  tabeli 1 .

T a b e l a  1

Powierzchnia Refleksyjność Absorpcyjność

F1 =  1 m 2 Rj =  0,2 A 1 = 0,8
F2 = 2 m 2 R2 =  0,25 A 2 =  0,75
F 3 =  3 m3 R3 =  0,4 A 3 = 0,6

Stosunki konfiguracji rozważanego układu podaje tabela 2.

T a b e l a  2

<Pl-2 =  0 ,1 tpl-3 =  0,15
9 2—1 =  0,05 ?2—3 =  0 ,2 1

=  0,05 93-2 =  0,14

W tabeli 2 można dowolnie obrać tylko trzy  stosunki konfiguracji nie 
związane z sobą zasadą wzajemności. Pozostałe należy obliczyć.

Pierw szym  działaniem, k tóre należy wykonać, będzie kontrola, czy 
stosunki konfiguracji spełniają zasadę wzajemności. Po przeprowadzeniu 
takiej kontroli przechodzimy do obliczenia Dn na podstawie wzoru (8 b)

D„ = 1 — 0,2-0,25-0,4 0,14-0,21 , 0,1-0,05 , 0,15-0,05
0 ,2 0,4 0,25

2-0,1-0,21-0,05 =  

=  0,996816
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W dalszym ciągu określim y stosunek w ym iany energii na  podstawie 
wzoru (22)

=  0,8-0,75 (o i  +  0,15 • 0.4 • 0,14) =  0,06529 .
0,996168

Obliczymy jeszcze stosunek w ym iany energii *y_2 dla przypadku,

gdy powierzchnia F 3 została usunięta. Na podstawie wzoru (23 a) można 
obliczyć stosunek w ym iany energii prom ieniow ania dla układu dwupo- 
wierzchniowego

1 1 ' 0 ,1  • 0 ,5 / — -!  ----- 1  — —
e,1_ 2 0,6 • 0,1 \0,8 0,75 0,6

z \—2 =  0,060015.

Otrzym ana w artość stosunku w ym iany energii jest m niejsza o około 
0,005, co odpowiada około 8%. Tyle w łaśnie w pływ a obecność trzeciej po­
w ierzchni na wzrost stosunku w ym iany energii promieniowania.

2. W celu przeprow adzenia kontroli otrzym anych w  rozdziale 4 w yni­
ków można również posłużyć się wzorem otrzym anym  przez Surm ow a [5], 
Surinow przeanalizował dokładnie układ trójpowierzchniow y zamykający 
szczelnie przestrzeń i doszedł do następującego wyniku:

[ R2 • 92-1 (9 1-2  +  Rj • 9 1-3  ■ 93- 2) +  R3 -‘9 3-1 (9 1-3  +  R -2 • 9 1-2  • 92- 3* I e, ,
60,1 =  --------------------------------------------------------------------------

1 -  R j • R 2 ■ R3 -  A 3 ■ R t ■ R2 • 91-2 ‘ 92-1 ~ A 2 • Rt • R3 • 91-3' 93-1 —A i • R2 • R3 - 92-3 ’ 93-2

+
(91—2 H~ R 3 • 9 1—3 • 93—2) e2 ~l~ (91—3 ~l~ R-i • 9 1—2 • 92—3) e 3

1 — R x • R2 ■ R.a — A 3 • R 1 • R2 • 9 1-2  • 9 2-1 — A 2RtR s 9 1-3  • 93 - 1  — A j R2 Rs 92-3 • 93-2
(24)

Wzór powyższy określa tzw. opromieniowanie 1 m 2 powierzchni F 1 . 
(Surinow używa w swej pracy oznaczenia: epad 1 ). Przez opromieniowa­
nie danej powierzchni należy rozumieć sumę energii wszystkich promieni 
padających n a  rozważaną powierzchnię.

Ponieważ uk ład  trójpowierzchniow y zam knięty może być uważany 
za szczególny przypadek układu otwartego, zatem  wzory otrzym ane w roz­
dziale 2 pow inny dać identyczny w ynik z podanym  przez Surinowa. 
Układ trójpow ierzchniow y zam knięty o powierzchniach niewklęsłych 
określają następujące rów nania w yrażające zasadę zamkniętości:

9 1 - 2  +  9 1 - 3  =  1 , 9 2 - 3  +  9 2 - 1  =  1, 9 3 - 1  +  9 3 - 2  =  1 -

Dany jest układ trójpowierzchniow y zamknięty, którego cechy zgodne 
są z założeniami A—E (rozdz. 2). Wielkości poszczególnych powierzchni 
oraz ich cechy u jm uje tabela 3.
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T a b e l a  3

Pow ierzchnia Refleksyjność Absorpcyjność

F1 =  3 n r R 1 =  0,5 A, =  0,5
P 2 =  4 m 2

IOcT;llWDi A , =  0,25
F3 =  5 m 2 1̂ 3 — 0,8 =  0,2

Stosunki konfiguracji powyższego układu podane są w  tabeli 4.

T a b e l a  4

<pi—2 — 1/3 9 1—3 — 2/3
(p2_l =  1/4 9 2—3 =  3/4
93—1 =  2/5 93—2 =  3/5

Należy obliczyć stosunek wym iany energii promienistej £1 —2 .
Po sprawdzeniu zgodności danych w tabeli 4 z zasadami wzajemności 

oraz zamkniętości przystępujem y do obliczenia Dn na podstawie wzo­
ru (8a)

2 4 5

/ 3 3 1 1 2 2

5 4 1 3 4 3 5

\ 0,5 0,8 1 0,75 +
2 - i

3
Dn =  0,532083.

Stosunek w ym iany energii £i_ 2  obliczamy na podstawie wzoru (22)
1 , 2  „ „ 3

0,8
£1—2 =  0,5 • 0,25 =  0.153485 .

0,532083

K ontrolę otrzym anego w yniku przeprowadzim y za pomocą wzoru 
otrzymanego przez Surm ow a (24).

Początkowo obliczamy m ianownik Ds

^ • 1- +3 4
Ds =  1 — 0,5 • 0,75 • 0,8 -  0,2 • 0,5 • 0,75

0,25 • 0,5 • 0,8 -  0,532083 .
2 2 3
------------ 0,5 • 0,75 • 0,8 • —
3 5 4 5

Jak  widzimy, wartość m ianownika jest identyczna z wartością otrzy­
m aną ze wzoru (8ib). Należy jednak podkreślić, że zgodność ta  w ystępuje 
jedynie dla układu zamokniętego, dla takiego bowiem układu Surinow  
wyprowadza wzór i(24).

Dalszy ciąg obliczenia będzie oparty o następujące rozumowanie: 
W liczniku wzoru Surinowa widzimy trzy  wyrażenia, pierwsze, w  nawia­
sie graniastym , określa część energii padającej na 1 m 2 powierzchni Ft
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pochodzącej z em isji powierzchni F\. Ten w yraz nie jest nam potrzebny, 
do w ym iany energii bowiem pomiędzy powierzchniam i F i i F-> nie jest 
potrzebna znajomość energii pochłoniętej przez tę samą powierzchnię, 
k tóra ją wyem itowała. Drugi w yraz w  liczniku przedstaw ia energię po­
chodzącą z emisji powierzchni F 2 i padającą na powierzchnię F i. Zajm ie­
my się tym  właśnie wyrażeniem. W celu otrzym ania energii pochłoniętej 
przez 1 m 2 powierzchni F i, a pochodzącej z emisji powierzchni F 2 na­
leży ten w yraz pomnożyć przez Ai =  £1

/ To \ 4 J
^ 2 - 1  —  £ ]  • ( ? l - 2  +  R . i  ■ ? l - 3 ? 3 - 2 )  • e 2 '  C c  • ( j  " £ ) s  ’

Dla określenia energii pochłoniętej przez 1 m 2 powierzchni F 2, a po­
chodzącej z em isji powierzchni F± wystarczy zamienić ze sobą indeksy
1  i 2

/  T1! \4 1
C l — 2 =  S 2 '  ( T 2— 1 —l-  - ^ 3  ’ ? 2 — 3 '  9 3 — 1 ) S i  ‘ C c 100 / DS

Całkowita energia pochodząca z F 2, pochłonięta przez F 1 wynosi
*  *

E2— 1  =  F 1 • e2- i  .
Podobnie energia pochodząca z F i pochłonięta przez F 2 ma wartość

* •*
Ei_2 =  F a • ei—2 .

Energia Q*i_ 2 wym ieniona między powierzchniam i Fj i F 2 jest rów na 
różnicy

* * *
Qrl—2 =  Fi—2  E2 — 1  .

Po uwzględnieniu zależności (17) otrzym ujem y ostatecznie

Qrl_2 — F l • El • £2(91—2 -j-  P 3-? l—3 • 93—2) ■ ' Cc
Ds

/ Ti \ 4 /_T A
\100/ \ 100/

Ponieważ dla układu trójpowierzchniowego zamkniętego Ds =  Dn, jak 
to w ynika z wartości Ds podanej przez Surincw a ([5], str. 728), zatem 
otrzym any wzór jest identyczny z poprzednio otrzym anym  rów na­
niem  (20).

W celu określenia wpływu powierzchni F 3 na  wym ianę Ciepła pomię­
dzy powierzchniam i F i i  F 2 załóżmy, że powierzchnia F s została usunię­
ta. W tym  przypadku R 3 =  0 oraz

Dn — 1 — Ri • R 2 • 91—2 • 92—1 >
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Jak  widzimy w tym  przykładzie, wpływ powierzchni F 3 był bardzo 
duży, dzięki niej bowiem stosunek wym iany energii wzrósł od wartości 
0,043010 do 0,153485. Należy to przypisać dużej wartości K3 =  0,8 oraz 
wielkości powierzchni F 3. 0

7. Zakończenie

W ymiana ciepła przez promieniowanie w  układzie trójpowierz- 
chniowym otw artym  prowadzi do znacznie bardziej skomplikowanych 
zależności niż w  układach dwupowierzchniowych [1], [2]. Szczególnie 
żmudne jest obliczanie wartości wyznacznika Dn określonego wzo­
rem  (8 b). Dzięki prawidłowości i sym etrii tego wzoru obliczenie nie jest 
jednak ani zniechęcające, ani trudne. Z tego samego powodu wzór (8 b) 
po kilkakrotnym  użyciu można zapamiętać.

Łatwiej jednak zapam iętać ten  wzór rozum iejąc znaczenie poszcze­
gólnych wyrażeń. Weźmy na przykład wyraz pierwszy, otrzym any po 
otworzeniu nawiasu

J?2 ’ R3 ' <p3—2 ’ t?2—3-

Prom ienie cieplne wielokrotnie przebiegają odcinek drogi F2 — F 3. 
Po każdym  odbiciu od F 2 pozostaje już tylko część określona refleksy j- 
nością Ro. Z pozostałych tylko część <P2—s dociera do F 3 . Po odbiciu od 
F 3 część R:t pozostałych prom ieni pow tarza proces w  kierunku przeciw­
nym. Dzięki tem u właśnie w  rozpatryw anym  w yrażeniu m am y iloczyn 
wielkości R 2 , R 3 , <P2—3 , (p:s 2 m ających zasadniczy wpływ na rozważa­
nym  odcinku drogi.

Na innych, pozostałych odcinkach drogi w ystępują dalsze wyrażenia:

na odcinku od Fi do F2 '• Ri ■ R2 ■ 91-2 • 92- 1 , 
i na pozostałym Fi do F3 '• Ri ■ R3 • 91-3 • 93- 1 .

Pozostałe wyrażenia
R i -  Ro- Rs - <Pc

przedstaw iają w pływ innej, w ielokrotnie powtarzającej się drogi F i — 
— F 2 — F 3 , w  której podobnie jak  poprzednio m ają  znaczenie trzy  re- 
fleksyjności: R lt Ro, R 3 oraz trzy  stosunki opromieniowania powtarzające 
się w  porządku cyklicznym:

91- 2, 92- 3, 93- 1,

jako param etry  określające pozostałą część prom ieniow ania w  obrębie 
trzech rozważanych powierzchni.
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W w yrażeniu określającym  D„ widzim y zatem  wszystkie drogi pro­
mieni, odznaczające się możliwością w ielokrotnych odbić. W yrażenie 
Ri  • R 2 • R-a • <Pi—2 ' <P2 —s ' cPs—i posiada mnożnik 2, krążenie bowiem 
prom ieniow ania może się odbywać jeszcze w  przeciw nym  kierunku

F x — F 3 — F 2 .

W liczniku wzoru (22) określającego stosunek w ym iany energii p ro­
m ienistej w  nawiasie figuru ją  w yrażenia

? 1—2 —I-  <Pl—3 ' R'i ' 'fS— 2 ■

W yrażenia te są związane z nie pow tarzającym i się drogami prom ie­
niow ania, przy tym  pierw sza z n ich  związana z <Pi_ 2  jest drogą na jk ró t­
szą, pierw otną, druga zaś, także pierw otna, jest drogą via powierzch­
nia F; j.

Jak  widzimy, sporo kłopotu przedstaw ia obliczenie ty lko  stosunku
f i  3 . Pam iętajm y jednak, że do zupełnego rozw iązania w ym iany energii
prom ienistej potrzebne są dalsze stosunki £ i_3 , £2—3 , nadto konieczna 
jes t znajomość rozproszonych poza układ energii oraz jasności składo­
wych każdej powierzchni, pochodzących z własnego promieniowania. Za­
gadnienie pełnego bilansu układu trójpowierzchniow ego otwartego zasłu­
guje na  osobne opracowanie. W tym  m iejscu ograniczymy się jedynie do 
określenia pozostałych stosunków  w ym iany energii prom ienistej. Ponie­
waż znany już jest w yraz Dn przeto obliczenia są już bardzo proste. Wzo­
ry  określające £1 —3 i E2—3 otrzym am y na podstawie rów nania (22)

■ ei-3 =  £i ' s3 OPi-3 +  ?i—2 ‘ R2 ’ ?2-3) ■ "  >Dn

£2—3 =  £2 • £3 (92—3 -f- £2—1 • Ri ■ 91—3) • —- •
Dn

Na zakończenie poczuwam się do obowiązku złożenia podziękowania 
prof. dr. inż. Stanisławowi Ochęduszce za cenne wskazówki przy w y­
konyw aniu powyższej pracy.

Otrzymano 7 lutego 1956 r.
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