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WSTĘP

W ostatnich latach, w związku z głębszym poznaniem teorii pól loso­

wych okazało s ię , że opisy i  rozwiązania deterministyczne stanowią 

zbyt dużą idealizację i  nie odzwierciedlają złożonej struktury rzeczy­
wistych zjawisk zachodzących w układach dynamicznych. Próby rejestra­

c j i  tych zjawisk i  badanie ich metodami klasycznymi, opartymi zasadni­
czo na analizie harmonicznej, były niezwykła pracochłonne i  mało efek­
tywne. Wskutek realnych potrzeb wielu gałęzi techniki, a zwłaszcza ra ­

diotechniki, automatyki, mechaniki, lotnictwa, techniki rakietowej i  

innych, powstała nowa dziedzina na pograniczu tych działów techniki i  

matematyki stosowanej zwana dynamiką statystyczną, której aparatem ma­
tematycznym jest teoria prawdopodobieństwa. Analiza zachowania się u -  

kładów dynamicznych, zarówno dyskretnych jak i  ciągłych pod działaniem 

pobudzeń losowych stanowi jeden z podstawowych problemów dynamiki sta­
tystycznej. Badanie reakcji ciągłych układów dynamicznych zwanych też 

układami o stałych rozłożonych na pobudzenia w postaci przestrzeni»“ 

czasowych pól losowych jest przedmiotem rozważań niniejszej pracy. 

Szczegółowej analizie poddano podstawowe ciągłe układy mechaniczne, któ­
re mogą być m.in. potraktowane jako pobudzane losowo elementy pewnych 

urządzeń automatyki.

Metody dynamiki statystycznej można podzielić na trzy zasadnicze 

grupy. Grupę pierwszą stanowią metody korelacyjne i  spektralne, opie­
rające się na wykorzystaniu związków między wartościami oczekiwanymi, 

funkcjami korelacyjnymi wejściowych pól losowych Cię. obciążeń, wymu­

szeń kinematycznych) oraz wyjściowych pól losowych (np, przemieszczeń, 
naprężeń)» Grupa druga oparta jest na równaniach kinetycznych FOKKBRa- 

PMNCKa-KDłfflOGOROWa, pozwalających na bezpośrednie wyznaczenie g ę s to -
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ści prawdopodobieństwa wyjściowych pól losowych. Do grupy trzeciej na­

leżą tzw, metody quaslstatyozne, opierające się na elementarnej teorii 
prawdopodobieństwa.

W ostatnim okresie ukazało się wiele prac dotyczących zastosowań me­
tod korelacyjnych i  spektralnych do analizy reakcji ciągłych układów 

mechanicznych. Metody te okazują się szczególnie efektywne w zastoso­

waniu do badania stacjonarnych jak i  niestacjonarnych pól losowych w 

ciągłych układach liniowych. VAN LEAR i  UHLENBECK [ 14]  jako pierwsi a - 
nalizowali reakcję struny i  prętów sprężystych na pobudzenia losowe. 

Bardziej szczegółową analizę podstawowych układów ciągłych jak pręty i  

płyty pod wpływem obciążeń losowych podał EKEBGSEH [ 14]  . Prace DYER [?] 
[8 ] zawierają ogólną teorię wyznaczania reakcji liniowych ciągłych u- 

kładów sprężystych. Te pierwsze prace jak i  prace [11 ], [24], [25], [26]  

zakładały stacjonaraośó i  jednorodność rozpatrywanych pól losowych sto­
sując do ich badania metodę spektralną. Oryginalną metodę opartą na wy* 
korzystaniu funkcji charakterystycznych podał KNOWLES [20]  w zastoso­

waniu do prętów sprężystych. Znacznie mniejszą liczbę prac poświęcono 

niestacjonamośęi reakcji układów dynamicznych spowodowanej skończonym 

czasem działania wejściowego pola losowego. Zagadnienie niestacjonar­
nej reakcji ciągłego układu sprężystego poddanego stacjonarnemu wymu­
szeniu było poruszane przez HIKDŁAJEHKO [ 23]  oraz przez autora niniej­
szej pracy [10] .  Problem niestacjonarnej reakcji na niestacjonarne wy­

muszenie przypadkowe porusza TYUKDWSKI [36]  . Uogólnieniem tych zagad­
nień są roiisażania autora m niniejszej pracy traktujące o tzw. proba­
bilistycznym przejściu przez rezonans w liniowych ciągłych układach 

mechanicznych.

Jeszcze mniejsza liczba prac jest poświęcona zastosowató.u teorii pól 
losowych w nieliniowych układach ciągłych. Hapotyka się tutaj na trud­

ności z powodu braku ogólnej teo rii nieliniowych równań cząstkowych, 

opisujących modele matematyczne ciągłych układów dynamicznych. Istnie« 
jące prace z tego zakresu prawie wszystkie dotyczą badania stacjonar» 
nynh i  jednorodnych pól losowych w nieliniowych

wymienić głównie prace FEDOROWa [l5],LY0Na [21] , OTMENTBERGa fl3 ] i  

TYUKDWSKI ego [33].

6



Ga t le  wymienionych publikacji widać, że nie są dotychczas w pełni 

przeanalizowane i  rozwiązane, mające znaczenie poznawcze jak i  prak­

tyczne, następujące zagadnienia!

a ) metody, które pozwalałyby na dostatecznie ogólny, a przy tym jakoś­

ciowo poprawny,w przejrzystej i  zwartej postaci, pogląd na staty­
styczne charakterystyki stanów niestacjonarnych, pojawiających się  

przy włączaniu pobudzeń przypadkowych na układy ciągłe,
b ) probabilistyczny aspekt przejścia przez rezonans w ciągłych ukła­

dach liniowych,

c ) metody wyznaczania i  badania niestacjonarnej reakcji układów ciąg­
łych nieliniowych,

d ) probabilistyczne przejście przez rezonans w ciągłych układach nie­
liniowych,

e ) zastosowanie metod ąuasistatycznych w układach ciągłych.

Analiza powyższych zagadnień stanowi jeden z podstawowych celów ni­

n iejszej pracy. Drugoplanowym celem jest usystematyzowane i  jednolite 

przedstawienie poprzednio wymienionych metod badania ciągłych układów, 
pobudzanych polami losowymi. Znaczenie omówionych w pracy metod wynika 

z ich bezpośredniego zastosowania nie tylko do analizy ciągłych ukła­
dów mechanicznych, lecz stanowią one podstawę do rozwiązywania podob­
nych zagadnień w innych układach ciągłych opisanych analogicznymi rów­
naniami różniczkowymi.
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1. METODY KORELACYJNE I  SPEKTRALNE

1.1. Analiza korelacyjna 1 spektralna 

liniowych układów ciągłych

1.1.1. Równania opisujące matematyczne modele fizycznych i  technicz­
nych l in iowych układów ciągłych. Warunki początkowe i  brze­
gowe.

Równaniami wyjściowymi obecnj oh rozważań są liniowe deterministycz­

ne cząstkowe równania dynamiki,opisujące drgania wymuszone następują­
cych układów ciągłych [i s j  j

a ) równanie drgań poprzecznych struny (rys. 1)

b ) równanie drgań podłużnych pręta (rys. 2)



u ( M L .
i/x,żj,/jj

I
I
I

X

Jfx_

Rys. 2

c ) równanie drgań skrętnych pręta (rys. 3)

V o  ♦  * V  V o  ^  -  M C -  * • « .

d ) równanie drgań poprzecznych pręta (rys, 4 )

ł  V 2 # * 1 *  ^

(3 )

O j
(4 )
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e ) równanie drgań poprzecznych membrany (rys» 5)

^ h (2js£s«Zi£2 + 2n̂ Oph .  TAwOc,y,t) -  q (x ,y ,t ) ( 5 )

przy czym

A  9 ■ł’ A * 
0x Oy

f ) równanie drgań poprzecznych płyty cienkiej (rys. 6)

,oph ^  + 2n^oph + DAAw(x,ytt )  »  q (x ,y ,t ) , (6 )

11



g ) równania drgarf poprzecznych powłoki o mały« wzniosie (rys. 7 ) 

<9ph + 2n^ph + DAAw(x,y»t) -

_  ,  k ,  S a fa r i* ,? . .  o(x y t )R A 2 R n 2 <!U,y,tJ,
x Wy y u?x

lA A $ ( i ,y , t ) + jL  ® !*C siŁ *1  + i .  S fsfcLtftli .  0.
E x Q7d Ry 0 x r‘



Rys. 7

Eliminując funkcję naprężeń powierzchni środkowej powłoki $ (x ,y , t ), u- 

zyskuje się równanie drgań powłoki w postaci

~  A AAA w(x,ytt ) ♦  JL +

R H n 2 /-> 2 x y (ox 'd j

0 t ‘
(a)

a w przypadku szczególnym, gdy promienie głównych krzywizn R^-*- o o  ,  

R m R ® const, uzyskuje aię z równania ( s ) s równanie drgań poprsecs-
y

nych powłoki cylindrycznej:

2
AAAA w(x,yft )  + l -2 -5 fe *X Ł t l = 1 -4A  [q (x ,y ,t ) -  

-? P h -  2”. ? pł 2 I W -  ts )
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W powyższych rósmaniach przyjęto następujące oznaczenia:

A -  przekrój poprzeczny struny* pręta

<Op “ gęstość materiału struny, pręta, płyty, powłoki

h -  grubość płyty, powłoki

E -  moduł Younga

G -  moduł odkształcenia postaciowego

-  moment bezwładności przekroju poprzecznego pręta 

Jo "  biegunowy moment bezwładności przekroju pręta

x »y -  współrzędne układu

t -  osas

u,v,w -  składowe przemieszczeń

<1» <ł̂  -  obciążenia

_  gh''
D s Z" -  sztywność cylindryczna

1 2 (1 - ^ )

V -  liczba Poissona

“ promienie głównych krzywizn powłoki

“ s i ła  wstępnego naciągu struny, membrany

nu,\ ,1V  “ zyrmiki tłumienia drgań

§  -  ftoJseja naprężeń powierzchni środkowej płyty, powłoki,

Hównania ( 7 ),  (8 ) i  (9 ) są szczególnym przypadkiem « lrH ii równań 

technicznej teo rii powłok obrotowych 0 8 ] o postaci:

L13 W -  « ’ - « P h 0  ’  ^ p » ^

L21 11 ł  L22 t  + *23 O2 - ? p Ł ~ ł  -  (1 0 )

i *  «  *  i *  T  ♦  1 ,3  .  .  <? - v 2 f | .
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Operatory Lik  są cząstkowymi operatorami różniczkowymi współrzędnych 

przestrzennych. Zależą one od geometrii powłoki (cylindrycznej, kolis­
t e j ,  stożkowej) [ l8 j .

Powyższe równania i  układy równań należy uzupełnić odpowiednimi warun­

kami początkowymi i  brzegowymi, aby zagadnienie graniczne było popraw­
nie postawione [ 22J .

Podane wyżej równania można traktować jako przypadek szczególny rów­
nań różniczkowych o postaci

w obszarze CN+1 *  E? x A . C EN+1
t

gdzie

Dt* są wielo*Bj»źnlkowymi symbolami różniczkowania względem cza-

układ równań różniczkowych (11) dla czasu t należącego do prze-

Przyjmijny zerowe warunki początkowe:

D * S G ,t )|  - o  k .  0, 1 , „ „  w (12)
gdzie

1 -  max(p,q)
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oraz jednorodne warunki brzegowe

B.j(x,IL) u ( x , t ) | ^  - 0  j = 1 ,  2 , . . . ,  s (13)

gdzie B .(x ,D _) jest macierzą liniowych operatorów różniczkowych wzglę-
_Ndem współrzędnych, określonych na brzegu obszaru OlT.

1.1.2* Matematyczne modele wymuszeń losowych

W dalszej części rozważań będziemy przyjmować, że ciągłe układy dy­

namiczne opisane w punkcie 1.1.1,poddane są działaniu pól losowych t j ,  

prawe strony układu równań (11) są polami losowymi.

Ogólna defin icja przestrzenno-czaaowego pola losowego

Zanim przystąpimy do wyznaczenia reakcji ciągłych układów dynamicz­

nych pobudzanych polami losowymi, krótko scharakteryzujemy te ostatnie. 
Jednym z możliwych podziałów pól losowych jest ich sklasyfikowanie na 

[30]:
1° skalarowe 

2° wektorowe 

3° tensorowe.

Ponieważ interesujące nas wymuszenia są zasadniczo skalarowymj polami 

losowymi, przejdziemy do de fin ic ji skalarowego pola losowego i  jego 

charakterystyk.

Zespolonym przestrzenno-ozasowym skalarowym polem losowym określo­
ny* na obszarze D11 x ^ ,  nazywamy zmienną losową jg(x( t )  będącą funk­
c ją  x € $  % t 6 tego obszaru.

Pełny probabilistyczny opis pola losowego określają jego wszystkie 

skończenie wymiarowe dystrybuanty, spełniające warunki zgodności [16]. 
Podstawowymi charakterystykami przestrzenno-czaaowego pola losowego 

g (x , t )  sąt
a ) wartość oczekiwana

“ o ( 5 , t )  - E g ( x , t )  ( 1 4 )
«!>

gdzie symbol £  oznacza operację uśredniania

16



b ) fsnkoja korelacyjna

= E { [ Q ( i 1, t 1 ) -  ) ]  [ q * (x 2 ft 2 ) -  ^  ( z 2 , t 2 ) ] }  (1 5 )

przy czym gwiazdka oznacza operację sprzężenia fon ie ji zespolonej. W 

szczególny* przypadku gdy £., -  * 2 «  £, ^  »  t„ -  t , otrzymujemy wa­
riancję przestrsermo-csasowego pola losowego Q(xęt )

° J a G , t )  ■ £ D & e *t ) '  “ u ^ O 2 №

Pole losowe nazywany jednorodnym i  stacjonarny* w szerszy* sensie, je­

że li jego wartość oczekiwana jest sta ła  a funkcja korelacyjna zależy 

tylko od różnicy wektorów »  s i  różnicy czasów t -  t g «  7
t z n .

d la  * 2 6 ^  oraz t1, t g 6 Af.

Przestrzenno-« zssowe pole losowe nazywać będzieaęf izotropowym w nzar- 
szy* sensie, je ż e li jego fUnłceja korelacyjna ,x2, t 2 ) zależy

tylko od długości wektora różnicy argumentów, a rde od jago kierunku
tzn ,

^88^*1 pZ2*^21 *  ( I x-j“*2  * * (18)

Inną, równswBŻną funkcji korelacyjnej, charakterystyką praestrzenno- 

ezasewego skalarewsgs pola losowego jest uogólniona gęstość spektralna 

określona (przy nałożeniu istnienia transformaty) ?. l̂e»,TH>śoiąt
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- O O - o g o o ^ ,

3 ł

- i [ e , 5 , ^ g )  + ( ^ t r ^ t 2 ) ]

* e <^1 d l2 d t1 d t2 ( 1 9 )

przy azym

3€= [^ 1,3e2» . . . , 3 e H]  

ie x & 3€1x1 + 3e2x2 + . . .  +3eHx11

dx b  dx̂  dx2 . . .  di^

Korzystając z transformaty odwrotnej można wyznaczyć funkcję korelacyj­
ną

00 OOOOOO

W ^ . S g . t j )  *  ) / ** / / ^ S 9 ( i i*W1 )
-00 -00-00-00

" 'S T

ł f e * i - ^ 2) + Cw t  -OJ,t )1
e ^  2 J d3€1 d *, dfti, dc^ (20)

gdzie &X *  d ^  dy? . . .  d ^ .

Zależności (19 ), (20) zwane są uogólnionymi równaniami WIEKERa-CHEff- 
CZYKa.

Łatwo zauważyć, że w przypadku jednorodnego i  stacjonarnego pola loso­

wego* gęstość spektralna ( 19) przybiera postać dodatniego masywu dy­
strybucyjnego, skoncentrowanego na prostej 3^ -  3€g, 10 m a»2 czyli

18



SoCjC^I *^2,a)2 5 “ (2Stf+1 .OJ, ^(w.,-^ ) (21)

gdzie

H S (^ -^ )5 (3 e ^ -3 | ) . . .

Analogicznie jak dla skalarowego pola losowego można uprowadzić defi­
nicję wektorowego i  tensorowego pola losowego oraz ich charakterystyk,

1.1.3. Empiryczne modele wymuszeń losowych

Pobudzenia losowe działające na układy dynamiczne mogą pochodzić z 

różnych źródeł. Przykładami takich pobudzeń są szumy akustyczne, pocho­
dzące od silników rakietowych i  lotniczych [21] , turbulentne pulsacje 

ciśnienia [6 ], [7 ],  ruchy tektoniczne Bkorupy biernekLej,obciążenia wiar 

trem, fa le  morskie, nierówności dróg oddziaływujące na pojazdy [36]. 
[23], [ 2]  itp . Eksperymentalne wyznaczenie średnich i  funkcji korela­
cyjnych tego rodzaju pól losowych jest związane z dużymi trudnościami 

natury pomiarowej i  obliczeniowej [7] ,  [b ],  [16] .  W te j sytuacji bar­
dzo pomocna może się okazać fizykalna analiza oddziaływania wymtszeń 

na ciągłe układy dynamiczne. Posługując się tą analizą omówimy kilka 

najczęściej występujących klas wymuszeń:

a ) przestrzennie nieskorelowane wymuszenie
Jest ono granicznym przypadkiem wymuszenia, którego funkcja korela­
cyjna praktycznie mało różni się  od zera dla różnych nawet bliskich  

argumentów przestrzennych. Mówimy wtedy, że skala korelacji jest mar 

ła  [1 ].  W tym przypadku funkcję korelacji można wyrazić

t x 2*^2 ^  “  ^QQ ^1*^2^  *^^Xl ”*2 ^  " (22,-

W zastosowaniach można przyjmować wymuś zenie w te j postaci, jeże li 

skala korelacji jest «w*n w stosunku do długości fa l  podstawowych 

form drgań.
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b ) przestrzennie całkowicie skorelować« wymuszenie

Ten rodzaj wymuszenia jest drugim granieanym przypadkiem, gdy skala 

korelacji jest duża w stosunku do ro sad. ar ów analizowanego układu 

ciągłego. W tym przypadku funkcja korelacyjna nie zależy od współ­
rzędnych przestrzennych, a więc można napisać

KQgf*1*'t1»*2*t 2) "  ^ ^ t - j ł t g ) .  (22a)

Mówimy wtedy o działaniu procesu stochastycznego na układ,

c ) wymuszenie falowe

Wymuszenia tego rodzaju występują w zagadnieniach oddziaływania pól 
akustycznych i  turbulentnych pulsacji ciśn ien ia  [ i ]  na układy ciąg­

łe oraz przy ruchu pojazdów na konstrukcjach mostowych [2] .  Przy­

kładem takiego wymuszenia jest wymuszenie o funkcji korelacyjnej 

której argumenty należą do przesti-zeni trójwymiarowej (x  *»[x ,y ,z ]):

K

W X1,t1.; 2,t2) ” £  Bj 00ł[?j ( t 1) -  ? j(t2) -  
j-1

(23)

gdzie f j ( t )  jest dsaą funkcją czasu, a c ,c ,c2 są odpowiednimi 

prędkościami rozchodzenia się f a l  w kierunku x ,y ,z . Wymuszenie o 

funkcji korelacyjnej określonej wzorem (23) może być zapisane w po­
staci sumy nieskorelowanych funkcji losowych typu

K

S (x ,y ,« ,t )  .  ^  i 3 + Ą ]  (24)
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gdzie A^ ,Ą  są nieśkorelowanymi mlewsgmL losowymi, przy czym za­
kłada s ię , że znane są rozkłady prawdopodobieństwa p, (a )  amplitud

~ j
Aj* a ~  j 811 loso,*3™i fazami o równomiernym rozkładzie prawdopo­
dobieństwa p <> (<5) na odcinku [o,23rj. Wielkość B. w zależności 

sj 3
(23) jest połową wariancji aaęlitud i  wyznaczana jest formułą

+oo

»4 ■ A 2 pA (A ) dA. (25)
J  ~ j

Wartość oczekiwana pola losowego (24)

E g (*#y »z »t ) ■ 0 . (26)

Hożna jeszcze rozważać inne klasy pól losowych działających na ukła­
dy ciągłe, jak przestrzenno-ozasawe pola losowe jednorodne (lub nie­

jednorodne ) stacjonarne (lub niestacjonarne),  lokalnie stacjonarne, 
prawie stacjonarne [30] itp . Tym niemniej omówione poprzednio klasy 

a ) ,  b ),  o ) występują najczęściej w zastosowaniach teo rii pól losowych

W .

1.1.4. Postawów« zależności pomiędzy charakterystykami wejściowych 

pól losowych i  wyjściowych

Zależności pomiędzy funkcjami korelacyjnymi wejściowymi i  wyjścio­
wymi

Przyjmijmy, że wejśoiowe pole losowe (oboiążenie, wymuszenie) jest 

scharakteryzowane jego podstawowyari. charakterystykami t j .  wartością o- 
czekiwaną i  funkcją korelacyjną. Zakładając, że wyjściowe pole losowe 

(np. przemieszczenia, naprężania ciągłych układów) u (x ,t ) jest śrsd- 
niokwadratowo różnic?rkowalne odpowiednią ilość razy względem współrz 

dnyoh przestrzennych i  czasu [16] oraz uśredniając po zespole realiza­
c j i  obustronnie układ (11) otrzymuje się równania różniczkowe dla war­

tości oczekiwanych rozwiązania. W celu uproszczenia zapisu,nie »mniej­

sza jąo ogólności rozważań założono, że wartość oczekiwana wejściowego
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pola losowego a zatem i  wyj śclowago pola losowego jest równa zera. Mno­

żąc stronami układ ( 11) i  uśredniając po zespole rea lizac ji, uzyskuje 

się  równania różniczkowe wiążące funkcje korelacyjne wejściowych pól 
losowych i  wyjściowych pól losowych.

Równania te można zapisać

Rozwiązując numerycznie lub znanymi metodami układy cząstkowych równań 

różniczkowych (27), przy poprawnie postawionym zagadnieniu granicznym, 

dla zadanych funkcji korelacyjnych wymuś zeń, otrzymuje się funkcje ko­
relacyjne wyjściowych pól losowych.

W wielu przypadkach można wykorzystać metodę funkcji GREEHa [3] .  

Funkcja GREBNa jest rozwiązaniem układu (11) z odpowiednimi warunkami 
brzegowymi i  zerowymi warunkami początkowymi przy t dla jednost­

kowego obciążenia impulsowego, działającego w punkcie£“ [<01#£2t...^>S]

U pi (V  ♦2 (i»(V  *?(*•%>] -
i  s

•  3^ <5(5- Ę ) S ( t - t )  (28)

gdzie jest symbolem Kroneckera.

Funkcje korelacyjne wyjściowego pola losowego można zapisać

t t

Kajuk(vVv*2> -Z Z j JJJ •
1 m dN—

* °m ^2 *t 2 '^ 2 sT2^ Kql qm^?1 ’ ^1 *?2* ̂ 2 ̂  d<C1 ^ 2  d^2 (2 9 )
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Jak wiadomo, przy rozwiązywaniu równań różniczkowych cząstkowych [22] 

dogodnie jest wprowadzić rozwinięcia

u^ (x ,t ) - ^ f M ( t ) f M g )  (30)
k

gdzie f^ G E ) są funkcjami własnymi poprawnie postawionego zagadnie­

nia granicznego [22] .  Punkcje korelacyjne wyjściowego pola losowego 

można zapisać w postaci

K j l^x1 *x2,t2 ̂  ć v i  **2 ̂  '  ^kl^x2 ̂  ^31 ^
u^u i  k ^

Wariancję wyjściowych pól losowych uzyskuje się  analogicznie jak w 

przypadku wejściowych pól losowych przyjmując aL ■ x2 “ * »  *1 “ *2 “
b t oraz j -  1,

Zależności pomiędzy gęstościami spektralnymi na wejściu i  wyjściu 

układu

Efektywnym aparatem matematycznym teo rii niestacjonarnych i  niejed­

norodnych pól losowych w układach dynamicznych jest uogólniona anali­

za spektralna [6],[7 ] .  Jeżeli np. układ równań (27) opisuje nieskończe­

nie rozległy układ dynamiczny to stosując do niego transformację (19) t 
otrzymuje się zależności między niejednorodnymi i  niestacjonarnymi gę­

stościami widmowymi wejściowych i  wyjściowych pól losowych

gdzie ,ai, ) 1 £  U&,,a^) są sprzężonymi funkcjami argumentów 36
i  OJ otrzymanymi po wykonaniu działań wskazanych przez operatory u - 

kiadu równań (27)«
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Wykorzystując metody funkcji GREEHa do wyznaczaMa uogólnionej gęs­

tości spektralnej wyjściowych pól losowych,po dokonaniu transformacji 
(19) na równaniu ( 29) otrzymuje się

,wi ,aJ2 ̂  ■ S  2  gi ^ i  ) i
1 m

Sal qm H '^ » a)2 ' ^ ) (33)

5 -  k*
gdzie 0 ^ ,3 6 , ) ,  (w2»5^) są sprzężonymi charakterystykami często­
tliwościowymi.

Analogicznie można stosować transformację ( 19) do układu (31 ).Przyj­
mując skończony czas działania wejściowego pola losowego na układ, 0-  

trzymaje się niestacjonarne pola wyjściowe. Badanie tego rodzaju nie- 
stacjonarności ciągłych układów dynamicznych stanowi, jeden z zasadni­

czych problemów poruszonych w pracy. Badanie to dotyczy układów lin io­
wych jak i  nieliniowych.

Z uwagi na fakt, że metody korelacyjne i  spektralne są dość proste 

i  efektywne,przeto przez wielu autorów były stosowane do analizy drgań 

układów ciągłych [ 3] ,  [4] ,  [9] ,  [10] ,  [ 14] ,  [20] .  W pracach tych wyko­
rzystywano również odmiany analizy korelacyjnej np. teorię funkcjona­
łów charakterystycznych lub metodę rozkładów kanonicznych.

1.1.5. Metody badania reakcji ciągłych układów pobudzanych prze- 
strzenno-czasowymi polami losowymi

Stosując rozwinięcia typu (30 ), równania opisujące podstawowe ukła­
dy ciągłe można sprowadzić do układu równań różniczkowych zwyczajnych. 
Dla uproszczenia będziemy oznaczać

1
u a u -  przemieszczenie wzdłużne,

2
u = v -  przemieszczenie styczne,
3

u «  w -  przemieszczenie poprzeczne.
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Zakładając istnienie rozwiązania układu równań (11) w postaci

u (x ,t ) U ^ S ) ,
k

r ( x , t ) vk(x ) ,  (34)
k

w (x ,t ) - X f kW^ t  ̂ wk ^ ’

gdzie vk(x ) ,  wfc(x )  jest rodziną funkcji ortogonalnych speł­

niającą odpowiednie warunki brzegowe (13 ), po podstawieniu zależności 
(34) do układu równań (11 ),uzyskuje się  liniowy układ równań różnicz­

kowych zwyczajnych względem f^U\ t ) ,  f j ^ ( t ) ,  f£W\ t ) .  Układ ten 

pozwala się sprowadzić do układu niezależnych równań względem fj“U^ (t) ,

’ fj“V ^ (t ), f£W^ (t) jedynie w przypadku występowania jednego rodzaju ob­
ciążenia. Założymy w dalszym ciągu pracy, że na układ ciągJy działa tylko 

wymuszenie poprzeczne tzn. c? »  q (x ,t ).  Po wyrugowaniu f£u^ (t ),  
f  jj.V ̂ (t ) i  oznaczeniu f^w\ t ) -  f ^ ( t ), otrzymuje się układ równań róż­
niczkowych o postaci

d2f . ( t )  d f . ( t )  .
- t t - + 2 - k - f e - + w£ ( » )dt

gdzie Qk( t )  jest s i łą  uogólnioną, określoną zależnością

X  q (x ,t ) w. (5 ) dx
  (36)

^  r  r2(J )  dx

przy ezym jjl jest masą jednostkową (np. pm A<p̂  lub <u «  h ^ ) .
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Impulsowa funkcja przejścia k-tej fomy drgań,przy założeniu podkry- 
tycznego tłumienia ^  <  wk, przyjmuje postać

(37)

gdzie

ZałoiWjr dlo »p roo K L B l«, i0 wartói6 poU  ololą_

żenią wynosi zero. Funkcja korelacyjna wyjściowego pola losowego wyra­
z i się  zależnością ( 31)

W V V V V  ■ ' Z Z \ t kltV t!L) V 5, > W ’ (38)

gdzie

t„ t 1 2

przy czym

J J  Kqqkl»VX2 »V  V * 1  5 W  ^1 ^2
W W  - — ■dK a ; r —  p —  —  . ( 4o )

«  M " i < V d X i  t ó i 2 ) -

D8 £
dx„

Przyjmijmy dale j, że układ dla czasu t <  0 jest w równowadze i  zo­

sta je  pobudzony w czasie t = 0. Możemy wtedy zbadać interesujący pro-
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blem niestacjonamości w czasie, wyjściowego pola losowego. Zależność

(39) przyjmnje wówczas postać

t t

«*A ( V * 2 > ■ [ (  W V  \ ^ ' V  a r i  dr2 ‘ ł , )
0 o

Reakoja ciągłego układu na wymuszenie stacjonarne

Sposób wyznaczania funkcji korelacyjnej K. .  ( t 1tt„ ) w postaci zam-
i  k

kniętej zależy od struktury funkcji korelacyjnej wejściowych pól loso­

wych. Przyjmując w szczególnym przypadku że funkcja korelacyjna

^  ,r2) - } (42}

całkę (41) można przedstawić w postaci sumy (np. dla t g >  t i ): 

t

Kf f ct,,t2) - f J KŁłfcrr2> ac2 dti ł
1 k 0 0

>  f 2 (1 )♦ J  I V V V  4t1 " i  +
o o

"t "fc

♦  j  f  '  « 1  sr2 ( « >
o t ,

Można też wprowadzić [ 2]  transformację układu współrzędnych ,Tg fobra­

cając go o X !4, poprzez wprowadzanie nowych zmiennych

7 =  T 2 -  ^ , z -  r ,  + ZT2
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Wtedy dla zależność (41) przyćmi® postać

2V r
= 2/ j  hi [* i  " “ ł (z + r )]

0 r

K o (T ) dz A T + 
wi wk

0 2 t .+ f

+ 2/  J  hi [ S  “ 2U “° ] hk [t2 “ 2<B+t)] I[Q Q ^  dz d r -  
- t 1 - f  i  k

J g - t ,  2 t2- f

2 j  /  hi t l  "  2U ~'d] hk [t2 "  2U+r)] KQ q (r ) dz d r  (44)

Obecnie podamy konkretne przykłady badań rea k c ji ciągłych układów dy­
namicznych na podstawowe rodzaje wymuszeń.

Przykład 1

Heakcja ciągłego układu dynamicznego na przestrzennie niaskorelo­
wane wejściowe pole losowe

Zakładając, że funkcja korelacyjna ma postać

V * 1 ‘ V V ?r2)  -  Kqq( r r r 2 ) (45)

można dla funkcji korelacyjnej s i ł  uogólnionych, biorąc pod uwagę or- 

togonalność funkcji własnych, otrzymać zależność



gdzie

I y ^ )  ^

dn

1 d5iy

ńN
b = — --------   (47)

A '  n 2 ,-  x \2 V4' ;

D

Wariancja wyjściowego pola wyrazi się

t  t

- E » i  " ? ®  / / hi ( , - r i ) hi tt- r2) » „ ‘W  ar2 l48)
i  0 0

Ilustrując powyższe, przytoczymy badania numeryczne powłok cylindrycz­

nych 0 o ]r [28], pod wpływem wejśoiowego pola losowego nieskorelowa- 
nego przestrzennie i  czasowo. Rozpatrzmy powłokę cylindryczną zamk­

niętą, zamocowaną przegubowo-przesuwnie na brzegach, na którą działa 

obciążenie promieniowe, którego funkcja korelacyjna może być aproksy- 

mowana wyrażeniem

KqqCV V *  K0 U9 )

Wariancje przemieszczeń powłoki przyjmują postaó

^ Ko ]
2(JT1 R

Sp

OO ©O

I Z *
'mn

^  m=1 n=0 £<Jmn'“mn mn'L cn L -tó L )
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^u(in*a) Z m set,—--------  cos — =— ►*
G2(m,n)

. 2- J - — - s i n  - y - *

sin2 m JC % 
1

—  “  exP ( ‘  2 nnm t }  *
-  mn

' < £ 2

p _ _
(2 n sin OJ t  +  UJ sin 2 co t + mn san mn mn

“I

m  -i
(50)

gdzie — 1 2 i"1
n̂sn v W®n nmn oznacza tłumioną częstość powłoki,

w.mn
o - ^ V < o x

W x ^ f )

( s ¥ + n:2\2

+ c

jest kwadratem częstości własnych powłoki,

\nn

o2 = - h‘
12 fi2

1/2 dla m > 1  , n = 0

1 dla o >  1, n >  1
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l = o  jest bezwymiarową długością powłoki.
R

$ (m,n), fî v (m,n) i  G^m.n) są wielomianami otrzymanymi z układu 

równań technicznej teo rii powłok cylindrycznych [ l 8] ,  [28]

% »  §  jest bezwymiarową współrzędną w kierunku osi powłoki,

mąr“ R_ , X . m̂ St2 2> 1+V mą
^ u  -  1^2-----~  + n  ̂ ’  2 1

- v J l S i ¥J2 ”  T 2  “  '  " " v 2 3 2 °

_ , X l - ^ n Ą t 2 2x2 G (m,n) “ — 5-  + n ;
w * 1£

Obliczenia numeryczne zostały wykonane dla wielkości bezwymiarowej wa­

riancji przemieszczenia promieniowego

2(5CL R£> h)2

„  / 1  "  i 5 , )
O

dla następujących danych

R = 1 m, L =3CR, h = 0,02 m, V= 0,3, £  “ 7800

Zmiany tej wielkości w zależności od współrzędnej, czasu i  współczya-

nika tłumienia b = n /0)  ilustru ją  wykresy na rys, 8, 9, 10. Za- mn mn ma
nważmy, że w przypadku obciążenia powłoki przestrzennie i  czasowo nie­
skore 1 owanym wejściowym polem losowym nie ma przewyższe* ariancjl po­

nad poziom ustalony ( t - * - ° ° ) .  Wobec tego celowe wydaje się stosowa­
nie metody spektralnej dla oceny wariancji w stanie ustalonym. Z wy­

kresu na rys. 10 widaó, że wzrost współczynnika tłumienia powoduje 

obniżenie się poziomu wariancji.
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0.3M O,£28 [1,942 1.2S i,57

Rys. 10

Przykład 2

Reakcja ciągłego układu dynamicznego na przestrzennie * całkowicie 

skorelowane wymuszenie

Przyjmijmy, że funkcja korelacyjna obciążenia nie zależy od współ­

rzędnych przestrzennych a tylko od różnicy czasów

Kqq^X1»X2’ ‘Ci , V  "  Kq q ^ r 2- V  ^ Z>

Wejściowe pole losowe jest wtedy stacjonarnym procesem stochastycznym. 

Z uwagi na fakt, że szeroką klasę stacjonarnych procesów stochastycz­

nych działających na rzeczywiste układy można aproksymowaó funkcją ko­

re lac ji typu

K
"y ' e x p (-o ^ r d ) oos|5jZ

P i
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można podać ogólne analityczne zależności dla wyznaczenia wariancji 
wykorzystując zależność (43) = tg)

K ^ 1

W * ' * ’ '  2  KJ J  Łi ( * - V  [ - « . № ■ - r  )1
j “1 0 0j =1 o o

00, Ą ^ “V  dr2 dri +

K t  £>

Z Ki JJ hi(t_ri} exp -k(VVl
j =1 O O

C0SĄ (V V  dr! dr2 (53)

Dokonując zmian zmiennych w drugiej całce, można wykorzystać wynik 

Pierwszej całki, zamieniając wskaźniki i  na k oraz odwrotnie. Za­
leżność (53) sprowadza się do postaci

K K .
* V k U . t )  -  g  *  B lk ( t )  *  o l t M  *  V . )  *

* \ l ( , )  + » k i * «  *  ck l (t )  *  Dk l( t ) ]  (54)

gdzie:

au t ( t )  *  -  • , x r  [ -  W  k]  •

• 008 * - v 2 .  •
2 1
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. COS -  y  _  -  V  _ ]  "  e x P  [ "  n̂i +nk ^ ]  *

. C03 [ H n H  + T 2-  - т  - ] }

Bik(t) = ■ ^ £ { ûos(V  +х^ '  ехр[~ (v \ }t] •

os [ ^ i ń H  + т  + + x j [ - ,  ! r - { expr  Ч +\ н ]
2 J 2+ 1

c o s ^ - ô ^ t  -  ?  -  y  ]  -  exp [ -  (a±+ \ ) t ]  .

OOS [ (Д Л Н  * т  . т  ] }

cik

COS

(t )  = °оз(х_ -тр +) -  е х р [ -  U j+ n ^ t ]  .
2+ ’  *- 2

[ (5 i+^ ) t  -  тр^ + x j } - 7 - V { s x p [ -  (сС0+\ Н]

. cos " т + - у _ ]  * ехр["  п̂1+\ ^ ]  *

COS [ Ч - ^  - v 2+ - ? 1+] }



Dik (t ) “ + r ^ { cos ( j l  + v 2j  -  « p [ -  (ni+\ ) t ]  •

3S[-(aJk"Ci )t "* - ] }  - ? H ' r  '-;{S3Cp[- ^ j +V t ]  .

o os t e n ) t  - v 2 -  -  v  j  -  « x p ( -  (V nk) t j

przy czym

cos -rt]j (5W)

+ —
-  w. + (3-

w  , = arctan  ------ «1n± -  oęj

<o±  ° Y (nl +nk)2 + ® i H ) 2'

cj. i o >

V

* ±  " arctan

" H  -  &'(p *  arctan ——  i
V  \  + 0^
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Pozostałe składniki eumy w zależności ( 54)  uzyskuje s ię , j «v  to za­

znaczono powyżej, po śmiania indeksów i  na k oraz odwrotnie w zależ­
nościach (54a),(54b),(54o)ł (54d).

Wariancja przemieszczeń wyraża się

&^w(5 *t )  " X 2 ] ci  °k wi (5 > Kf  f  (*•*)■ ( 55)
i  k 1 k

gdzie

X  w»(;) *  u ^  _

B / > £ < * >  * *  

V

(56)

W powyższych rozważaniach nie pomija się korelacji wzajemnej pomiędzy 

poszczególnymi formami drgań* Tym samym rozważania te zachowują waż­
ność dla dowolnej wartości współczynnika tłami cala po<flrryŁyngm«̂ gpTî -/<î t 

Można podać warunki [ 2] ,  kiedy pray wyznaczaniu wariancji znikają 

elementy niediagenalne w sumach po i ,  k. Są one w zasadzie spełnione 

w dwóch przypadkach! 1°  jeże li współczynniki tłumienia są bardzo 

(następuje wtedy zwiększenia zdolności filtracy jnej układu)» 2°  jeżeli 
układ nie posiada wielokrotnych lub bardzo bliskich sobie częstości 
własnych [ 2] .  Biorąc pod uwagę powyższe oraz wykorzystując rów­

ność (44) ,  otrzymuje się dla małych współczynników tłumienia zależno­
ści, w których pominięto korelację pomiędzy poszczególnymi foimaad. 
drgań [ 2] :
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K K
K
V * M  • 2  T ą , I p  (- 2 N  -  17 0 J  -

: (2 ) + \ I ( l ) ) “ » ,l2 " ltt )  -  < V ( , )  *
k

+ (V ( 1 )  ‘  \ h z ) )ain 2(I5k * ] }  (57)

gdzie

+

c o s ( ą 4 ^ ) t  + ( ą ^ s i a ^ ^ t ]  + ( o C ^ j  +

1 /  "  (CCj ±  nk ^  r

(0<if\,г * Ą - i)2! '  L' (0°i;A >cos(Ą-it)*

ł  (Ą ^ )b1” (57«)

+
i" "

(2) « W *  ♦ (Ą ń )2

-  (k 3\ H
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Wskaźnik znakowy oznacza znak sumy lub różnicy w wyrażenia cc, -  V  

wjrużenie (57) nrcżna jaszcze przybliżyć [ a ]  d la 0k « o > k

V v l tk k •ł )  ■ Ż 7 ^ i _ [ I o )  ‘  Jo ) eip l'  l>]  (58)
j=1 2iJk \

Oczywiście wariancja przyjmuje postać

0’ «w U ' t )  “ 2 j Ck \ W  KV k ( t , t )
(59)

I lu s tra c ją  powyższych rozważań są również badania powłok cylindrycz­

nych [10 ], [ 28̂ , pobudzanych polem losowym o funkcji korelacyjnej w 

postaci

K
Kqq(x 1, r i ^ 2,T 2) .  ^  exp(-OC;j|r2- r J ) c o s  ( 3 ^ ^ - ^ )  (60)

3«1

Analogicznie jak poprzednio założono, że powłoka zamknięta cylindrycz­

na je st zanwcowana przegubowo-przesuwnie na brzegach oraz przyjęto, 

że obciążenie promieniowe działa  na ca łe j powierzchni powłoki (stan  

kołowo-symetryczny) .  Wariancje przemieszczeń dla ntan<  u )^  wyrażają 

się

&  ( § » t )uu s

a - L ( ^ t )

_R4„4JłL
(5T1 R <ęp h) £  fcj

m5C r3T
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#u U ,0 )  $  ( r , o )  

r  m ir "TTS.oJ G (r ,o ) cos T " ^ 003 * P

Sin 5 p s in  i p

^  [ AmOrO(t ) + BmOrO(t ) + CmOrO(t ) + Da0r0(t ) +

gdzie

+ Ar0m0 (t ) + BrOmO(t )  + CrOmOM  + DrOmO(t )]  (6 l)

^ m o ro ^  = ^ n m rs ^
n=0
s=0

( t )  = b ( t )  noro mnrs
n=0
s=0

^mOrO^ = Cmnrs(t ^
n=0
s=0

(62)

^ O r O ^  = Dmnw^
n=0
s=0

Wyrażenia (62) są analogiczne do (54a ), (54b), (54c ), (54d) przy przej­
ściu z pojedynczych wskaźników na podwójne tzn. i+ rm ,  k _ rs 

Numerycznie badano wielkośó bezwymiarową, proporcjonalną do’ wa­
riancji przemieszczenia promieniowego, przyjmując J = ?

> * . « . «  - « U «
(K1 H 43T) (63)
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W obliczeniach przyjęto oC1<5C/31 CoCj =0 ,1  s~1, |31 = 3000 s "1) .  Po­
zostałe parametry przyjęto takie 3ame jak w poprzednim przykładzie. 
Wykres wariancji zredukowanej przemieszczenia promieniowego w funkcji 

czasu przedstawia rys. 11, a wykres wielkości ustalonej w funkcji 
współrzędnej dla zredukowanych współczynników tłumienia b = n /ajJSttl №  mn
pokazano na rys. 12. Wzrost współczynnika tłumienia powoduje również
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tutaj obniżanie się poziomu wariancji. Na rys. 11 widoczne są zanika­

jące oscylacje wariancji z czasem. Zjawisko to można wyjaśnić tym, że 

dla małych czasów układ ciągły zachowuje się jak deterministyczny pod 

wpływem stałego obciążenia. Wtedy zachodzi exp(-oC1f‘£i)cos —*-1
a to jest właśnie powodem oscylacji w pobliżu czasu t-* -0 .

Reakcja ciągłego układu dynamicznego na niestacjonarne wy Duszenie

Zajmijmy się obecnie pewną klasą niestacjonarnych pól losowych dzia­
łających na układy ciągłe. Załóżmy, że funkcję korelacji można przed­
stawić w postaci

W V  ■ 'Ż  Bi 008 (64)
3=1

Można zauważyć, że zależność (64) jest szczególnym przypadkiem równo­

ści (23) .  Funkcja korelacyjna (64) może opisywać wymuszenie o jedno­
stajnie zmiennej częstości, dające się przedstawić w postaci sumy 

funkcji o losowych amplitudach i  fazach. Potrzeba przypadkowego po­
traktowania drgań wymuszonych polami o jednostajnie zmiennej często­
ści wynika z natury pobudzeń występujących np. przy rozruohach s iln i­
ków lotniczych, w technice rakietowej [6 ],  (7]  itp . Procesy tego ro­

dzaju mają również podstawowe znaczenie w tzw. probabilistycznym po­

traktowaniu przejścia przez rezonans w układach dynamicznych. Podsta­
wiając wyrażenie (64) do zależności (42), dla funkcji K. . (t ,t )  otrzy-

i k
rai je  się

t  t

j=1 0 0

s in ^ C t -^ ) s in ^ (t -T 2)coea  dT2 (65)
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Wykorzystując tożsamości Re e"x = cos x, sin x =(e -  e )/2i,

rażenie (65) można zapisać

K B.
Kf  f  ( t , t )  = -  Z  Ee^ ( l ) i k  + I (2 )ik  "  I (3 )ik  “ I (4)ik^

i k  U  1 k

gdzie

-  ( » i +\ ) t +i ( wj +ak ) t  V  f  1 + ^ V ni -iftJi^

I d ) i t  = * JJ 6

X(2 )ik  “ 6

0 O

-  i  <3 7 2 + T 2(n ~ i(^ )
. e 3 2  Z K & z

-  (n±+nk) t - i  0 ^ + ^ )  t y^ę 1 + ^1 (V i5i )

Uo  o

e

-  i  f l l?  + T 3(nk+ H ) 
e 2 2 i  dT„ d*C,

'1 2

-  (Bi+nk)t  + i % W ±)t  Xr>% i  4 T, (n1+ió3i )

J(3 )ik -  e ‘ J J  ‘
o o

*y -

( 66)



-  (n ^ r ^ H + iU j  f> />

x U ) i k  = e J J

-  i  /3X? + ‘C, (n.+iw  ) 
a 3 2 2 k ^  d ^  &T2 (67)

Wykonując zmianę zmiennych w ostatnich całkach za pomocą podstawień

z‘ ' ^  '  f c  1 1(2 '  ‘ ( « O l  ■

■ U )k  ■ ~ ^ b  - 1(2 №  ń > ]  • > ( » .  ■ ^ (v n »

(6 8)
Z (3 )i  = + 1(2 ^  + ^ i } ] ’ Z (3 )oi "  ą ĵ (V ic' i )

I ( 4 ) k  " "  1(2 V *  -  * V ]  • ‘ (4>0t  ■

otrzyaauje się



2 2 -  z + Z/
T .  (3 ) i  (3 )0 i xl!
X(3 )ik  (3 ji (3 )i  (3 )0 i J *

Twf*  ) Z ( 2)k * Z (2)0k , Cl
* L W( C2)k; ® (2)0k J *

‘  ą [, u ( D i ) -  * "  2(1)1 * 1(1)01 '

(4,k <4,01t " ( I (4)0i )] '  l69)

W zależnościach (69) W(x) jest całką zespolonego argumentu o postaci

r, z -  
2 p 2

WU) = e~ I e dx . . (70)

*b

Całka ta jest atabelaryzowana, przy czym w tablicach [ i 9] ftuakcji W( z ), 

przyjęto układ biegunowy < 0 ,0 . Część rzeczywistą funkcji W(z) ozna­
czono U (z) a urojoną V (z) 0 9 ]. Wykorzystuje się następujące włas­

ności funkcji U (z) i  V(z) 0 9 ]:

U(§ ,-6 )) -  U (§ ,@ ), U(£,0+.Jt) -  -U (.0 ,0 ),

(71)

V (o ,-0 ) -  -V (£ ,0 ), V(o,0+3O = -v (§ ,0 ).

Podstawienia (68) wyrażają się poprzez <0,0 w następujący sposób

_  e i 0 (2 ) i  _  = / 0  e ” i 0 ( l ) k
Z( l ) i  £ (2 )i  ® ’ “ (2)k £ ( l ) k  6

(72)
i0 ( l ) i  -  i0 (2)k

2( 3 ) i = ^ d ) i e ’ ZU ) k “ <?(2)ke
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gdzie

o  i\ lU  ^  *  “*•*  .  f ^ k
§ (O l ,k  2^ ^  S (t )O i,k  '  ^

0

r> l \ r 2 .̂1 * ~ ^ i .k )2 + Pi.k  ^  ° l .k
£ (2 )i ,k  2y * ^ (2 )0 i,k  •  ^

(73)

0 ( l ) i , k  "  arctan A n J k i,k  "  5  0 ( l )Oi ,k  "  arctan(^ )  "  f

® (2 )i,k  -  ar° tan J  0 (2)Oi,k * arotan(-  f

Możne zauważyć, że

£ (l)O i,k  * <§5(2)Oi,k “ #O i,k
\ k

ś\Ę

Biorąc pod uwagę zależności (67). (68), (69), (71), (72), (73), rów­
ność (66) wyraża się

K B r

V k l , , t ) "  S . 1 -  L W o k  -  3u » ) K i ) i  -  SW
1 k 5-1 4 “ »i6^
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gdsia

V ) l , k  ‘ 0(§(cc)i,k’9 (tc)i,k)" * i,k [0(8)l,li’ 9 W 0 1 , ^

o . s (ą  t2 i S 1>k t> *  0 W m ,j,> I b Ą  *2 - * ! , *  *5]

(75)

+ -  ^ t f

T W l . k  ■  v < 4 , ( 0 C ) i , k ' ® ( 0 C ) i , k )  ł  *  ’  [ ' , ( < ? O l , k ’ 0 W O i , k >  •

.u > (Ą  t2 -  v(§oij|!, ‘ 2 i f f i i ,k  ł ) ]  w >

przy czym oC= 1,2.

Zauważmy, że w przypadku pominięcia k o re lac ji wzajemnej i=k , zależ­

ność ( 74) upraszcza się do postaci

tSCl) i  “ S(2 )i^2 + (T( l ) i  "  T(2)i^
(74a)

W celu obliczenia funkcji w ( % )  można wykorzystać znane rozwinięcia 

tej funkcji w szeregi i  na ułamki nieskończone lub wykorzystać odpo­

wiednie równania różniczkowe [19] .  Wyniki na maszynie cyfrowej uzy­
skuje się wtedy szybciej i  są dokładniejsze. Za pracą |_19] przytoczo­

no rozwinięcie funkcji W(z) w szereg Taylora dla całych jz| oraz w 

szereg asymptotyczny dla dużych wartości jz j .  Szeregi te mają postać

dla g  <  2

„k 2k+1
i - o * '

k»0

u(^y@) »  ^  C-i)k — ’ oos(2k + s

00 k 2k+-1
T O M » = ( - l ) k f g ^ Y )—  si^C2k + 1 ) 0 ,

k=0

(77)
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dla £  >  2

U (0,0 ) e~§ cos 2® sin (o2 sin 2©) + ^  cos® +

+ X j ^ i k - 1  003 ( 2k -  1 )0  , ( 78)
k=2 2 Q

v (# ,0 ) e £ cos 2®cos (̂ >2 sin 20) - ^ s i n 0  -

'  Z  f k ~ 2 M  B ija (2 k  “  1 )0  *
k»2 2 £

Należy tu zaznaczyć, że szeregi asymptotyczne t78) zachowają ważność 

w górnej półpłaszczyźnie zespolonej t j .  O<0  <JT, natomiast wzory re­
dukcyjne (71) pozwalają wyznaczyć wartości funkcji w(z) w pozostałym 
sektorze.

Analogicznie można rozpatrzyć pewną klasę wymuszeń lokalnie sta­
cjonarnych o funkcji korelacyjnej

, V 1 + r ! )

KQi Qk i ,r2 “ i  e (79)
3-1

Wymuszenia tego rodzaju mają zastosowania przy badania drgań rozru­
chowych korpusów rakiet, wywołane aerodynamicznym pulem zewnętrznym 

podczas fazy maksymalnych dynamicznych ciśnień [6] ,  [ 7] .  Biorąc pod
uwagę zależność (79) dla funkcji K. .  ( t , t ) ,  otrzymije się

i  k

k, ,  .  y  - i i -  -  (v \ > *  f  *  v , .  ^

l k  U
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Postępując analogicznie jak przy wyprowadzaniu wyrażeń (74)» (74a)war­

tość K. .  ( t , t )  przedstawia się wzorem 
i  k

V "1 f , ! n -2oct i - c C ,  t2
K, ,  ( t , t )  -  >  -----^ ----- 1D(p.,  arctan - i - —3 - Re 3 +

i k  '
"  M l "  , co.

+ ®
i T  / wi  ni\ly ( , arctan — )  sin ai.t -

L 20CJ ‘ i

/ wi  ni\ --  U( — , arctan — )  cos co. t S .
2 ^  1 JJ

”  “ i  “ k* , V
+ e V(-— —, arctan— Jsinw.t -  u ( ------- , arctan— )  •

L  2 « ,  %  2 « ,  \

. cos u .̂ t U  (81)

gdzie

0}

* i . k  2 \f cc3
^ i . k

Powijając korelację wzajemną międs.y poszczególnymi formami drgań, wy­

rażenie (81) przyjmij e formę
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V 2 “ j *  k - ^ i  •
.2

+

-  n±t r  w, n _ . ooi
+ e I v( , arctan — ) sin cd. t -  U(—— ,

L 2cca \  ^

(81 a)

Wariancje wyjściowego pola losowego wyrażają się znanymi zależnościa­
mi (55) lub w przypadku pominięcia korelacji pomiędzy formami drgań, 

zależnością (59)*

Przykład 3

Beakcja ciągłego układu dynamicznego na wymuszenia falowe

Posługując się podanym w p. 1.1.3 wyrażeniem przedstawiającym fun­

kcję korelacyjną wymuszenia falowego (23) można wyznaczyć reakcję cią-7 

głego układu dynamicznego na podstawie wzorów (38), (41). W zależnoś­

c i od tego,czy funkcja f ^ T )  jest funkcją liniową, czy też nie, mó­

wimy o stacjonarnym, jednorodnym polu losowym lub niestacjonarnym, 
jednorodnym wejściowym polu losowym. Dalej będziemy się zajmować wy­
muszeniem falowym o jednostajnie zmiennej częstości, którego funkcja 

korelacyjna wyraża się

K

j=1

(82)

gdzie
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Z fizykalnego punktu widzenia, wymuszenie takie występuje w analizie  

niestacjonarnych zjawisk w technice (rozruch, niestacjonarne zmiany 

pulsacji ciśnienia it p . ) .  W dalszym ciągu zajmiemy się reakcją zamk­
niętej powłoki cylindrycznej, zamocowanej przegubowo-przesuwnie na wy 

ususzenie falowe, którego funkcja korelacji (82) upraszcza się do po­

staci

źródła wy K u s z e n i a .  W interpretacji fizykalnej wymuszeniem tego rodza­
ju może być dalekie źródło akustyczne. Przyjmijmy, ta powłoka jest obr 
siążona kołowo-symetrycznie niestacjonarnym, jednorodnym polem loso­

wym scharakteryzowanym wartością oczekiwaną równą zeru i  funkcją ko­
re la c ji (83). Powierzchnie falowe mogą być uważane za równoległe pła­
szczyzny prostopadłe do osi powłoki x (rys. 13) .  Wariancje przemie­

szczeń przyjnmją postać

K

Kq q k V C1,X2,‘r2  ̂ “ ^  Bj C0B[Ą  ^ 1" ^ '  “ (83^
3-1

gdzie

K 00 00
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$u( » .o )ą 1(r .o ) ^  a o .
Gw(n»0)Ow( r , d )

cos -y ^ co s  ^

sin sin

• { ° » 0  rO<*>[K»  Kr  -  \  ' J  *  ”-0  « ( » ' [ H .  Kr  -  %  Lr ] }

gdzie

C „ (t )  «  C „ ( O  mO rO nm rs n»0
s=0

n»0
s-0

(84)

przy czym

mn rs

on rs

m [ S0  )mn “ S(2Vn ]LS0  )rs "  S(2 )r s ]  

[ T0l)rs "  T( 2) J [ T(l)mn ~ TU)nm ]’

<*> -  [ s ( l  V  “  S( 2 ) J [ T( l ) r s  “  T(2 )r s ]  

"  [ S0 ) r s  “  S(2 ) r a ] [T( l  V  “  T(2 )m J*

Wyrażenia otrzymaje się  z zależności(75), (?6)

po zadania pojedynczych indeksów i ,k  na podwójne nn,rs tzn.

5(oc)i,k b(oeV»rs

(oc)i,k "(00)11111,rs
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gdzie

OC -  1 $2

Wyrażenia L i  K mają postać*«f r  al$T

( - 1 ) <a ia  >.j 1
"  9

( f )

-  (-1 )^ 0 0 8  i j
K „ -

^  2 
( f )  - X j

i

przy M,r.

Dla identycznych parametrów powłoki jak poprzednio dokonano obliczeń 

numerycznych zredukowanej wariancji przemieszczenia promieniowego przyj- 
mując j  -  1

h2 I  R/B1 )  (8 5 )

Przyjęto (31 «  l [ l / s 2] ,  X! »  0,0021 [l/m] oraz zmienną wartość współ­
czynnika tłumienia -  4i 5» 7* 10 [l/ e ].  Wariancję zredukowaną 

przemieszczenia preaiBaiewBgo w czasie t i  współrzędnej £, ilustrują  

wykresy na rys, 14, 15, 16, 17« Ha wykresach tych obserwuje się inte­
resujące maksima wariancji dla czasów

V ~  20| ~

Maksima te są wynikiem rezonansu między chwilową częstością pobudzenia 

a częstościami własnymi układu ciągłego jaM a jest powłoka. Z uwagi na 

fakt9 że dwie pierwsze częstości własne powłoki są prawie równe cUj0 -

*  5063,8 [s  1]  , oj20 »  5064,44 [s  1]  , dla czasów t  ̂ a 2°  o1a”
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6 ‘ш  (§ .* )■  0

Л, -0,0021 [Ilm] 
А - 1 [ i I s 1]
1,n = 4R/j]

2530,5 2531.5 2532.5 2533,5 253i5 2535.5 2535.5

/
Rys. 14
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serwuje się nie pojedyncze maksimum a łączne* Dla czasu t^ -  2^’ ’ przy

współczynniku tłumienia n «• 4j5 {js obserwuje się jeszcze wpływ 

trzeoiej częstości (rys. 14, 15) .  Dla większych współczynników tłumie­
nia efektów wzbudzeń warianoji dla wyższych częstości nie obserwuje 

s ię . Można też zauważyć, że ze wzrostem współczynnika tłumienia poziom 

wariancji maleje. Wykonano również obliczenia wartości zredukowanej wa 

riano ji przemieszczenia promieniowego dla bardzo małych czasów począt­

kowych. Otrzymano oscylacje wariancji przy zanikającej amplitudzie (ry­

sunek 18). Wyjaśnianie natury tych zanikających oscylacji jest analo­
giczne jak w przypadkn stacjonarnych wymuszeń działających na układ.

t J l

om om om om
Rys. 18

A , • 0,002![ l /m ]

A  < № 1

Omówione powyżej zjawisko występowania maksimów wariancji stanowi pe­
wien aspekt tzw. probabilistycznego przejścia przez rezonans w ukła­

dach ciągłych.
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1*2. Hetody korelacyjne i  spektralne W m U», reakcji nleliTriaw™h

układów ciągłych

1.2.1. Nieliniowe równania wyjściowe opisujące modele układów ciąg­
łych

Nieliniowości ■występujące w ciągłych układach mechanicznych można 

podzielić zasadniczo na trzy rodzaje

a )  natury geometrycznej

b )  natury fizycznej (materiałowej)

c )  natury pozamechanicznej (sprzężenie z nM-wflanri elektrycznymi, ukła­
dami automatycznej regulacji i t p . ) .

W pracy będziemy analizować ciągłe układy z nieliniowośoiami grupy pier* 

wBzejt do której zaliczamy pewne zagadnienia teorii skończonych defor­
macji ośrodka ciągłego 0 8 ].  Punktem wyjścia do niniejszych rozważań 

•4 nieliniowe deterministyczne cząstkowe równania różniczkowe ruchu nar 
stępujących układów ciągłych [ i ] ,  ( ją ] i

a ) równanie drgań poprzecznych struny

^ 0 ' " ’ (86)
' 2-  42.

i "  21
0

b )  równanie drgań poprzecznych pręta

c ) równania drgań poprzecznych membrany

+ ^ p *  i f  - h = q ’

A A $  + f  N(w,w) -  0 , (88)
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gdzie jest tzw. operatorem KARMANa o postaci

(a9>

d) równania drgań poprzecznych płyty

1 2 \ ą , h § ? + M A , -  “ •  ’ >

A A #  + |  H (w,w ) ■ 0 ,

e ) równania drgań poprzecznych powłok

q  h “ r + 2n X) h + DAAw-h(-~ -  h W(wf<P) »  q ,
^ P  Q t2 Hx <3y Ry ^ z 2

(90)

(91)

Powyższe równania są szczególnym przypadkiem równań różniczkowych o po­

staci

f~Pj(Dt ) + V c £ (D t )L®(3EtDx ) ]  u1 + ^ (J .D ^ u )  -  qn (92)

gdzie Hn (x fDx ,u ) je st  macierzą nieliniowych operatorów.

Warunki początkowe i  brzegowe przyjmijmy identyczne jak dla układu (li), 

tzn . (12) i  (1 3 ).

1.2.2. Linearyzacja równań opisujących układy ciąg łe

Ścisłe  rozwiązanie deterministyczne problemów nieliniowych drgań wy­

muszonych ciągłych układów na ogół nie je st możliwe. Najbardziej efek­

tywnymi i  najczęściej stosowanymi metodami przybliżonymi są metody GA-
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LERKENa i  metoda małego paramétra | 1 . Można też wykorzystać inne me­
tody, którymi również posłużymy się w pracy. Zakładając istnienie roz­
wiązania równań różniczkowych (92) dla przemieszczenia poprzecznego w 

postaci

w(5ć,t) = V f k( t )  wfc(x ) (93)
k

gdzie wk(x ) jest ortogonalnym układem funkcji, spełniającym warunki 

brzegowe (13), można otrzymać układ nieliniowych równań różniczkowych 

zwyczajnych ze względu na f k(t )

d2f  df

dt2 + dt“  + 60 k ( l )  f k + Pk^f 1»f 2***^ *  Sc

gdzie

nieliniowe funkcje f^  ,

częstości własne liniowego przybliżenia,

Qk s i ły  uogólnione.

Na ogół nie jest znane również'rozwiązanie układu (94) z uwagi na nie­
liniową postać funkcji ^ ( f j  , f 2» » » ) »  Można szukać przybliżonego roz­
wiązania układu (94), wykorzystując metodę aproksymacji funkcji. Sto­

sując aproksymację należy podać kryterium, które umożliwi znalezienie 

funkcji aproksymującej najlepszej. Charakter kryteriów jest różny w za 

leżności od przyjętych założeń.

Załóżmy, że funkcja aproksymująca ma postać

r ^ . K g , . . . , ^ , ^ )  ( 9 5 )

i

gdzie K ^K g ,... jest zbiorem współczynników, które można dobrać w za 

leżności od przyjętego kryterium. W dalszych rozważaniach przyjmiemy 

jako kryterium średni błąd kwadratowy.
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Błąd ten można zapisać

+ 00 OO

ć (K j  » K g , « » . )  ~ J ' " J [ ?* ( V ,2 ’ — > - & f i ]  •
-0 0  -0 0  ^

• p (f.j* ^ 2 * * * * ^ ^ 2*®* (5S)

Z ostatniej zależności widać, że zagadnienie znajdywania najlepszej 
funkcji aproksynującej sprowadza się do ssukania minimum funkcji 6 ^ ,  

K2, . . . ) .  W celu uproszczenia dalszych rozważań załćfesy, że z wyjątki«« 

i  «  k, *» 0 t j .  średni błąd kwadratowy przyjmuje wtedy formę

OO OO

6 (K j.) j^P^Cf^ j f g , . . .  )  — p (^ i »^2 * * * *  ̂ *^1 ̂ 2 *  ** (96®)

-0 0  -O O

skąd

00 00

Kjj. f^  p (f^  , f 2 » • •• ) * ^ i *^ 2 ** ‘J

00 00

t^ 2 * * * * )^k * ^ 2 * * * * * ^ 2 * * *
(96b)

-0 0  -OO

gdzie p ( ^ , f 2, . . . )  oznacza łąozną gęstość rozkładu prawdopodobień­

stwa 1 

staci

stwa wielkości f^ . W ten sposćb układ (94) można sprowadzić do po-

d2f  ( t )  df ( t )  r  2 -1
■ ^ ł ^ 4 r ł [ 4 ) , w t > - v , )  <9 i )

d*
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Omówiony wyżej sposób linearyzacji równań (94) nosi też naz­

wę linearyzacji stochastycznej. Przyjmując tłumienie podkrytyczne

nk < "V u,k ( l )  + oraz zakładając» że K^(t) dla każdego czasu t
O

jest znacznie mniejsze w porównaniu z można do równań (97) sto­
sować aparat analizy korelacyjnej i  spektralnej pól losowych omówiony 

w p. 1.1.

Inną metodą anal i zy układów opisanych równaniami (92) jeat metoda 

małego parametzu [15J w której poszukuje się rozwiązania w postaci

w  i

u ^ i . t )  -  ^  u ^ (x ,t ) (98)
k=0

gdzie S jest Hałym parametrem. Funkcje 1̂ ( k )  w zależności (98) są 

dobierane zależnie od budowy układu (92) ,  często jest to ciąg liczb pa 

rzystych lub nieparzystych. Można zauważyć, że przedstawione tu metody 

przybliżone pozwalają analogicznie jak w p. 1.1, na analizę niestacjo­
narno ści wyjściowych pól losowych.

1.2.3. Metody wyznaczania reakcji nieliniowych powłok na przestrzeń- 
no-czasowe pola losowe

W celu  ilu strac ji poprzednich rozważań,rozpatrzono nieliniowe drga­

n ia  poprzeczne siesaldej powłoki cylindrycznej, której równania otrzy­

mano z układu (91) przy pysyjęciu  H f* '00» R -  R. Założono, że powło­

ka (rys* 19) je s t  wykonana z jednorodnego materiału o g ę s t o ś c ią  orasc 

ugięcie jest porównywalne z grubością powłoki h, lecz małe w stosunku 

do pozostałych wymiarów 1 = 1 , 8 ,  a «  T p . R .

Równani a dynamiki powłoki (91) przyjmują postać

+ ^TM w  -  ^ (| f  “ h -  <1» (99a)

1 Q f
- f jA A #  + 3  + 2 N(w*w) *  0 » (9Sb)
EH R '<}£
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Rys. 19

gdzie

*  (w, j v  i j 2 - i  < i&  + Ź z  Ź S l  .  2 2 ! »  ® ! | . )
’  r4W W  ftp2 ^

przy ezys g, , <p aą bezwymiarowymi współrzędnymi w kierunkach wzdłuż­

nym i  stycznym odpowiednio» Przyjmijmy następując® waruuki brzegowe

* - Ą -  - ^ § - 0  i - 0,  1,Q§2 Q f2  q ^2

w .  .  ' i » |  „  o d ia  <p *  o y
Q<f2 QŁ2 Q<p2

( 100)

Warunki, te w intarpretacjl fizycznej oznaczają zerowanie s ię  ugięcia , 

momentu gnącego i  noraalnych naprężeń w płaszczyźnie środkowej na brze-
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gach powłoki. Biorąc pod uwagę warunki brzegowe (100) wielkości » i l  

mogą być przedstawione w postaci

c o  o o

" Y ,  Z  f »n( t )  fiin (l01a)

g ^ C t ) sin do ib )
b» 1 n»1

Po podstawieniu (l01a) do prawej strony (99b) otrzymaje się składniki 

będące szeregi®» cosinusów. Aby z (9Sb) wyznaczyć g ^ C t ) należy u- 

przednlo rozwinąć prawą stronę te j równości w szereg sinusów. Po wyko­

naniu tych przekształceń otrzymuje się

eyo(t '1 -  2 *2  fBn f pq ByHpónq *
r  *,r,,p ,q

* ¥ « 7 7 ^  (102)1  '  (kt * ł  *«
gdzie

(l02a)

' ^  1 + kf ^  fa ty W  A(?nq5nq

V * & »  ■ (/  -  *2 - p2,(a2 - " 2 - q2) -  4 *2<l2" (1<EI,)

<5ff

przy czym sumowanie w (102) jest wykonywane tylko wtedy, gdy y+ m + 

+ p i  <5 + n + q są nieparzyste« Podstawienie ( i 02} i  (lO la ) do (99a) 

pozwala otrzymać układ równań różniczkowych zwyczajnych
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f S l + Pn ^ S t  +
dt2 st dt R ^ P 'R ^ p b(kŁ  +

R̂ flT4 s4 T

a ,  < i ^ > 2 j f s t *

+ i
512 Eft4 

R4 Tp4 l 4g
f  f  f  c8^ 80 ocp mn pą ymponą

P CC,^,y,5,mfn ,p ,q

8 Ett4 V "
+ „  14 H)4 R3 ^  ±M  "SmlPqSt J "  ' St<?p * mfn,p,q

f  f_ _  D_ (103)

służących do wyznaczania funkcji f s t ( t ) ,  przy czy« są ® p<ił“
czynnikami rozwinięcia obciążenia q(£,<p,t) w podwójny szereg sinusów

st "  (Oph^l
f f  q(£»<p»'t) sin sin d| d«f (104)

J0 J0

przy czym

. ^ 0  _ syocfc8(3[2(a2oc2-/ (5 2 )  -  ^ ^ k m Sm  

ymp3nq. " Aajtcs^cAt3s5t5p.
(105)

s t m n p g

BEipąst ^gapentp Atnqtnq

2 ‘ » a .  “2 4 P2[ a ( ° V - 2i 2)  -  U J

2 • - 2 ' 2 ~ < i ł  * P 2
(106)
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Minimalizując średni błąd kwadratowy (96a), można wyznaczyć współ­
czynniki Kgt dla zadanej łącznej gęstości prawdopodobieństwa p ( f ^ t 

^ 2 * * * )

OO OO

Kst " [ / • • * /  f *t  1
— OO -OO

OO OO

[  512 Ejr4 \
J “ 7  Tp4 i 4 p  A 1811 pq

r  cC,fify ^ ) ta ,n,pf q-OO -oo

+ 4 i 4 ^  i fmnf pqDmnpqstHst ^12^12***
V £p m,n,p,q

(107)
Wprowadzając oznaozeziie

2 1 D f.2 . ,2 \2 . R2E3T4

r * T *  * '  , /  ^ ♦ 'p *  -*J

uzyskuje się zlinearyzowany układ równań drugiego rzędu

d2f  . df
+ 2 n . -= § *  + a/\ f  . -  Q . ( t )  (109)..2 st dt st st s t 'at

Wykorzystując podane w p. 1.2.2 założenia, że dla każdego czasu t
współczynniki Kgt są małe w porównaniu do oraz przyjmując i -
stnienie tłumienia podkrytycznego n . <  oJg^t funkcja przejścia aa po­

stać podaną zależnością (37). Funkcja korelacyjna s i ł  uogólnionych
( 104)  wyznaczana zależnością (40) wyraża się
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2 p 1 T 1

0 0 0 0

\0
B i n - T y -  d^d<ąd&2d<p2 (110)

tttfc

gdzie K . E , » ! ^ » ^ )  Ś»st funkcją korelacyjną wejściowego po­
l a  losowego obciążenia. Zauważmy, że w zależności od postaci funkcji 

korelacyjnej obciążenia, a ty» samym funkcji korelacyjnej s i ł  uogól­
nionych,, nożna wyznaczyć ftm łsję korelacyjną wyjściowego pola losowe­

go, a następnie wariancję w sposób analogiczny jak w liniowych ukła­

dach ciągłych.

Przykłady konkretnych obliczeń

W dalszym ciąga wykorzystamy omówione w p. 1*1 «3 rodzaje pobudzeń i  

omówimy wyznaczanie reakcji na niektóre z nich. Jak wiadomo funkcje ko­

relacyjne typowych wymuszeń wyrażają się

a ) przestrzennie nieskorelowane wymuszenia

(111)

b ) przestrzennie oałkowicie skorelowane wymuszenia

(112)

o ) wymussenia falowe

(113)
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Przykład 4

Reakcja povłold. cylindrycznej na niestacjonarne przestrzennie n ie- 

skorelowane obciążenie

Ilustrując powyższe rozważania, przyjmijmy funkcję korelacji (i  11) 

przestrzennie nieskorelowanego obciążenia w postaci

Kqq(&1 ’ 1̂ ,ri "  B 003 ( lU )

Funkcja korelacyjna s i ł  uogólnionych ( 104) wyraża się zależnością (40) 

i  przyjnuje postać

U o B 008 ' ’ '3® 5tn  (' 115^

gdzie <5^ jest symbolem KRCWECKERa. Załóżmy ponadto, że obciążenie

promieniowe q jest normalnym polem losowym o średniej równej zero*
Wskutek założenia, że dla każdego czasu można przyjąć,

że rozkład gęstości tg  ̂ jest również normalny*
A zatem

00 00

p (^ H  » f l 2 » » » » )  “  f j  J ~ [ (116)

1-1 j “1

gdzie

( m )VŁ"VYO J)
i j  i j  i j  i j

Parametry rozkładu pozostają na razie nieokreślone. Wykorzystanie kry­

terium minimalizacji średniego błędu kwadratowego (96a) pozwala wyzna­
czyć K . w postaci s t
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* « 4 № n f
io o  - «  i - 1  j - 1  J

h f c F f i r  ?  v * j { S £ *«/ J  V 1 <9p 0C,fify,8 ,m,ntp,q

8 R ESC4 \ ~ 1 

r  •*■ ¥ p  n ,n ,p ,q

QO w

f«n f pqD«np(jBt^ f st F T  I I
i-1 3-1

Korzystając ss zależności

OO OQ OO oo  OO

E  E  Ż  * i  a3 •* • £  ^  * 3 £  X  * i  * j
i-1 3-1 k»1 i-1 i-1 3-1i-1 j-1 

3 f i

OO OO » 9

ł S X X !i-1  3-1 k-1 
3*i w .

wyrażenie ( i 18) nożna przekształcić do postaci

r4

K8t "
8 EgTOO O© rî ł OO

T 4 lV > / * * * / ?®t F T  I 7 p ( f i 3 )d fi3
P*L ^  i-1 3-1-o o  -oo w

l §  / • /^ -OO -O®

(118)

(119)

69



1 3 X  £  w  4  f . t  < > £ +
cc,(3 m,n 

m#oC
n*(3

♦ Z S Z  w ^ ^ ę s S *
°c'^  £ £ , *  

n#(3 p*m q^n

+ BZ  Z  f»  fPl f . t  D«npqst{ Tl T T  »<*«> "« (120)
msn p,q J i»1 jal

Biorąc pod uwagę

i n nieparzysta

— =, h n a x p (-  “ j ) * *  
'\ 2 % & J  2 o (n -1) t E611 n parzyste

otrsymajsmy ostateczne wyrażenia dla współczynników K ^

-  1536 E 3C V  ~2 .2,2 2 2
Kst *  “ 4 4  —  Z - i  &t  f  8 * "  n

ii?4 1 7 p „  M j f ”  „  m  anr  y»d,m fn

[ 2(S2s2 -  ->>2t 2 ) -  y2 (32 -  4t 2 ) ] ( y 282 -  2m2S2 -  2n V )

f & < Ą l +  4 ^ )2(y2 -  4a2)(<52 -  4t2)(y2 -  4ffl2)(<52 -  4n2)

przy czym sumowanie przeprowadza się po wskaźnikach speSaiających waru­

nek nieparzystośe i wyrażeń 2s+y, 2t+S, y+2m, 5+2» lub oo je s t  r<5wna- 

ważne sumowaniu po wszystkich m i n  lec z  nieparzystych y  i  $ .  J®~ 

ż a l i  uwzględnimy zależność (115)* (37) 1 (41 ) , to otrzymamy następując« 

wyrażenie dla wariancji f  t
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* *

4  t  ( * >  ■ T H ? —  /  /  4r2 <123’
rs trst h

gdzia h . ( t )  jest impulsową faukcją przejścia podaną w zależności
S*

(37 ). Po przekształceniach otrzymaje się

e v . t ( , )  ‘  S' 2 ,s *^ *  ^ 1 ,a * '  }
(124)

gdzie

0tJS t ( l )  + KSt "  “st

f ^ )st są wyrażeniami podanymi zależnościami (75 ), (76). 

Wariancja przemieszczenia promieniowego przyjmuje następującą postać

OO OO

^ f e . f  . * )  -  £  £  « f  i j * 1 " * - 2 t “ ^ 2 T  (125>
8-1 t-1

Obliczeń mmerycznych dokonano dla powłoki o wyslarach 1 "JT, 
f - f .  zamocowanej na brzegach. Parametry fizyczne przyjęto iden­

tycznie jak w poprzednich przykładach. Przyjęto również B «  

-  1©5 [i*2/»4] ,  {3 -1  [ s -2] ,  ngt »  5 [ s " 1] .  Oblicseala te wykonano me­

todą iteracyjną, przyjanjąo jako pierwszą iterację przypadek liniowy 

powłoki. Wariancję prsesaieszez«nia prea&estowego ilu stru ją  wykresy na 

rys, 20, 21, 22 , 23. Ifotał rsSwnież i  tutaj isaobsersować występowanie 

rezonansu pomiędzy chwilo«} częstością wyssuszenia a częstościami włas­

nymi powłoki dla czasów t±j -  "1| ^ .  Piaawsssą częstością wzbu­

dzoną powłoki jest w1 2 (l) "  600 C8”1] *  ^11(1 ) ” 1026 t* ’ !
kresy przedstawiają wariancję dla czasów t12, w przekrojach poka­

zanych na rysunkach 20, 21 i  22, 23 odpowiednio. Oóma krzywa każdego
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Rys. 20

3U f .  W  ß 4 [ s .,j

n m n  * H s  !J



f l  - t [ s - ! ]

nm„ - 5 [ s " ]  

in  -

^  511 513 5/5
Rys* 22

6 m [ % t V f i ,  t j  fO8

3

г

1

ß  - ф -l ]
rtmn ’ 5 [ s  ' ]

M .

Rys. 23 73



przekroju oznacza wariancję przybliżenia liniowego,natomiast dolna wa­

riancję przybliżenia nieliniowego. Obserwuje się wyraźne zmniejszenie 

pozioma wariancji nieliniowego przypadku w stosunku do liniowego, szcze­

gólnie w szczytach rezonansowych. Widać, że wyznaczanie wariancji l i ­
niowego układu może prowadzić do zbyt dużej wartości, podczas gdy przy 

jęcie nieliniowego modelu może dać wyniki bardziej zbliżone do rzeczy­

wistości. Omówiony powyżej problem należy również do zagadnień związa­

nych z probabilistycznym przejściem przez rezonans w ciągłych układach 

nieliniowych. Analogicznie można potraktować problemy związane z wy­

znaczaniem reakcji ciągłych układów nieliniowych na przestrzennie cał­

kowicie skorelowane wymuszania i  wymuszenia falowe.

1.2.4. Metoda badania nieliniowych płyt na wymuszenia losowe

Równania opisujące drgania nieliniowych płyt napiszemy w postaci

(90), [15]

(I26a)

przy warunkach brzegowych

W SQx2 “ Qx2 = 0y2
m 0 dla x = 0, a

(127)

Q2w _  Q2$  _  Q 2$  

Qy2 Oy2 Qx2
0 dla x = 0, b
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Wykorzystując metodę Białego parametru [15J funkcje w i  § można przed 

stawió w postaci

k=0 3o=0

(128)

gdzie £ jest małym parametrem, przy czym zakłada s ię , że

q (x ,y ,t ) -ó q * (x ,y , t )  (129)

q * (x ,y ,t ) jest zadanym polem losowym*
Równania zerowego i  pierwszego przybliżenia mają odpowiednio budowę

0 2w Ow

+ 2<?ph + DMw°  *  q*(x ,y ' t )
(130)

A A $ n » o

Q 2W. 0W <3% Q2^ 0

»h “ + V nw ^ r  + DMW1 +p Ot

0 2W i 0 %

ł o“ ^

O2» ,  0 2wo 0^  o2̂
)

A A ^ 1 + e
a ,  5^  < s 2
0 x2 Qy2 "  w .

( 1 3 1 )
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Rozwiązanie równania zerowego przybliżenia dla warunków 

wych (127) przyjmuje postać

W0 = i L  L  f mnO( t ) « W (x ’ y )
Ztt=1 n»1 

gdzie

f m ^ - y )  -  sŁn *  Sin kyn y '

,  m S T  n 5 Tk = — 1 k o —
xm a yn b

Wielkość fjgjjofa) wyraża s ię  wzorem

( t )  -J  h j t  - 0 )  QfflnO(0 ) d0f
mnO

vo

Wyrażenia pierwszego przybliżenia mają postać

16 E l 2 V -1 ^ ' V 1 Y~>

gdzie

^ ■ y f - L L L L ^ W "
P=1 q=1 j,k„u,V 

* Bp ^ q k ^ p q (x »y )

Pq^ VAp.-^qkV
pjiŁ-qkV / . 2  . 2  N2 a a

xp yq p^pj/^ qkVqkV

W » - < p 2 - 32

brzego-

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)

(137)

(138)



f mn1( t )  raj  hmn( t  " 0 )  W 0 )  d0*
O

(139)

Qm n 1 z L  f jkO(@) > v o 'G ) oC0O(0 ) *
a p ,q .d »k^ i,v ,oc ,(3

f̂ PDCną/3 ( 1 4 0 )
* p ^ q k v

-  p2^ )  -  (141)

p^uqkV Anpoanpoe Anq|3nq(3 P ^Uq

Sumowanie w równościach (1 3 5 ), (139 ) przeprowadza s ię  po indeksach dla 

których kombinacje p+j+jU, qt-k+V, m+p+oc, n+q+(3 są lic zb em i n iepa­

rzystym i [ 15] .
W dalszym ciągu  ograniczono s ię  do następującego p r zy b liż e n ia  przem ie­

s zczen ia  w

OO OO

W“ X  Z  f mn1( t ) £ 3 ) fm n ( ^ y )  (142)
B2s=1 n=1

W ariancja przem ieszczen ia  wyraża s ię  wzorem

e ’^ x , y » t )  ”  y  ' Kf  fw  ^  i H o  y  o
h ^ 2  ' 2

+ K. - ( t , t ) | £ 4 + K  f  ( t tt ) f 4 f  (x,y)<(3 (x ,y ) (143)
Y«1 f V.O J f V,1 f V,1 j  *

K . f  ( t , t )  +
L % o  y 2 ‘

V  y2°  J ?i1 f t 1

gd z ie  y^ę oznacza parr- indeksów m ,̂ V

7"



Punkcie

V  f y  f y21

K ( t , t ) ,  K ( t , t )
V  % ° W

można znaleźć w oparciu o relacje ( i 35) i  (139).

Z budowy wyrażenia (14-3) widać, że wskutek skończonego czasu działania 

wejściowego pola na układ, wyjściowe pole losowe jest niestacjonarne 

zarówno dla stacjonarnych,jak i  niestacjonarnych wejściowych pól loso­
wych.
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2. METODY RÓWJŚ KINETYCZNYCH FOKKERa~PLAKCKa-KOłMOGOROWa

2.1. Analiza drgać nieliniowych ciągłych wkładów dynamicznych 

metoda równań FOKKERa-PŁAt?CKa-KOłMOGOROWą

Równaniami wyjściowymi obecnych rozważań są nieliniowe równania u- 
kładów ciągłych podane w p. 1.2.1. Równania te ,jak  wiadomo (p. 1.2.2), 

pozwalają się sprowadzić do nieliniowych układów równań o postaci

,2

 V  -  « 3

j  »  1 ,2 , . . . ,H

Załóżmy, że s i ły  uogólnione można ująó w postaci sumy

s

(145)
1-0



Równania (144), (146) można sprcmdzić do układów równań pierwszego rzę­
du o budowie

Ld
J 1 )
f d ’

i d ) .  f (2 )i i :

-  - 2 v f  ’  -  " i d )  f i(1 5 '  Ż  S *  **  ’  + £ *31'
q«1 1-0

g ( l ) « S(2 )  gd fad

(k 3- 2)  ( y i )

•‘ i -1
R aj 0b3k

J 9 l

i
4 2) + 2° A ' ' ) + 4  u f i  + *3 - Y . ‘

1-1

kr 1
.  V  g C i) + _J_

^  t  gd + b •
X«t 3 3 "

Oznaczmy gęstość widmową "białych szumów” 7p. presez e. ,*
»s/D 3.J

stość prawdopodobieństwa

( k .-1 )

p f f  f ( l ) f ( 2 ) « ( l )  e t )

.(1+1 )
'd >

31 d J

(146)

Łączna gę-
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spełnia równania FOKKERa-PLANCKa-KOłMOGOROWa w postaci 

N „  H M

3=1 3 3=1 3 3-1 3

{ [ . . . ,  f M w - r - i S s  « ■ } •
l  q=1 q 1=0

j l  „ A  0 r v ’
Z  ( j f i r t f '  p]  * • " * £  ( i t j- z )  t a  p]
3=1 dg3 3-1 Og, 3

+

3=1 " 63 5j

*  f  - r — T I -  P - ^ - [ ^ 2) *  2 »A <1) - « ' i l l  f
u  ^  t  a< ° V  5 3 s J<1)

j ł V

1=1 1=1 3 3 J 1=1 3=1 i
b..Dk.

Q 2

2.2. Badanie d-reań nieliniowych powłok metoda równań kinetycznych 

POKKERa-PLMCKa-KOMOGOROWa [ 2] .  C12I

W celu i lu s t r a c j i  rozwazań p . 2.1 posłużymy się przykładem analizy  

drgań nieliniowych powłok opartym na pracy (j 2}  . Rownaniam?. wyj ściowy- 

mi są równania (9 1 ), przy czym funkcje naprężeń $ ( x , y , t )  środkowej po­

wierzchni powłoki spełn ia ją  re la c je
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& . T  . s 5 i . ,  ,  « ! *  ,
t̂)x2 77 <9y2 13 l£>xy3r *y

gdzie są naprężeniami. Przedstawiając przemieszczenie w (x ,y ,t)
w postaci

w (x ,y ,t ) = f j ( t )  <p3(x ,y ) (149)

d-1

i  ustawiając go do drugiego równania układu (91), po znalezieniu roz­
wiązania szczególnego ^ 1(x ,y ,t ) ,  można napisać

® (* » y » t )  - ^ ( i . y . t )  + y2 + fJ y  x2 -  2 xy ) ( I 49a)

gdzie T ^ ,  są stałymi określonymi z granicznych warunków dla

Biorąc pod uwagę wyrażenie (149) i  posługując się metodą GALERKENa 
otrzymuje się równanie:

d2f ,  dfJ 2
dt2 + 2 nj dt +W j f j + Pj ( f 1* * * * * V  "  Qj ^  ( 15° )  

przy czym

“ i = b j "j

Dla uproszczenia rozpatrzmy drgania swobodne podpartego panelu [12]  cy-, 
lindrycznej powłoki (Rx~ * 'e>° »  R "  r ) .
Warunki brzegowe mają postać

v

2 2
w * — ?  +V^~? ■ 0 dla x ® 0, X *  a

0 x2 0y2

0 2w 0 2ww = — 0 +V — 5 ■ 0 dla y o 0 , y m b
Oy2 Qx2

( 15 1 )
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Ograniczono się do badania podstawowej formy drgań określonej wzoran

w - f  s i n ^ s i n f Ł .  (152)a d

Bezwymiarowe ugięcie powłoki f  ■> f/h spełnia równanie

Ą + 2 « + + p * 2 + o c f 3  ̂ ■ 1̂ 5 3 ^
dt

gdzie

w 2 D _ £ ^ _ _  G(m?K) t B .  K -■§£, n -  boJo
o ^ - 
>p h a'

/ ,, 2\2 12(1 -  V )K  ̂ 768 K?-(V2 + 2m _ + j £ l
g ( » , k )  -  ( 1  +  n  )  +  “ 7 7 “  2 ^ 2  +  a ,  2 s2

3C4(1 + m ) X  (1 + a  )

P  ■ - T T ^ " 2(1  -  v 2 ) & ł  T t M  *  ł №  ♦  ‘3 T  g (b ,k ) l  (1 + m )

d  + , 2)2 Ji

Załóżmy że
1° a. = 0  dla 1 4> 0 (w zależności 145) tzn. Q (t) = g (t )  

j l
2° g ( t )  = ^ ( t )

3° gęstość widmowa f  wynosi c.
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Równanie FOKKERa-PLARCKa-KOłffiOGOROWa przyjmie postać

» ( ? , * )  -  -  ? %  +  a w ( p  .  ? & )  * % & )  „ ( 154)
o? 0 g? o? ®-' zg~z m t l

przy czym

QU
« * » >

Stacjonarne rozwiązanie ma budowę [ 2]

^  » p  4  42 ~i
p ( f , f )  -  C1 exp | -  — ~ ( f “  + u ) j  ( 1 5 5 )

Niestacjonarnego rozwiązania należy poszukiwać na drodze numerycznej.

Przejdźmy do ogólniejszego przypadku układu w którym istn ieje n le - 
trywialny f i l t r  formujący t j .  są spełnione relacje

g (t )  -  Q (t ) oraz g (s )/ p (s ) »  1/(Tos + 1 )  ( 156 )

Różniczkując (153) i  wykorzystując (156 ̂ otrzymuje się

T0 ^ §  + 0  + Zbufo) + [2 b% + a f c (1 + 2(3? + 3c*f2) ]| f  +

+ OJ2( f  + /3f2 + C C ti )  m l p ( t )  ( 157 )

Zakładając oJQ TQ<S:1 , b <  1 można napisać

1 7 1 7^ + [ 2to° ł ^ !r» < 1 1 2|3r+ r f ) ]  • « ł

+ u? ( f  + (3? 2 łocf3)  -Tf?(t) ( 158 )
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Równani© FOKKERa-PLMCKa-KOMOGOROWa przyjadę postać

- w 2[?^1 \ l  + - — r  + 2(3? + 3«?2) + 
oL c^ro ^

(,59)

Równanie powyższe w ogólny» przypadku można, rozwiązywać numerycznie, za­

kładając stan stacjonarny (jj| «= o ) jak i  niestacjonarny*
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3. KETODY OUASISTATYCOTE W AHAHZIS UKŁADÓW CIĄGŁYCH

Metody ąuasistatyczne opierają się na elementarnej teorii prawdopo­

dobieństwa i  zasadniczo nie wymagają znajomości struktury przestrzen­
nej pola losowego, łletody te występują jednak często w połączeniu z in­

nymi grupami metod, dlatego podstawowe pojęcia teorii pól losowych mo­

gą być użyteczne. Załóżmy, że wejściowe parametry układu mogą być opi­

sane za pomocą skończonej liczby przypadkowych wielkości c1f c „ .. . ,c  ,
5 2  № .

**1* q2 * * * * '  S? P^zy znanej łącznej gęstości prawdopodobieństwa 

p (°1 ,c2, * * * ,cm' gdzie c# parametry charakteryzujące
foimę 1 właściwości itkładu, parametry charakteryzujące obciążenie. 

Oznaczmy skończoną liczbę  wyjściowych parametrów charakteryzujących za 

chowanie s ię  układu (np. przemieszczenia, naprężenia i t p . ) przez

ul » u2**** ,un*
Pgwyżsse dwie gropy parametrów mogą być związane deterministycznymi

zależnościami typu

u oc“  rjcĈ c1» c2‘ " * “ *ca2» V (* * ,qr^  (160)

OC m 1,2, . . « , n

Podstawowym cel«m metod tjuasistatycznych je st  wyznaczenie gęstości roz­

kładu prawdopodobieństwa p (u ^ »U g ,. . « ,^ ) wyraśonaj przez znaną gę~ 

sto*5ć p(®i *c2 »
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Przypasując, że n ̂  m oraz możliwość wyznaczenia, parametrów po-

prses zależności

°0C“ • • • • • V  °n+1, , * , » V  V ,,q r^ ' 1b1j

CC- 1,2,

gdzie są jednoznacznymi i  ciągłysd funkcjami sa&ennych #u ,*

c 1, » » « » c m, ' ! , » • • • • szukana gęstość rozkładu wyrazi s ię

OO OO

 U^) Cn+1» * » * » CB» *

— OO -OO

0(0, c ) I
dcW i  —  dom dqi  ••• dqr

( 1 6 2 )

gdzie

0(c1,

w * ;
' Ł ?

TTTTTtT)

Q c * Ocn

Q c1 0 c n 

.........

(163)

Wzór (162) może być uogólniony na p rz y p a d e k ,kiedy funkcje ci , « « » , cn 

nie są jednoznaczne oraz na przypadek,kiedy te funkcje są przedziałami 
ciągłe» Można też łatwo rozszerzyć powyższe rozumowanie na przypadek
m <  n ^  Hn + r  oraz n > m  + r .  Obecnie przejdziemy do i lu s t r a c j i  za­

stosowań metod quasistatycznych d© układów ciągłych*

3. 1 . Tw»g«rri«  b e lk i arreżT3te.1 o losowej gsstytmości sg^nfinla 

Przyjmijmy równanie drgań poprzecznych be lk i o postaci

^  Ź z  +  2n An %  + C £ » ( * )
^ $ t  W ^ P 0 t  Q x ^ l  Q x  -

(164)
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Załóżmy swobodne podparcie belki oraa losową sztywność zginania o zna­

nej wartości średniej i  znanej fankoji korelacyjnej różniczkowslnej 

czterokrotnie* Stosując metodę GALERKEHa dla podstawowej fomy drgań, 

po wykonaniu odpowiednich działań uzyskuje się równanie różniczkowe 
zwyczajne o postaci

d2f  . _ df 2
dt2 + ^w  dt + t | j t  f  J  s±ł2 ?  Ax

- 2 ( f ) 3 j ’ cos S s i n ^ ^ l dx -

J . „  (165)
O z

Wielkość w nawiasie kwadratowy* reprezentuje kwadrat podstawowej częs­
tości drgań swobodnych układu o/. Przyjmując, że wartość średnia 

£ [bj (x ) ]  -  (e j )o , aożna obliczyć średnią wartość podstawowej częstości 
drgali swobodnych

Następnie dla zadanej funkcji korelacyjnej £J(x1,x2),  różniczko-

walnej czterokrotnie saożna znaleźć wariancję o-2, .
tóo

Przykład 5

Podamy teraz przykład zakładając, że 1° pole losowe E j(x ) jest sti^- 
iystycznie jednorodne, 2° funkcja korelacyjna ma postać

K

^83 EĴ X1 ,X2' °  ^  Bj coa ^jj "x2 ) (167)
3-1
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+ zjff cĄ + (f )7 wjlj + (f )‘ 0)2 I3| -EtftJ] (1<8)

gdzie I 1, I 2, I 3 są całkami odpowiednich ftontoji tzygonc«etxycinareli, 
które mofcaa obliczyć w spoaób elasnentamy,

_  g
2akłada;Jąo, ie za&enaa losowa jest noraaalna © średniej ii 0 ©̂ j  i

wariancji O2, ,  aotoa obliczyć np. gęstość rozkładu otafeu drgań pod-
o r
~o

stawowej fo iw y

Posługując się  wzorem (162), otrzymano szukaną gęstość rozkłada

(169)

(170)
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UWAGI KOŃCOWE

Niniejsza praca przedstawia metody wyznaczania i  badania reakcji 

ciągłych mechanicznych układów dynamicznych na pobudzenia losowe. Rów­

nania opisujące modele fizycznych i  technicznych układów ciągłych są 

równani ami różniczkowymi cząstkowymi z deterministycznymi warunkami 
brzegowymi. Rozważania dotyczą metod badania liniowych układów ciąg­

łych jak i  nieliniowych, z uwzględnieniem nieliniowości natury geome­

trycznej. Ze względu na złożoność problemów było uczynionych szereg za 

łożeń upraszczających. Znaczenie i  ich charakter jest różny. Niektóre 

z nich mają charakter podstawowy i  decydują o możliwości otrzymania roz­

wiązania. Inne zostały przyjęte w celu uproszczenia i  skrócenia osta­
tecznych wyników. Istotnym uproszczeniem jest np. pominięcie korelacji 
wzajemnej między poszczególnymi formami drgań. Uproszczenie to pozwala 

otrzymać rezultaty w dość krótkiej postaci zamkniętej co w dalszej ko­
lejności daje możliwości przejrzystej interpretacji fizycznej. Praca 

traktuje głównie o metodach pozwalających na rozwiązanie problemów po­
budzeń układów ciągłych w foimie zamkniętej. Ze względu jednak na zło­
żoność końcowych postaci rozwiązań, w celu otrzymania wyników liczbo­
wych, konieczne jest użycie maszyn cyfrowych.

Metodyka pracy opiera się na trzech zasadniczych grupach dynamiki 
statystycznej

1° metody korelacyjne i  spektralne

2° równania kinetyczne FOKKERa-PLANCKa-KOIMOGOROWa
3° metody ąuasistatyczne.

Grupom tym odpowiadają trzy części pracy.
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Rozważania rozpoczęto od scharakteryzowania modeli pobudzeń loso­
wych i  podaniu podstawowych zależności pomiędzy charakterystykami wej­
ściowych pól losowych i  wyjściowych. Przyjęto trzy rodzaje pobudzeń 1 o 

sowychs

a ) przestrzennie nieśkorelowane pola losowe,
b ) przestrzennie całkowicie skorelowane pola losowe,

c) pobudzenia typu falowego.

Rozpatrzono ogólny model pobudzenia niestacjonarnego. W szczególności 

może to być wycinek pobudzenia stacjonarnego jak i  niestacjonarnego. 

Następnie dokonano analizy niestacjonarnej reakcji ciągłych układów na 

podstawowe klasy przestrzenno-czasowych pól losowych. Badanie tego ro­

dzaju rdestacjonarności reakcji ciągłych układów dynamicznych jest pod­

stawowym celem n in ie jsze j pracy.

Otrzymano interesujące wyniki numeryczne badania reakcji owłok cy­

lindrycznych na pobudzenia losowe, będące polem przestrzennie niesko­

relowanym, polem całkowicie przestrzennie skorelowanym, stacjonarnym 

jak i  niestacjonarnym. Wyniki te zilustrowano wykresami, na których w 

przypadku pola całkowicie przestrzennie skorelowanego można zauważyć 

interesujące oscylacje wariancji d la małych czasów początkowych. Zja­

wisko to można tłumaczyć deterministycznym zachowaniem się  układu dl® 

tych czasów początkowych.
Następnym problemem poruszonym w pracy jest tzw. probabilistyczna  

przejśc ie  przez rezonans w układach ciągłych przy założeniu istnienia  

pobudzenia falowego o jednostajnie saaieimej częstości. Wyniki numerycz­

ne dla powłok cylindrycznych wskazują interesujące maksima wariancji w 

okolicach czasu t ^  a)^ 2 ^ ,  będące wynikłe» rezonansu między chwilo­

wą częstością pobudzenia a częstościami własnymi powłoki. Również 1 

d la  tego rodzaju pobudzenia, d la  małych czasów początkowych, zaobser­

wowano oscylacje spowodowane deteradnistyczny® zachowanie® się  układa« 

Obserwuje się  również zmniejszanie poziomu wariancji ze wzrostem współ­

czynnika tłumienia.
Analogiczne badania ni es t ł,g 3onarnych stanów wykonano dla nielinio­

wych układów. Badano również problem probabilistycznego przej ścdr. r r  r. 

rezonans w nieliniowych układach ciągłych. Zaobserwowano i  tutaj w y
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stępowanie maksimów w pewnych chwilach czasu. Z otrzymanych wykresów 

widać wyraźnie zmniejszenie poziomu wariancji nieliniowego w

stosunku do liniowego, co szczególnie uwidacznia się w szczytach rezo­
nansowych. Poziom wariancji liniowego modelu mole się okazać zbyt wy*- 
soki, podczas gdy przyjęcie nieliniowego modelu pozwala otrzymać wyni­
ki bardziej zbliżone do rzeczywistości.

Grupę metod wykorzystujących równania kinetyczne FOKKERa -  PLANCKa- 
KOUJOGOROWa oparto na rozważaniach dotyczących nieliniowych układów 

ciągłych pobudzanych "białym szumem"* przepuszczanym przez f i l t r  fonmi- 

Jący. Rozważania te ilustrowano badaniami dotyczącymi drgań nielinio­
wych powłok.

Zastosowaniu metod ąuasistatycznych w ciągłych układach poświęcona 

Jest trzecia część pracy. Po krótkiej charakterystyce teoretycznej tych 

metod,podano przykład analizy układu sprężystego o losowych parame­
trach strukturalnych.

Reasumując należy stwierdzić, że mimo iż  rozważania niniejszej pra­
cy dotyczą dynamiki mechanicznych układów ciągłych, mogą one też być 

wykorzystane do rozwiązania podobnych zagadnień w innych 

techniki Jak np. inżynieria chemiczna i  reaktorowa, wymiana ciepła itp.
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S t r e s z c z e n i e

W pracy przeanalizowano podstawowe metody dynamiki statystycznej ba­

dania reakcji ciągłych (o stałych rozłożonych) układów dynamicznych, o- 
pisanych cząstkowymi równaniami różniczkowymi,na pobudzenia przypad­

kowe. Pobudzenia te pctraktowano jato przestrzenno-czasowe pola loso­

we. Problematyka pracy składa się z trzech zasadniczych grup metod;

1° metody korelacyjne i  spektralne
2° rówsania kinetyczne POKKERa-PLMCKa-KOłMOOOROWa

3° metody ąuasistatyczne.

Tym grupom odpowiadają trzy części pracy. Każda z tych części zawiera 

rozważania teoretyczne ilustrowane numerycznymi przykładami zawierają­

cymi ważne z praktycznego punktu widzenia problemy. Podane w pracy roz 

ważania dotyczą liniowych układów ciągłych jak i  nieliniowych po doko­

naniu łinearysaeji tych ostatnich. Znaczenie cmówionych metod wynika z 

faktu, że jakkolwiek dotyczą one mechanicznych układów ciągłych, to mo 
gą być stosowane do ivi,~aiązywania podobnych problemów innych układach 

opisanych analogicznymi równaniami różniczkowymi.
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РЕАКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

НА ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ

Р е з ю м е

В р а б о т е  п роанализированы  основны е методы  с т а т и с т и ч е с ­

кой  динамики и с с л е д о в а н и я  реакции  р асп р еделен н ы х  динам иче­

ск и х  си стем  оп р ед елен н ы х  частными дифференциальными у р а ­

внениями на  д е й с т в и я  случайны х возбуж ден и й . Эти в о збуж де­

ния рассм атри ваю тся  как  п р остр а н ств ен н о -в р ем ен н ы е  с л у ч а й ­

ные п о л я .  П р облем ати к а  это й  р аботы  с о с т о и т  и з  т р е х  о сн о в ­

ных гр уп п :

1 °  корреляционны е и сп ек тр альн ы е  методы  

2 °  к и н ети ч еск и е  ур авн ен и я  Ф ок к ер а—П ланка—К о лм о гор ов а  

3 °  к в а зи с т а т и ч е с к и е  м етоды .

Этим трем  группам  с о о т в е т с т в у ю т  три  глав ы  это й  р а боты . Каж­

д ая  и з э ти х  г л а в  и м еет  т ео р ети ч еск у ю  ч а с т ь ,  и ллю стри р ован ­

ную численными примерами, заключающими в с е б е  вопросы  важ­

ные с п р ак ти ческ ой  точк и  зр ен и я . П роблем ы , излож енны е в 

р а б о т е ,  касаю тся  как линейны х расп р еделен н ы х  с и с т е м , так  ш 
нелинейны х п о с л е  ли н еа р и зац и и .З н а ч ен и е  приведенны х м етодов  

за к лю ч ается  в т о м , ч то  они м о гу т  п ри м ен яться  д ля  решения 

подобны х в оп р осов  в д р у ги х  с и с т е м а х , описанных а н а л о ги ч е с ­

кими дифференциальными ур авн ен и ям и , х о т я  эти  м етоды  о тн о ­

с я т с я  к м еханическим  распределенны м  с и с т е т а м .
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REACTION OP THE CONTINUOUS DYNAMICAL SYSTEMS 

TO SPACE-TIME RANDOM FIELDS

S u m m a r y

This work presents the essential methods of statistica l dynamics for 

analysis o f the reaction o f the continuous (distributed parameters) dy 

namical systems, described by partia l d ifferential equations, under 
the random excitation«. The random excitations are treated as the spa- 
ce-time random fie ld s . The work consists o f three groups of methods

1° correlation and spectral analysis
2° kinetic equations o f POKKER-PLANCK-KOÜK)GOROW
3° quasistatical methods.

To these three groups are related three parts of this work. Every part 
presents the general considerations, which are illustrated  by numerous 

examples, concerning the Important practical problems* The presented 

considerations are valid  both fo r linear continuous systems and for 

non-linear systems after the linearization. The meaning of presented 

methods results from the fact, that notwithstanding they are presented 

fo r  mechanical continuous systems, they are valid  fo r other physical 

problems too, described by analogical partia l d ifferential equations.
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