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W ostatnich latach, w zwigzku z glebszym poznaniem teorii pd6l loso-
wych okazato sie, ze opisy i rozwigzania deterministyczne stanowig
zbyt duza idealizacje i nie odzwierciedlajg ztozonej struktury rzeczy-
wistych zjawisk zachodzacych w uktadach dynamicznych. Proéby rejestra-
cji tych zjawisk i badanie ich metodami klasycznymi, opartymi zasadni-
czo na analizie harmonicznej, byty niezwykta pracochtonne i mato efek-
tywne. Wskutek realnych potrzeb wielu gatezi techniki, a zwlaszcza ra-
diotechniki, automatyki, mechaniki, lotnictwa, techniki rakietowej i
innych, powstata nowa dziedzina na pograniczu tych dziatéw techniki i
matematyki stosowanej zwana dynamika statystyczng, ktdrej aparatem me
tematycznym jest teoria prawdopodobienstwa. Analiza zachowania sie u-
kiadéw dynamicznych, zaréwno dyskretnych jak i ciggtych pod dziataniem
pobudzen losowych stanowi jeden z podstawowych probleméw dynamiki sta-
tystycznej. Badanie reakcji ciggtych ukiadéw dynamicznych zwanych tez
uktadami o statych roztozonych na pobudzenia w postaci przestrzeni»“
czasowych pd6l losowych jest przedmiotem rozwazann niniejszej pracy.
Szczego6towej analizie poddano podstawowe ciggte uktady mechaniczne, kto-
re moga by¢ m.in. potraktowane jako pobudzane losowo elementy pewnych
urzadzen automatyki.

Metody dynamiki statystycznej mozna podzieli¢ na trzy zasadnicze
grupy. Grupe pierwszg stanowia metody korelacyjne i spektralne, opie-
rajagce sie na wykorzystaniu zwiazkéw miedzy warto$ciami oczekiwanymi,
funkcjami korelacyjnymi wejsciowych p6l losowych Cie. obciazen, wmu
szenn kinematycznych) oraz wyjsciowych p6l losowych (np, przemieszczen,
naprezen)» Grupa druga oparta jest na réwnaniach kinetycznych FOKKBRa-

PMNCKa-KDHfIOGOROWa, pozwalajacych na bezposrednie wyznaczenie gesto-
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$ci prawdopodobienstwa wyjsciowych pél losowych. Do grupy trzeciej na-
lezg tzw, metody quaslstatyozne, opierajgce sie na elementarnej teorii
prawdopodobienstwa.

W ostatnim okresie ukazato sie wiele prac dotyczacych zastosowan me
tod korelacyjnych i spektralnych do analizy reakcji ciagtych uktadéw
mechanicznych. Metody te okazujg sie szczegOlnie efektywne w zastoso-
waniu do badania stacjonarnych jak i niestacjonarnych pd6l losowych w
ciggtych uktadach liniowych. VAN LEAR i UHLENBECK [14] jako pierwsi a-
nalizowali reakcje struny i pretéw sprezystych na pobudzenia losowe.
Bardziej szczeg6towg analize podstawowych uktadéw ciggtych jak prety i
ptyty pod wplywem obcigzen losowych podat BKEBGSEH [14] . Prace DYER [?]
[8] zawierajg ogdlng teorie wyznaczania reakcji liniowych ciggtych u-
ktadow sprezystych. Te pierwsze prace jak i prace [11], [24], [25], [26]
zakladaty stacjonaraos$é i jednorodnos$¢ rozpatrywanych pdl losowych sto-
sujac do ich badania metode spektralng. Oryginalng metode opartg na wy*
korzystaniu funkcji charakterystycznych podat KNOMES [2] w zastoso-
waniu do pretéw sprezystych. Znacznie mniejsza liczbe prac poswiecono
niestacjonamos$ei reakcji ukladéw dynamicznych spowodowanej skoriczonym
czasem dziatania wejsciowego pola losowego. Zagadnienie niestacjonar-
nej reakcji ciaggtego ukiadu sprezystego poddanego stacjonarnemu wymu-
szeniu byto poruszane przez HIKDLAJEHKO [23 oraz przez autora niniej-
szej pracy [10]. Problem niestacjonarnej reakcji na niestacjonarne wy-
muszenie przypadkowe porusza TYUKDWSKI [3§ . Uogélnieniem tych zagad-
nien sa roiisazania autora mniniejszej pracy traktujgce o tzw. proba-
bilistycznym przejsciu przez rezonans w liniowych ciagtych uktadach
mechanicznych.

Jeszcze mniejsza liczba prac jest poswiecona zastosowatd.u teorii pol
losowych w nieliniowych uktadach ciggtych. Hapotyka sie tutaj na trud-
nosci z powodu braku ogdlnej teorii nieliniowych réwnan czastkowych,
opisujacych modele matematyczne ciggtych ukiadéw dynamicznych. Istnie«
jace prace z tego zakresu prawie wszystkie dotyczg badania stacjonar»
nynh i jednorodnych pdl losowych w nieliniowych
wymieni¢ gtéwnie prace FEDOROWa [I5],LYONa [21], OTVMENTBERGa fI3] i
TYUKDWSKlego [33].



Ga tle wymienionych publikacji wida¢, ze nie sg dotychczas w peini
przeanalizowane i rozwigzane, majgce znaczenie poznawcze jak i prak-

tyczne, nastepujgce zagadnienia!

a) metody, ktore pozwalatyby na dostatecznie ogdélny, a przy tym jakos-
ciowo poprawny,w przejrzystej i zwartej postaci, poglad na staty-
styczne charakterystyki standéw niestacjonarnych, pojawiajgcych sie
przy wigczaniu pobudzen przypadkowych na uktady ciggte,

b) probabilistyczny aspekt przejscia przez rezonans w ciagtych ukia-
dach liniowych,

c) metody wyznaczania i badania niestacjonarnej reakcji ukftadéw ciag-
tych nieliniowych,

d) probabilistyczne przejscie przez rezonans w ciggtych ukiadach nie-
liniowych,

e) zastosowanie metod guasistatycznych w uktadach ciggtych.

Analiza powyzszych zagadnien stanowi jeden z podstawowych celéw ni-
niejszej pracy. Drugoplanowym celem jest usystematyzowane i jednolite
przedstawienie poprzednio wymienionych metod badania ciggtych uktadow,
pobudzanych polami losowymi. Znaczenie omoéwionych w pracy metod wynika
z ich bezposredniego zastosowania nie tylko do analizy ciagtych ukita-
déw mechanicznych, lecz stanowig one podstawe do rozwigzywania podob-
nych zagadniern w innych uktadach ciggtych opisanych analogicznymi réw-

naniami rézniczkowymi.






1. METODY KORELACYJNE | SPEKTRALNE

1.1. Analiza korelacyjna 1 spektralna

liniowych uktadéw ciggtych

1.1.1. Réwnania opisujace matematyczne modele fizycznych i technicz-
nych liniowych ukiadéw ciggtych. Warunki poczgtkowe i brze-
gowe.

Réwnaniami wyjsciowymi obecnj oh rozwazan sg liniowe deterministycz-

ne czgstkowe réwnania dynamiki,opisujgce drgania wymuszone nastepujga-

cych uktadéw ciagtych J[isjj

a) réwnanie drgan poprzecznych struny (rys. 1)

b) réwnanie drgan podtuznych preta (rys. 2)



u(M L.

Aii/x,zj
|
|
|
X
Jfx_
Rys. 2
c) roéwnanie drgan skretnych preta (rys. 3)
Vo ¢+ XV Vo A - MC S r e (3)

d) roéwnanie drgan poprzecznych preta (rys, 4)

S S _ A “)

Oj
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e) rownanie drgan poprzecznych membrany (rys» 5)

N h@RjsEs«Zi£2 + 2 Oph . TAwOc,y,t) - q(x,y,t) (5)

przy czym

A 9 A *
0Ox Oy

f) rownanie drgan poprzecznych ptyty cienkiej (rys. 6)

;oph ~ + 2n”oph + DAAwW(X,ytt) » q(x,y,t), (6)



9)

rownania drgarf poprzecznych powtoki o maty« wzniosie (rys.

<Y9oh + 2n”ph + DAAwW(X,y»t) -
- R A 2 , |§ Saf%rié,?. . 9%¥E\)J
X Wy y u?x

IAAS$S(i,y,t) + jL ®I*Csikt*1 + i. SfsfcLtftli . O.
E X Q7d Ry oxr

7)



Rys. 7

Eliminujac funkcje naprezen powierzchni $rodkowej powloki $ (x,y,t), u-

zyskuje sie rownanie drgan powitoki w postaci

~ AAAAw(X,ytt) ¢ JL +

RXHy E)XZ /CTJ 2

(a)

ot*

a w przypadku szczeg6lnym, gdy promienie gtébwnych krzywizn  R”™-*-o00 ,
R mR ® const, uzyskuje aie z rownania (s)s réwnanie drgan poprsecs-

y
nych powtoki cylindrycznej:

2
AAAA w(x,yft) + I1-2-5fe*Xttl =1-4A [g(x,y,t) -

-?2Ph - 27?2 pp 21W - ts)



W powyzszych résmaniach przyjeto nastepujgace oznaczenia:

I
173
17

nu,\ ,1V

Hoéwnania (7),

technicznej te

L21

14

przekrdj poprzeczny struny* preta

gesto$s¢ materiatu struny, preta, ptyty, powloki

grubos¢ ptyty, powtoki

modut Younga

modut odksztatcenia postaciowego

moment bezwladnosci przekroju poprzecznego preta
biegunowy moment bezwtadnosci przekroju preta
wspotrzedne uktadu

osas

sktadowe przemieszczen

obcigzenia

sztywnos¢ cylindryczna

liczba Poissona

promienie gtéwnych krzywizn powtoki

sita wstepnego naciggu struny, membrany
zyrmiki ttlumienia drgan

ftoJseja naprezen powierzchni $srodkowej ptyty, powitoki,

(8) i (9) sa szczegdlnym przypadkiem «lrHii réwnan
orii powtok obrotowych 08] o postaci:
LI3 W- «* -«<PhO TN p o» N
1MWt L22 ¢ + *23 @ -?pt ~ t - (10)
« *i* T e 1,3. <2 -v  2f].



sg czastkowymi operatorami rézniczkowymi wspoétrzednych
kolis-

Operatory Lik
przestrzennych. Zalezg one od geometrii powtoki (cylindrycznej,

tej, stozkowej) [I8].
Powyzsze rownania i uktady réwnan nalezy uzupetni¢ odpowiednimi warun-
kami poczatkowymi i brzegowymi, aby zagadnienie graniczne byto popraw-
nie postawione [22].

Podane wyzej réwnania mozna traktowac¢ jako przypadek szczegdélny row-

nan rézniczkowych o postaci

w obszarze ON+1 * E? XAt’ C EN+1

gdzie

Dt* sg wielo*Bjpznlkowymi symbolami rézniczkowania wzgledem cza-

uktad réwnan rézniczkowych (11) dla czasu t nalezgcego do prze-

Przyjmijny zerowe warunki poczatkowe:

0'SG.01 o k.0 1... w @2)

gdzie
1 - max(p,q)



oraz jednorodne warunki brzegowe

B.j(x,IL) u(x,t)] ™ -0 j=1, 2,..., s (13)

gdzie B.(x,D_) jest macierzg liniowych operatoréw rézniczkowych wzgle-

dem wspotrzednych, okreslonych na brzegu obszaru Oﬁl

1.1.2* Matematyczne modele wymuszen losowych

W dalszej czesci rozwazan bedziemy przyjmowac, ze ciggte ukiady dy-
namiczne opisane w punkcie 1.1.1,poddane sg dziataniu po6l losowych tj,

prawe strony ukiadu réwnan (11) sg polami losowymi.

Ogodlna definicja przestrzenno-czaaowego pola losowego

Zanim przystgpimy do wyznaczenia reakcji ciggtych uktadéw dynamicz-
nych pobudzanych polami losowymi, krétko scharakteryzujemy te ostatnie.
Jednym z mozliwych podziatow pdol losowych jest ich sklasyfikowanie na
[30]:

1° skalarowe

2° wektorowe

3° tensorowe.

Poniewaz interesujace nas wymuszenia sg zasadniczo skalarowymj polami
losowymi, przejdziemy do definicji skalarowego pola losowego i jego
charakterystyk.

Zespolonym przestrzenno-ozasowym skalarowym polem losowym okreslo-
ny* na obszarze DILx ~, nazywamy zmienng losowg jg(x(t) bedaca funk-
cjia X €$% t6 tego obszaru.

Petny probabilistyczny opis pola losowego okres$lajg jego wszystkie
skonczenie wymiarowe dystrybuanty, speiniajgce warunki zgodnosci [16].
Podstawowymi charakterystykami przestrzenno-czaaowego pola losowego
g(x,t) sat
a) wartos¢ oczekiwana

“d>(5,t) -Eg(x,1) (14)

«

gdzie symbol £ oznacza operacje usSredniania
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b) fsnkoja korelacyjna

=E{[Q (i1, t1) - )1 [a*(x2ft2) -~ (z22,t2)]} (15)

przy czym gwiazdka oznacza operacje sprzezenia fonieji zespolonej. W
szczeglblny* przypadku gdy £, - *2« £, ~ » t,, - t, otrzymujemy wa-

riancje przestrsermo-csasowego pola losowego Q(xet)

Jab,t) iED&e*t)" ‘U 0 2 Ne

Pole losowe nazywany jednorodnym i stacjonarny* w szerszy* sensie, je-

zeli jego wartos¢ oczekiwana jest stata a funkcja korelacyjna zalezy

tylko od réznicy wektoréw » S 1 réznicy czasbw t - tg« 7
tzn.
dla *26 N oraz tl1, tg 6 Af

Przestrzenno-«zssowe pole losowe nazywa¢ bedzieaef izotropowym w nzar-
szy* sensie, jezeli jego fUniceja korelacyjna ,X2,t2) zalezy
tylko od dtugosci wektora réznicy argumentéw, a rde od jago kierunku

tzn,

~g8N*1 pz2*n21 * (Ix-j**2 *=* (18)
Inng, réwnswBZng funkcji korelacyjnej, charakterystyka praestrzenno-

ezasewego skalarewsgs pola losowego jest uogoélniona gestos¢ spektralna

okreslona (przy natozeniu istnienia transformaty) ?."e», TH>Soigt

17



-0O0-0goo”™,

3t

-ife,5,M7g) + (~tr ~Mt2)]

* e <M d12 dtl dt2 (19)

przy azym

3€= [~1,3e2»...,3eH]
ie X &FIx1 + FX2 + ... +3eHk1l

dx b dx™ dx2 ... di®

Korzystajac z transformaty odwrotnej mozna wyznaczy¢ funkcje korelacyj-

na

00 Q00000
W ~.Sg.tj) * Y/ **//~S9(ii*WL )
-00 -00-00-00
"'ST

tfe*i-~2)+ owt -0Jt )1
e A 23 dEL d*, dti, dct (20)

gdzie &X* d”~ dy? ... d~.

Zaleznosci (19), (20) zwane sa uogdélnionymi réwnaniami  WIEKERa-CHEff-

CZYKa.
tatwo zauwazy¢, ze w przypadku jednorodnego i stacjonarnego pola loso-
wego* gestosc¢ spektralna (19) przybiera posta¢ dodatniego masywu dy-

strybucyjnego, skoncentrowanego na prostej 3" - Fg, 10 ma2 czyli

18



SOCJCAI *~2.,aR5 “ (2Stf+l Q, ., =) (21)

gdzie

HS(A-~)5(3e7-3]) .

Analogicznie jak dla skalarowego pola losowego mozna uprowadzi¢ defi-

nicje wektorowego i tensorowego pola losowego oraz ich charakterystyk,

1.1.3. Empiryczne modele wymuszen losowych

Pobudzenia losowe dziatajgce na ukiady dynamiczne mogg pochodzi¢ z
réznych zrodet. Przykiadami takich pobudzen sg szumy akustyczne, pocho-
dzace od silnikéw rakietowych i lotniczych [21], turbulentne pulsacje
ci$nienia [6], [7], ruchy tektoniczne Bkorupy biernekLej,obciazenia wiar
trem, fale morskie, nierbwnosci drég oddziatywujgce na pojazdy [36].
[23], [2] itp. Eksperymentalne wyznaczenie S$rednich i funkcji korela-
cyjnych tego rodzaju pol losowych jest zwigzane z duzymi trudnosciami
natury pomiarowej i obliczeniowej [7], [b], [16]. W tej sytuacji bar-
dzo pomocna moze sie okaza¢ fizykalna analiza oddziatywania  wymtszen
na ciggte ukltady dynamiczne. Postugujac sie tg analizg omdwinmy Kilka

najczesciej wystepujgcych klas wymuszen:

a) przestrzennie nieskorelowane wymuszenie
Jest ono granicznym przypadkiem wymuszenia, ktérego funkcja korela-
cyjna praktycznie mato rézni sie od zera dla réznych nawet bliskich
argumentow przestrzennych. Mowimy wtedy, ze skala korelacji jest mar

ta [1]. W tym przypadku funkcje korelacji mozna wyrazi¢

tX 2% A28« AQQ ALXNA2A HNRK| PN 22,-

W zastosowaniach mozna przyjmowaé¢ wymuszenie w tej postaci, jezeli
skala korelacji jest «w*n w stosunku do dtugosci fal podstawowych

form drgan.



b)

c)

20

przestrzennie catkowicie skorelowaé« wymuszenie

Ten rodzaj wymuszenia jest drugim granieanym przypadkiem, gdy skala
korelacji jest duza w stosunku do rosad.aréw analizowanego uktadu
ciggtego. W tym przypadku funkcja korelacyjna nie zalezy od wspot-

rzednych przestrzennych, a wiec mozna napisaé

KQgf*1*t1»*2*t2) " A~ t-jttg). (22a)

Mowimy wtedy o dziataniu procesu stochastycznego na ukitad,

wymuszenie falowe

Wymuszenia tego rodzaju wystepujg w zagadnieniach oddziatywania pol
akustycznych i turbulentnych pulsacji cisnienia [i] na ukiady ciag-
te oraz przy ruchu pojazdéw na konstrukcjach mostowych [2]. Przy-
ktadem takiego wymuszenia jest wymuszenie o funkcji korelacyjnej

ktérej argumenty nalezg do przesti-zeni trojwymiarowej (x *»[x,y,z]):

K

W XL,t1.;2,t2) ” £ Bj 00H?j(t1l) - ?j(t2) -
j-1

(23)

gdzie fj(t) jest dsag funkcjg czasu, a c¢ ,c ,c2 sa odpowiednimi

predkosciami rozchodzenia sie fal w kierunku x,y,z. Wymuszenie o
funkcji korelacyjnej okreslonej wzorem (23) moze by¢ zapisane w po-

staci sumy nieskorelowanych funkcji losowych typu

K

S(x,y,ot) . ~ i3 +A] (24)



gdzie A~MNA sa nieskorelowanymi mlewsgmL losowymi, przy czym za-

klada sie, ze znane sg rozkiady prawdopodobienstwa p, (a) amplitud
~]

Aj* a ~j & loso,*3™i fazami o réwnomiernym rozktadzie prawdopo-
dobienstwa p < (<5) na odcinku [0,23rj. Wielkos¢ B. w zaleznosci
Sj 3
(23) jest potowag wariancji aaelitud i wyznaczana jest formulg

+00
»4 m A 2 pA (A) dA. (25)
J ~]

Wartos¢ oczekiwana pola losowego (24)

Eg(*#y»z»t) m O . (26)

Hozna jeszcze rozwaza¢ inne klasy po6l losowych dziatajacych na ukita-
dy ciggte, jak przestrzenno-ozasawe pola losowe jednorodne (lub nie-
jednorodne) stacjonarne (lub niestacjonarne), lokalnie stacjonarne,
prawie stacjonarne [30] itp. Tym niemniej oméwione poprzednio Kklasy
a), b), o) wystepujg najczesciej w zastosowaniach teorii pol losowych

W .

1.1.4. Postawow« zaleznosci pomiedzy charakterystykami wejsciowych

p6l losowych i wyjsciowych

Zaleznosci pomiedzy funkcjami korelacyjnymi wejsciowymi i wyjscio-

wymi

Przyjmijmy, ze wejSoiowe pole losowe (oboigzenie, wymuszenie) jest
scharakteryzowane jego podstawowyari. charakterystykami tj. wartoscig o-
czekiwang i funkcja korelacyjng. Zakladajac, ze wyjsciowe pole losowe
(np. przemieszczenia, naprezania ciggtych uktadéw) u(x,t) jest S$rsd-
niokwadratowo réznic?rkowalne odpowiednig ilos¢ razy wzgledem wspotrz
dnyoh przestrzennych i czasu [16] oraz usredniajac po zespole realiza-
cji obustronnie ukiad (11) otrzymuje sie rdownania rézniczkowe dla war-
tosci oczekiwanych rozwigzania. W celu uproszczenia zapisu,nie »mniej-

szajao ogolnosci rozwazan zatozono, ze warto$¢ oczekiwana wejsciowego
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pola losowego a zatem i wyjsclowago pola losowego jest rowna zera. Mno-
zac stronami uktad (11) i usredniajgc po zespole realizacji, uzyskuje
sie réwnania rézniczkowe wigzace funkcje korelacyjne wejsciowych pol
losowych i wyjsciowych pdél losowych.

Réwnania te mozna zapisac

Rozwigzujac numerycznie lub znanymi metodami ukilady czastkowych réwnan
rézniczkowych (27), przy poprawnie postawionym zagadnieniu granicznym,
dla zadanych funkcji korelacyjnych wymuszen, otrzymuje sie funkcje ko-
relacyjne wyjsciowych p&l losowych.

W wielu przypadkach mozna wykorzysta¢ metode funkcji GREEHa [3].
Funkcja GREBNa jest rozwigzaniem ukitadu (11) z odpowiednimi warunkami
brzegowymi i zerowymi warunkami poczatkowymi przy t dla jednost-

kowego obcigzenia impulsowego, dziatajgcego w punkcie£” [O1#£2t...~>S]

UGNV ¢20(V *A%] -

« 370 <5(5-E) S(t-t) (28)

gdzie jest symbolem Kroneckera.

Funkcje korelacyjne wyjsciowego pola losowego mozna zapisac

U VV<2>2 7 1] .

1 m dN—

*ooemA2*t2'A2sT2N Kl gn?l’ AL *22* A2 A &ClL ~2 dn2 (29)
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Jak wiadomo, przy rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych czagstkowych [22]

dogodnie jest wprowadzi¢ rozwiniecia

ur(x,t) -~ FM(t)fM g) (30)
k

gdzie fAGE) sa funkcjami wilasnymi poprawnie postawionego zagadnie-
nia granicznego [22]. Punkcje korelacyjne wyjsciowego pola losowego

mozna zapisa¢ w postaci

Kj\ In"x1 *>*x2,t2™ ¢vi RN ' AkIMx2n N3N
u”u n

Wariancje wyjsciowych p6l losowych uzyskuje sie analogicznie jak w
przypadku wejsciowych p6l losowych przyjmujac aL m x2 “ *» *¥1 « *2
bt oraz j - 1,

Zaleznosci pomiedzy gestosciami spektralnymi na wejsciu i wyjsciu
uktadu

Efektywnym aparatem matematycznym teorii niestacjonarnych i niejed-
norodnych pd6l losowych w ukiadach dynamicznych jest uogélniona anali-
za spektralna [6],[7]. Jezeli np. uktad réwnan (27) opisuje nieskoncze-
nie rozlegty ukiad dynamiczny to stosujgc do niego transformacje (19)t
otrzymuje sie zaleznosci miedzy niejednorodnymi i niestacjonarnymi ge-

stosciami widmowymi wejsciowych i wyjsciowych pél losowych

gdzie a,) 1 £ U&,,an) sa sprzezonymi funkcjami argumentow 3
i Q1 otrzymanymi po wykonaniu dziatan wskazanych przez operatory u-

kiadu réwnan (27)«



Wykorzystujagc metody funkcji GREEHa do wyznaczaMa uogdlnionej ges-
tosci spektralnej wyjsciowych p6l losowych,po dokonaniu transformaciji

(19) na réwnaniu (29) otrzymuje sie

Wi ,a]2’\lS 2 gini ) i
1 m

Salgm H '"*»a2 'N) (33)

5 _ *
gdzie 07,36,), (w2»57)
tliwosciowymi.

sg sprzezonymi charakterystykami czesto-

Analogicznie mozna stosowac¢ transformacje (19) do ukiadu (31).Przyj-

mujac skonczony czas dziatania wejsciowego pola losowego na ukitad, O-

trzymaje sie niestacjonarne pola wyjsciowe. Badanie tego rodzaju nie-

stacjonarnosci ciagtych ukladéw dynamicznych stanowi, jeden z zasadni-
czych probleméw poruszonych w pracy. Badanie to dotyczy uktadéw linio-
wych jak i nieliniowych.

Z uwagi na fakt, ze metody korelacyjne i spektralne sg dos¢ proste

efektywne,przeto przez wielu autorow byty stosowane do analizy drgan
[10, [14, [20]. W pracach tych wyko-

i
uktadoéw ciagtych [3], [4], [9],
rzystywano réwniez odmiany analizy korelacyjnej np.

tow charakterystycznych lub metode rozktadéw kanonicznych.

teorie funkcjona-

1.1.5. Metody badania reakcji ciggtych ukladéw pobudzanych prze-

strzenno-czasowymi polami losowymi

Stosujac rozwiniecia typu (30), réwnania opisujgce podstawowe ukita-
dy ciaggte mozna sprowadzi¢ do ukitadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Dla uproszczenia bedziemy oznaczac

1
u a u - przemieszczenie wzdtuzne,
2 . .
u =V - przemieszczenie styczne,

3 - -

U « W - przemieszczenie poprzeczne.
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Zakladajac istnienie rozwigzania ukitadu réwnan (11) w postaci

u(x,t) u~s) ,

r(x,t) vk(x), (34)

W(x,t) - X FKWAt AWK A

gdzie vk(x), widx) jest rodzing funkcji ortogonalnych spet-
niajacg odpowiednie warunki brzegowe (13), po podstawieniu zaleznosSci
(34) do uktadu réwnan (11),uzyskuje sie liniowy ukiad réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych wzgledem f~AU\t), fj~(t), fFfEW\L). Ukiad ten
pozwala sie sprowadzi¢ do uktadu niezaleznych réwnan wzgledem fjU~(t),
fj'vnr(t), fEWA(t) jedynie w przypadku wystepowania jednego rodzaju ob-
cigzenia. Zatozymy w dalszym ciggu pracy, ze nauktad ciaggJdy dziata tylko
wymuszenie poprzeczne tzn. Cc? » q(x,t). Po  wyrugowaniu fEun(t),
fjv~(t) i oznaczeniu fMw\t) - f~(t), otrzymuje sie ukiad réwnan roz-

niczkowych o postaci

d2f . (t) df.(t)
-tdtt-+2-k-fe-+W£ (»)

gdzie Qk(t) jest sitg uogdlniong, okreslong zaleznoscia
X q(x,t) w.(5) dx

(36)
~ roed) dx

przy ezym jjl jest masg jednostkowg (np. pm A<p® lub <u« h ™).



Impulsowa funkcja przejscia k-tej fomy drgan,przy zatozeniu podkry-

tycznego ttumienia ”~ < wk, przyjmuje postac

(37)

gdzie

ZatoiWjr dlo »prooKLBI«, i0 wartéi6 poU ololg_

zenig wynosi zero. Funkcja korelacyjna wyjsciowego pola losowego wyra-

zi sie zaleznoscig (31)

W V V VYV m'ZZ\tKtVtlh)V 5 >W ’ (38)

gdzie

przy czym

J J qakbviesy visw A1 a2

W W - — mK a r— p — — . (40)
M "i<VvVdXi t 6 i2) dx,

«
D £
Z0-

Przyjmijmy dalej, ze ukiad dla czasu t < O jest w réwnowadze i

staje pobudzony w czasie t = 0. Mozemy wtedy zbadac¢ interesujacy pro-
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blem niestacjonamosci w czasie, wyjsciowego pola losowego.

Zaleznos¢
(39) przyjmnje woéwczas postac
t t
GA(V*Da (W Y \ A~y dlarz ')
0 o

Reakoja ciagtego ukiadu na wymuszenie stacjonarne

Spos6b wyznaczania funkcji korelacyjnej

K. . (tltt,,) w postaci zam-
i k
knietej zalezy od struktury funkcji korelacyjnej wejsciowych pé6l loso-

wych. Przyjmujac w szczegdélnym przypadku ze funkcja korelacyjna

r2) - } (42}
catke (41) mozna przedstawi¢ w postaci sumy (np. dla tg> ti)
t
Kfa,0-fJ K Har2a2 dit
1k 0O o0
2 (1) n s
oJ Pvvyv " +
o o
t T
H 1
‘J f «l sr2 («>
o t,
Mozna tez wprowadzi¢ [2Z] transformacje ukiadu wspéirzednych ,Tg fobra-

cajac go o X!4, poprzez wprowadzanie nowych zmiennych
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Wtedy dla zaleznos$¢ (41) przyémi® postacé

AT

=2/ hi[*i “}(z +1)]

K o (T) dz AT +

0O 2t.+f

+2/ J  hi[S “2U“ ]hk[t2 “ 2<B+)] IQQ ~ dzdr-
- - i k

Jg-t, 2t2- f
2j / hitl " 2U~d] hk[t2 " 2U+r)] KQ g (r) dz dr (44)
Obecnie podamy konkretne przyktady badan reakcji ciggtych uktadéw dy-
namicznych na podstawowe rodzaje wymuszen.

Przykiad 1

Heakcja ciggtego uktadu dynamicznego na przestrzennie niaskorelo-
wane wejsciowe pole losowe

Zaktadajac, ze funkcja korelacyjna ma postac

vV *1 'V V 22) - Kqq(rr r2) (45)

mozna dla funkcji korelacyjnej sit uogdlnionych, biorgc pod uwage or-

togonalnos¢ funkcji wilasnych, otrzymaé zaleznosc¢



gdzie

Wariancja wyjsciowego pola wyrazi sie

tt

“E»i "?® / / hi(,-ri) hitt-r2) », ‘W ar2  148)
i 00

llustrujac powyzsze, przytoczymy badania numeryczne powtok cylindrycz-
nych Oo]r [28], pod wptywem wejSoiowego pola losowego nieskorelowa-
nego przestrzennie i czasowo. Rozpatrzmy powitoke cylindrycznag zamk-
nietg, zamocowang przegubowo-przesuwnie na brzegach, na ktorg dziata
obcigzenie promieniowe, ktdérego funkcja korelacyjna moze by¢ aproksy-

mowana wyrazeniem

Kqqo/ v * KO uo)

Wariancje przemieszczen powloki przyjmujg postad

oo ©0

N Ko ] ‘mn
20T1 R n e n=0 i it G
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&(m,n)
2 '< £2
- - 17 - - *
J sin y — “ exP(* 2 nnmt} *
m
. 2 mIC%
sin
1
_ 3 B _ “
2 nrm sin onmt + Uer sin 200rm t + _ (50)
m -1
1 2 i"l

gdzie ~gn "vWen nmn oznacza tlumiong czesto$é powloki,

W x N f)

0-"V<oX (s ¥ + n:2\2

jest kwadratem czestosci whasnych powtoki,

02 = -h'
12 fi2

1/2 dla m>1, n=0

\nn
1 dlao> 1, n> 1
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%» 8 jest bezwymiarowg wspo6trzedna w kierunku osi powtoki,
I = oR jest bezwymiarowg diugoscig powtoki.

$ (m,n), f'v(m,n) i G”~m.n) sg wielomianami otrzymanymi z uktadu

réownan technicznej teorii powlok cylindrycznych [18], [28]

. X . nrse 2> 14V mar,
~u - AN2eeeee 4 n A2 1

Obliczenia numeryczne zostaty wykonane dla wielkos$ci bezwymiarowej wa-

riancji przemieszczenia promieniowego

2(5CL RE> h)2
/1 - i5,)

dla nastepujacych danych

R=1m L =3CR, h=002m V=0,3, £ *“ 7800

Zmiany tej wielkosci w zaleznosci od wspotrzednej, czasu i wspoéiczya-
nika ttumienia brm = nrm/O)rm ilustrujg wykresy na rys, 8, 9, 10. Za-
nwazmy, ze w przypadku obcigzenia powloki przestrzennie i czasowo nie-
skore lowanym wejsciowym polem losowym nie na przewyzsze* ariancjl po-
nad poziom ustalony (t-*-°°). Wobec tego celowe wydaje sie stosowa-
nie metody spektralnej dla oceny wariancji w stanie ustalonym. Z wy-
kresu na rys. 10 widad, ze wzrost wspoiczynnika  tlumienia powoduje

obnizenie sie poziomu wariancji.
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o3M Of£8 [ 1> 57

Rys. 10

Przyktad 2

Reakcja ciggtego ukiadu dynamicznego na przestrzennie * catkowicie
skorelowane wymuszenie

Przyjmijmy, ze funkcja korelacyjna obcigzenia nie zalezy od wspo6t-

rzednych przestrzennych a tylko od réznicy czaséw

Ko X1»X2''d ,V " Kqq~r2-V

Wejsciowe pole losowe jest wtedy stacjonarnym procesem stochastycznym.

Z uwagi na fakt, ze szerokg klase stacjonarnych proceséw stochastycz-

nych dziatajacych na rzeczywiste ukitady mozna aproksymowadé funkcjag ko-
relacji typu

exp(-o~rd) oos|5Z
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mozna poda¢ ogoélne analityczne zaleznosci dla wyznaczenia  wariancji
wykorzystujgc zaleznos¢ (43) = tg)

K ~1
W oxxor 2 K]\] Bi(*-V [-«<.Ne m-r )1
j“L oo

00, A N~ *“V dr2dri +

ZKJ) B ep-k(WI

j=1 (o)}

COSA (V V  dr! dr2 (53)

Dokonujgc zmian zmiennych w drugiej calce, mozna wykorzysta¢ wynik

Pierwszej catki, zamieniajac wskazniki i na Kk oraz odwrotnie. Za-
leznos¢ (53) sprowadza sie do postaci

K K.
*V k U.t) -g¢g * Blk(t) * oltM * V ) *
*N1(,) +»ki*« * ckl(t) * DklI(t)] (54)
gdzie:
aut(t) * - e xr [- W K] -
- 008 * v 2. .



. Cos -y -V _] " exP[" Mitnk~"™] *

. COB[H n H +T2- -1 -]}

Bk() =m~ £ {0V ' e (v \ )] .

os ["iAnH+T ++x j[-, !'r-{expr 4 +\ H]
2 J 2+ 1

cosN-6"t - ? -y ] - exp[- (az+\)t] .
oos [(an H *T T ]}
() = °03(Xx_ -Tp +) - exp[- Uj+n~t] .
cik
2+’ * 2

aos (si+nye - mpr X)o7V {SKP[ o h

. cos "T+'y_] * exp[" Ml AT o*

cos[q - A -v2+'?1+]}



Dik(t) “ +r ~ {cos (jl +v2 - «p[- (ni+\)t] -

3S[F@K"a )t “x_7} - PHTr o{SIpL- AJVE]

ooste n )t -v2- -v j - «xp(- (V nk)tj
cos -rﬂj (5W)

przy czym

< °Y (NI+k)2 + ® iH )2

cj. io>

*+ " arctan

n
(P * arctan —H— ) &i
\ +0"



Pozostate sktadniki eumy w zaleznosci (54) uzyskuje sie, j«v to za-
znaczono powyzej, po Smiania indekséw i na Kk oraz odwrotnie w zalez-
nosciach (54a),(54b),(540)%(54d).

Wariancja przemieszczen wyraza sie

&Mw(5*t) "X 2 ]ci °k wi (5> Kf f (*o*)m (55)
i Kk 1k

gdzie

K W)

B />£<*> **
\Y

(56)

W powyzszych rozwazaniach nie pomija sie korelacji wzajemnej pomiedzy
poszczeg6lnymi formam drgan* Tym samym rozwazania te zachowujg waz-
nos$¢ dla dowolnej wartosci wspoétczynnika ttamicala po<flrmytyngwgoTi-/<i™t

Mozna poda¢ warunki [4, kiedy pray wyznaczaniu wariancji znikajg
elementy niediagenalne w sumach po i, k. Sg one w zasadzie spetnione
w dwdich przypadkach! 1° jezeli wspotczynniki ttumienia sa bardzo
(nastepuje wtedy zwiekszenia zdolnosci filtracyjnej ukiadu)» 2° jezeli
uktad nie posiada wielokrotnych lub bardzo bliskich sobie czestosci
wlasnych [2]. Biorgc pod uwage powyzsze oraz wykorzystujgc row-
nos¢ (44), otrzymuje sie dla matych wspoétczynnikéw ttumienia zalezno-
Sci, w ktérych pominieto korelacje pomiedzy poszczegblnymi foimaad.
drgan [3:
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K K

VEM o2 14 Ip (2N - 170J -
. S(2) F N L)) 20tt) - <V (L) *
+ V(1) “ \hz))ain 2(5k *]} (57)
gdzie

cos(a4n™M)t + (g *sia”~"”™NM"t] + (oC~Nj +

/ " @G £ nk™r

+ 1
G\ *A-i)2" L' OiA SccgA-it)*
t (A ~ )bl” (579

- &3\ H

(2) «W * ¢ (AnNn)2

[" OFE\ )ain % n}t - A~c°S(™M)td +
+ ¢ — - _i-_ _ L’ {f\N H#

{fccAjBin (f~ ),. (a-~)ra(A-~)t] & (~ | (S7b,



Wskaznik znakowy oznacza znak sumy lub réznicy w wyrazenia cc, - V

wjruzenie (57) nrczna jaszcze przyblizyé [a] dla Ok«o > k
Vvlt o) ® Z 77~ i _ [lo) * Jo)eip I 1>] (58)
J=1 2iJk \

Oczywiscie wariancja przyjmuje postac

(59)
0«wU't) “2jCk \ W KV k (t,t)

llustracja powyzszych rozwazan sa réwniez badania powitok cylindrycz-
nych [10], [28",pobudzanych polem losowym o funkcji korelacyjnej w

postaci
Kqq(x1,ri™ 2,T2) . » exp(-OC;jJr2-rJd)cos (3~~~ -N) (60)
3«1
Analogicznie jak poprzednio zatozono, ze powioka zamknieta cylindrycz-
na jest zanwcowana przegubowo-przesuwnie na brzegach oraz przyjeto,

ze obcigzenie promieniowe dziata na catej powierzchni powtoki (stan

kotowo-symetryczny). Wariancje przemieszczen dla ntan< u)® wyrazaja

sie

& uu(é»t)

R4,,4J+4L
- . nECr3T
(5T1 R<p h) £ fcj

a-L("Mt)
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#uU,0) $ (r,o0)
"TTS.o0J G (r,0) cos T"~003 * P

r mir
Sin5 p sinip
n [ ANOro(t) + BmOrO(t) + AQmOrO(t) + aOrO(t) +
+ ArOnO(t) + BrOmO(t) + CrOmMOM  + DrOmO(t)] (GA))]
gdzie
Amoro”™ = ~nmrs”®

n=0
s=0

noro (V) = Prnrs (V)

g =
s=0
62)

AmOrO” = AOnnrs(t”™

n=0

s=0
~Oro” = Dmnw”

n=0

s=0

(54b), (54c), (54d) przy przej-

Wyrazenia (62) sa analogiczne do (54a),
i+trm, k_ rs

Sciu z pojedynczych wskaznikéw na podwojne tzn.
proporcjonalng do’ wae-

Numerycznie badano wielko$é bezwymiarowa,
J=7

riancji przemieszczenia promieniowego, przyjmujac

>* «.« - « U « (63)

(KL H 431
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W obliczeniach przyjeto oCl<5C/31 @F =0,1 s~1, |31 = 3000 s"1). Po-
zostate parametry przyjeto takie 3ame jak w poprzednim przyktadzie.
Wykres wariancji zredukowanej przemieszczenia promieniowego w funkcji
czasu przedstawia rys. 11, a wykres wielkosci ustalonej w  funkcji
wspo6trzednej dla zredukowanych wspétczynnikéw ttumienia bJsm = nNQ/ajrm
pokazano na rys. 12. Wzrost wspéiczynnika ttumienia powoduje réwniez
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tutaj obnizanie sie poziomu wariancji. Na rys. 11 widoczne sa zanika-
jace oscylacje wariancji z czasem. Zjawisko to mozna wyjasni¢ tym, ze
dla matych czaséw ukitad ciggty zachowuje sie jak deterministyczny pod
wplywem statego obcigzenia. Wtedy zachodzi exp(-oC1fEi)cos —*-

a to jest wiasnie powodem oscylacji w poblizu czasu t-*-0.

Reakcja ciggtego ukiadu dynamicznego na niestacjonarne wyDuszenie

Zajmijmy sie obecnie pewng klasa niestacjonarnych podl losowych dzia-
tajacych na uktady ciagte. Zatézmy, ze funkcje korelacji mozna przed-

stawi¢ w postaci

W V =7 B 008 (64)
3=1

Mozna zauwazy¢, ze zalezno$¢ (64) jest szczegélnym przypadkiem réwno-
sci (23). Funkcja korelacyjna (64) moze opisywa¢ wymuszenie o jedno-
stajnie zmiennej czestosci, dajace sie przedstawi¢ w postaci sumy
funkcji o losowych amplitudach i fazach. Potrzeba przypadkowego po-
traktowania drgan wymuszonych polami o jednostajnie zmiennej czesto-
Sci wynika z natury pobudzen wystepujgcych np. przy rozruohach silni-
kow lotniczych, w technice rakietowej [6], (7] itp. Procesy tego ro-
dzaju majg réwniez podstawowe znaczenie w tzw. probabilistycznym po-
traktowaniu przejscia przez rezonans w ukiadach dynamicznych. Podsta-

wiajac wyrazenie (64) do zaleznosci (42), dla funkcji K. . (t,t) otrzy-
ik
raije sie

sin~"Ct-N)sin”(t-T2)coea dT2 (65)
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Wykorzystujgc tozsamosci Re e"x = cos x, sin x =(e - e )/2i, *y-

razenie (65) mozna zapisac

K B.
Kf f (t,t) = - Z EenN (I)ik + 1 (2)ik " 1(3)ik “ I (4)ik» (66)
i k U 1 k
gdzie
N )t (W +ak)tj f 61 + AV ni-iftdin
ld)it =* \]
0O
- i 872 +T2(n ~i(M)
e 32 Z K & z
- (nz+nk)t-i0ON+M)t yre 1 + M (V i5i)
X(2)ik “ 6 U ¢
[0}
o i fII’?2 +T§(nik+ H ) o7
1 9%
- (Bitnk)t + i% W )t X>% i 4T, (N1+HA63i)
J(3)ik - e ‘ JJ -

0o



- (nNAMrM"H+iUj & A
xU)ik = e JJ

- 1 /3X? + C, (n.+iw )
a 32 2 k ~ d~ o&T2 (67)

Wykonujgc zmiane zmiennych w ostatnich calkach za pomoca podstawien

z' Nt fc 112 ' ‘(«Ol m
sU)k m~ ~ b - 1(2 Ne n>1Je > (». man (v n »

6s)
Z(3)i = + 12 »~ +7Ni}] Z(3)oi " gy (V ici)

)k " eVt Ve (ot

otrzyaauje sie



z .t Z%' i
T (3)i (3)0i X

X@3)ik  (3ji  (3)i 3)0i J *
Twi* ) Z(2)k * Z(2)0k a
*LW( C2)k; @ (2)0k J *
“a [Lu(Di) - * 2(1)1 * 1(1)01
4.k 4,01 (1(4)0i)]" 169)

W zaleznosciach (69) W(x) jest catka zespolonego argumentu o postaci

WU) = e~ l e dx . . (70)
*b

Calka ta jest atabelaryzowana, przy czym w tablicach [i9 ftuakcji W(z),
przyjeto ukilad biegunowy <0,0. Cze$¢ rzeczywistg funkcji W(z) ozna-
czono U(z) aurojong V(z) 09]. Wykorzystuje sie nastepujace wilas-
nosci funkcjiU(z) i V(z) 09]:

U(§,-6)) - U(§,@), U(E,0+Jt) - -U(.0,0),
(71)
V(0,-0) - -V(£,0), V(0,0+430 = -v(§,0).

Podstawienia (68) wyrazaja sie poprzez <0,0 w nastepujacy sposob

e i0 (2)i -/0 -
® 2k E(Nk 6

z()i  E(2)i
(72)
io(1)i - i0(2)k
2(3)i=~d)ie 'ZU )k “<?(2)ke



gdzie

o) i\lU ~ * ke . fAk
§(0 1,k 27 n S(t)Oi,k '~

0
> INr 2721 * ~ ~ik)2 + Pi.k n °l.k
£(2)i,k 2y * ~N2)0i,k -
o(l)i,k " arctan A nJki,k "5 o(hHoi,k " arctan(®
®(2)i,k - ar°tan J 0(2)0i,k * arotan(-

Mozne zauwazyé¢, ze

\ k

£()0i,k * €52)0i,k “#0i,k oE

Biorgc pod uwage zaleznosci (67). (68), (69), (71), (72), (73),

no$¢ (66) wyraza sie
K B r
V k1,,t)" S . 1 - LWok - 3u»)K i)i - SW
1k 5-1 4 “»ienN
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gdsia

V)T, Kk © 0(8(co)i,k’9(tc)i, k)" * i,k [O(8)L1i”9wWo1,"

0.s(g t2iS 1>k t> * OWm ,j>1lbA *2-*1,* *§
(75)

+ - Ntf

TW |.k ®m v<4 (0C)i,k'® (0C )i k) t = ' [',(<?01,k’0OW O i,k>

.Uu>(A t2 - v(8oaij]!, ‘2 iffii,k )] w>

przy czym oC= 1,2.

Zauwazmy, ze w przypadku pominiecia korelacji wzajemnej i=k, zalez-

nos$é (74) upraszcza sie do postaci

i . . . (74a)
tSCl)i “ S(2)ir2 + (T(DHi " T(2)in

W celu obliczenia funkcji w(%) mozna wykorzystaé znane rozwiniecia
tej funkcji w szeregi i na utamki nieskonczone lub wykorzystaé¢ odpo-
wiednie rownania rézniczkowe [19. Wyniki na maszynie cyfrowej uzy-
skuje sie wtedy szybciej i sg dokladniejsze. Za praca |19 przytoczo-
no rozwiniecie funkcji W(z) w szereg Taylora dla catych jz] oraz w

szereg asymptotyczny dla duzych wartos$ci jzj. Szeregi te maja postac

dla g < 2
WK 2k+l
ury@) » &~  C-DR’ —’ oos(2k + s
k»0
(77)
00 k  2k+1
TOM» = (-1)k fg~Y)— sirC2k +1)0,
k=0
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dla £ > 2

u(0,0) e~8 cos 2® sin(02 sin 20) + N cos® +
+X j~Nik-1 003 (2k - 1)0 , (78)
k=2 2 Q
v (#,0) e £ cos 2®cos(™2 sin 20) -*sin 0 -

[ tk-2wm Bija(2k * 1)0 *
k»2 2 £

Nalezy tu zaznaczyé, ze szeregi asymptotyczne t78) zachowajg waznosé
w gornej potptaszczyznie zespolonej tj. 0O<0 <JT, natomiast wzory re-
dukcyjne (71) pozwalaja wyznaczy¢ wartosci funkcji w(z) w pozostatym

sektorze.

Analogicznie mozna rozpatrzy¢ pewng klase wymuszern lokalnie sta-
cjonarnych o funkcji korelacyjnej

) V1 +rl!)
KQQk i,r2 “i e (79)

Wymuszenia tego rodzaju majg zastosowania przy badania drgan rozru-

chowych korpuséw rakiet, wywotane aerodynamicznym pulem zewnetrznym

podczas fazy maksymalnych dynamicznych cisnien [6], [7]. Biorac pod
uwage zaleznos¢ (79) dla funkcji K. . (t,t), otrzymije sie
i k
k, , .y -ii- - (V\N>* f *v o, . N
Ik u
sin A (t-tj)sinc/(t-32)dri df2 @0)
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Postepujgc analogicznie jak przy wyprowadzaniu wyrazen (74)»

(74a)war-
tos¢ K. . (t,t) przedstawia sie wzorem
i k
V"l f , ! n -2oct i-cC, t2
K, , (t,t) - > - N --—1D(p., arctan -i-—3- Re 3 +
H 1
1§
+ ® Mfly(m , arctan ﬂ} sin ai.t -
L 20CJ ‘i
- U(l\“ , arctan ﬂ} cosm t S.
2N 1 3]
“i “k* \%
+ e V(-— — arctan— Jsinw.t - u(--——-- , arctan—) e
L 2«, %

2 «, \

cos u™ 0} (81)

gdzie
*i.k 2 ¥ cc3

Powijajgc korelacje wzajemng mieds.y poszczeg6lnymi formami drgan, w-
razenie (81) przyjmije forme
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- onitrow, n _ .ol
+ e 1v( , arctan —) sin ad.t - U(

L 2cca \ n

(81a)

Wariancje wyjsciowego pola losowego wyrazaja sie znanymi zaleznoscia-
mi (55) lub w przypadku pominiecia korelacji pomiedzy formami drgan,

zaleznosciag (59)*

Przyktad 3

Beakcja ciggtego ukitadu dynamicznego na wymuszenia falowe

Postugujac sie podanym w p. 1.1.3 wyrazeniem przedstawiajgcym fun-
kcje korelacyjng wymuszenia falowego (23) mozna wyznaczy¢ reakcje cig-7
gtego uktadu dynamicznego na podstawie wzoréw (38), (41). W zaleznos-
ci od tego,czy funkcja f~T) jest funkcja liniowa, czy tez nie, no
wimy o stacjonarnym, jednorodnym polu losowym lub niestacjonarnym,
jednorodnym wejsciowym polu losowym. Dalej bedziemy sie zajmowal wy-
muszeniem falowym o jednostajnie zmiennej czestosci, ktérego funkcja

korelacyjna wyraza sie

1

(82)

gdzie



Z fizykalnego punktu widzenia, wymuszenie takie wystepuje w analizie
niestacjonarnych zjawisk w technice (rozruch, niestacjonarne zmiany
pulsacji cidnienia itp.). Wdalszym ciagu zajmiemy sie reakcja zamk-
nietej powtoki cylindrycznej, zamocowanej przegubowo-przesuwnie na wy
ususzenie falowe, ktorego funkcja korelacji (82) upraszcza sie do po-

staci

K

KggkVCl,X2,y2~ “ ~ B COB[A ~1'~' « (837
31

gdzie

zrodia wKuszenia. W interpretacji fizykalnej wymuszeniem tego rodza-
ju moze by¢ dalekie zrédto akustyczne. Przyjmijmy, ta powloka jest obr
sigzona kotowo-symetrycznie niestacjonarnym, jednorodnym polem loso-
wym scharakteryzowanym wartoscig oczekiwang rowng zeru i funkcjg ko-
relacji (83). Powierzchnie falowe moga by¢ uwazane za réwnolegte pta-
szczyzny prostopadie do osi powtoki x (rys. 13). Wariancje przemie-

szczenh przyjnmjag postac

K 00 00
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$u(».0)air.o) N ao.
Gn(n»0)Ow(r,d)

cos -y~cos N

sin sin

(84)
«{°»0 ro<*>[k Kr - \ 'J * 70 «(»'[H. Kr - % Lr]}
gdzie
C t C o]
rrOrO( )« rmi‘s( n»0 0
s=0 s-0
przy czym
m rs m[SO )mn “ S(2VnN]LSO )rs " S(2)rs]
[TODrs " T(2)J [T()mn ~ TU)nm]’
on rs<*> - [s(IV * S(2)J3 [T()rs * T(2)rs]
"[SO0)rs “ S(2)ra][T(lV “ T(2)mJ*
Wyrazenia otrzymaje sie z zaleznos$ci(75), (?6)
po zadania pojedynczych indekséw i,k na podwéjne nn,rs tzn.

5oo)ik

(oc)ik

b(oeVx»rs

(01, rs



gdzie

oC- 1%2

Wyrazenia L*«fr i I§|$T majg postac

- (-1)*008  ij
~ 2
(f) -Xij

przy M,r.

Dla identycznych parametréw powtoki jak poprzednio dokonano obliczen
numerycznych zredukowanej wariancji przemieszczenia promieniowegoprzyj-

mujac j - 1

h2 | R/B1) (85)

Przyjeto (31 « I[I/s2], X! » 0,0021 [I/m] oraz zmienng warto$¢ wspot-
czynnika ttumienia - 4i 5 7* 10 [I/e]. Wariancje zredukowang
przemieszczenia preaiBaiewBgo w czasie t i wspotrzednej £ ilustruja
wykresy na rys, 14, 15, 16, 17« Ha wykresach tych obserwuje sie inte-

resujgce maksima wariancji dla czaséow

v ~ 20] -~

Maksima te sg wynikiem rezonansu miedzy chwilowg czestos$cig pobudzenia
a czestosciami wlasnymi ukiadu ciggtego jaMa jest powitoka. Z uwagi na

fakt9 ze dwie pierwsze czestosci wiasne powtoki sg prawie réwne cUo -

* 5063,8 [s 1, 0j20 » 5064,44 [s 1, dla czaséw t* a 2 da’
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n, 0aAlim]
A -1ils]
1.n=4R/j]

26305 28315 2525

/

Rys. 14

25335

253i5

25355 2535






serwuje sie nie pojedyncze maksimum a tgczne* Dla czasu t™ - 27’ przy

wspotczynniku ttumienia n  « 4j5 {js obserwuje sie jeszcze wplyw
trzeoiej czestosci (rys. 14, 15). Dla wiekszych wspétczynnikéw ttumie-
nia efektéw wzbudzenn warianoji dla wyzszych czestosci nie obserwuje

sie. Mozna tez zauwazy¢, ze ze wzrostem wspoétczynnika ttlumienia poziom
wariancji maleje. Wykonano réwniez obliczenia wartosci zredukowanej wa
rianoji przemieszczenia promieniowego dla bardzo matych czaséw poczat-
kowych. Otrzymano oscylacje wariancji przy zanikajgcej amplitudzie (ry-
sunek 18). Wyjasnianie natury tych zanikajacych oscylacji jest analo-

giczne jak w przypadkn stacjonarnych wymuszen dziatajacych na ukitad.
A, +0,002![1/m ]

A <Neo 1

tJd |
om om om om

Rys. 18

Omdwione powyzej zjawisko wystepowania maksiméw wariancji stanowi pe-
wien aspekt tzw. probabilistycznego przejscia przez rezonans w ukia-

dach ciagtych.
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1*2. Hetody korelacyjne i spektralne WmU», reakcji nleliTriaw™h

uktadow ciagtych

1.2.1. Nieliniowe rownania wyjsciowe opisujgce modele uktadow ciag-

tych

Nieliniowos$ci mwystepujace w ciagtych uktadach mechanicznych mozna

podzieli¢ zasadniczo na trzy rodzaje

a) natury geometrycznej
b) natury fizycznej (materiatowej)
c) natury pozamechanicznej (sprzezenie z nMwflanri elektrycznymi, ukia-

dami automatycznej regulacji itp.).

W pracy bedziemy analizowa¢ ciggte ukiady z nieliniowosoiami grupypier*
wBzejt do ktérej zaliczamy pewne zagadnienia teorii skoriczonych defor-
macji osrodka ciagtego 08]. Punktem wyjscia do niniejszych rozwazan
*4 nieliniowe deterministyczne czastkowe rownania rézniczkowe ruchu nar

stepujacych uktadéw ciagtych [i], (jali

a) rownanie drgan poprzecznych struny

i~ 21 ) v (86)

b) réwnanie drgan poprzecznych preta

c) roéwnania drgan poprzecznych membrany

+7~p*if-h =q’

AAS$ +f Nw,w) - 0, (88)
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gdzie jest tzw. operatorem KARMANa o postaci

(29>
d) réwnania drgan poprzecznych ptyty
12\a,h87?+ MA, - « e’ >
(90)
AA# + ] Hw,w) m O ,
e) roéwnania drgan poprzecznych powitok
g h* r+ 2n Xh + DAAw-h(-~ - h Wwf<P) » q,
AP Qt2 Hc <3y Ry~z2
(91)

Powyzsze réwnania sg szczegolnym przypadkiem réwnan rézniczkowych o po-

staci

f~Pj(Dt) +VCcE£(Dt)L®BEtDX)] ul + ~(J.D”u) - o (92)

gdzie Hn(xfDx,u) jest macierza nieliniowych operatoréw.
Warunki poczatkowe i brzegowe przyjmijmy identyczne jak dla uktadu (li),

tzn. (12) i (13).

1.2.2. Linearyzacja réwnan opisujacych uktady ciggte

Sciste rozwigzanie deterministyczne probleméw nieliniowych drgan wy-
muszonych ciggtych uktadéw na ogdét nie jest mozliwe. Najbardziej efek-

tywnymi i najczesciej stosowanymi metodami przyblizonymi sg metody GA-
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LERKENa i metoda matego paramétra | 1 . Mozna tez wykorzysta¢ inne ne
tody, ktérymi roéwniez postuzymy sie w pracy. Zakladajgc istnienie roz-
wigzania roéwnan rézniczkowych (92) dla przemieszczenia poprzecznego w

postaci

W(56,t) = V fk(t) wio(x) (93)
k

gdzie wk(x) jest ortogonalnym uktadem funkcji, spetniajacym warunki
brzegowe (13), mozna otrzymac¢ uktad nieliniowych rownan rézniczkowych

zwyczajnych ze wzgledu na fk(t)

d2f df
dt2 + dt* + @ k(1) Tk + PKALyf2*¥*n * Sc

gdzie

nieliniowe funkcje
czestosci wlasne liniowego przyblizenia,
(074 sity uogélnione.

Na ogot nie jest znane rowniez'rozwigzanie uktadu (94) z uwagi na nie-
liniowag posta¢ funkcji 2 (fj ,f2»»»)» Mozna szuka¢ przyblizonego roz-
wigzania ukiadu (94), wykorzystujac metode aproksymacji funkcji. Sto-
sujgc aproksymacje nalezy poda¢ kryterium, ktére umozliwi znalezienie
funkcji aproksymujacej najlepszej. Charakter kryteriéw jest rozny w za
leznosci od przyjetych zatozen.

Zatozmy, ze funkcja aproksymujgca na postac

r~.Kg,..., NN (95)

gdzie K~”Kg,... jest zbiorem wspétczynnikéw, ktére mozna dobra¢ w za
leznosci od przyjetego kryterium. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy

jako kryterium $redni bitad kwadratowy.
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Btad ten mozna zapisac

+00 oo
C(Kj»Kg,«».) ~J '3 [?2*(V ,2"— >- & fi] .
-00 -00 n
- p(f_j*/\z****A/\Z*@* (55)

Z ostatniej zaleznosci wida¢, ze zagadnienie znajdywania najlepszej

funkcji aproksynujacej sprowadza sie do ssukania minimum funkcji 6 © ,

K2,...). Wcelu uproszczenia dalszych rozwazan zatéfesy, ze z wyjatKic«
i« Kk, % 0 tj. Sredni btad kwadratowy przyjmuje wtedy forme
[e]e) [e]e]
6(Kj.) Prcirfg, ... ) — P (N w2 **** NN A D * Kk (96®)
oo -OO
skad
00 00
Kii. fA (A f2reee)xnjxn2xx]
00 00
t/\z****)l\k */\2*****/\2*** (96b)
oo -OO0

gdzie p(©~,f2,...) oznacza tgoznag gestos¢ rozkiadu prawdopodobien-

stwa Wielkosci f~. W ten spos¢b ukiad (94) mozna sprowadzi¢ do po-

staci

d2f (t) df (t) r 2 1

I N I t> v ) Qi)
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Oméwiony  wyzej sposob linearyzacji réwnan (94) nosi tez naz-

we linearyzacji stochastycznej. Przyjmujac ttumienie podkrytyczne

nk<"Vuk(l) + oraz zaktadajac» ze K~(t) dla kazdego czasu t
(@]

jest znacznie mniejsze w poréwnaniu z mozna do réwnan (97) sto-

sowa¢ aparat analizy korelacyjnej i spektralnej p6l losowych omoéwiony
wp. 1.1.
Inna metodg anal i zy uktadéw opisanych réwnaniami (92) jeat metoda

matego parametzu [15J w ktérej poszukuje sie rozwigzania w postaci

unti.t) - Noun(x,t) (98)
k=0

gdzie S jest Hatym parametrem. Funkcje ¥(k) w zaleznosci (98) sa
dobierane zaleznie od budowy ukiadu (92), czesto jest to cigg liczb pa
rzystych lub nieparzystych. Mozna zauwazy¢, ze przedstawione tu metody
przyblizone pozwalajg analogicznie jak wp. 1.1, na analize niestacjo-

narnosci wyjsciowych pél losowych.

1.2.3. Metody wyznaczania reakcji nieliniowych powlok na przestrzen-

no-czasowe pola losowe

Wcelu ilustracji poprzednich rozwazan,rozpatrzono nieliniowe drga-
nia poprzeczne siesaldej powtoki cylindrycznej, ktdrej rownania otrzy-
mano z ukladu (91) przy pysyjeciu Hf*'00» R - R. Zatozono, ze powilo-
ka (rys* 19) jest wykonana z jednorodnego materiatlu o gesto$ciag orasc
ugiecie jest porownywalne z gruboscig powtoki h, lecz male w stosunku
do pozostatych wymiar6w 1 =1,8, a« Tp.R.

Réwnani a dynamiki powtoki (91) przyjmuja postac
+ ATMw -~ (1 f “h - < (99a)
1 Of
-fA'AA# + 3 + 2 N(w*w) * O » (9Shb)
E R 9
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Rys. 19

gdzie

*(W,jv ij2 -i<i& +22z ZS1. 221 ®1].)
rAW W ftp2 ~

przy ezys @, , P aa bezwymiarowymi wspétrzednymi w kierunkach wzdtuz-

nym i stycznym odpowiednio» Przyjmijmy nastepujac® waruuki brzegowe

(100

w . i), 0 dia Pp* oy
Q<f2 QL2 Q<p2

Warunki, te w intarpretacjl fizycznej oznaczajg zerowanie sie ugiecia,

momentu gnacego i noraalnych naprezen w ptaszczyznie S$rodkowej na brze-

63



gach powtoki. Biorgc pod uwage warunki brzegowe (100) wielkosci » i |

mogg by¢ przedstawione w postaci

"Y, Z fn(t) fiin (101a)
gnCt) sin doib)
b» 1 n»l

Po podstawieniu (I0la) do prawej strony (99b) otrzymaje sie skiadniki
bedace szeregi®» cosinuséw. Aby z (9Sb) wyznaczy¢ g~Ct) nalezy u-
przednlo rozwina¢ prawa strone tej réwnosci w szereg sinuséw. Po wyko-

naniu tych przeksztatcen otrzymuje sie

eyo(t'l- 2*2 fBn fpq ByHpéng *
r *r,,p.q
gdzie
(102a)
A 1 + kf~ fatyW A?ngsnq
V*&» m(/ - *2-p2,@2 -"2- g2 - 4*242 (1<El,)
<5ff

przy czym sumowanie w (102) jest wykonywane tylko wtedy, gdy y+ m+
+p i S+ n+ g sanieparzyste« Podstawienie (i02} i (I0la) do (99a)

pozwala otrzymac¢ ukiad réwnan rézniczkowych zwyczajnych
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fSI1+Pn ~St+

dt2 st dt RApbke +
RMIT4 s4 T
. fst*
A
a , <I1M> 1
o >z B oop"mm paimpaP
RATpA 1 4y
P CC,nNy,5,mfn,p,q
sEM Vv f f__ D (103)
+, 14H4 R3 A £M "SmiPgStJ " ' St
<p o mfn,p,q
stuzgcych do wyznaczania funkcji fst(t), przy czy« sg ® p<if*

czynnikami rozwiniecia obcigzenia q(£,<p,t) w podwodjny szereg sinusow

f f q(Er<pr't) sin sin d] d«f aoss
JOo X0

st " (OphN

przy czym

.~ 0 _ syocfc8(3[2(a202-/(52) - ~ ~ k m Sm

(105)
ymp3g. Aajtcs cAL3S5tp.
stmnpg
BEipast ~gapentp Atngtng
2'»a . “2 4P2[a(°V-2i2) - U J (106)
2«22~ < *P



Minimalizujgc Sredni bigd kwadratowy (96a), mozna wyznaczy¢ wspot-
czynniki Kgt dla zadanej tgcznej gestosci prawdopodobienstwa p (f~t

N 2***)

a
Kst "[/ee*/ f*t 1
—O0 -O00
(e o) (e o)
[ 512 Ejrd \
J “7 T i4 A nn
-00 -o0 rp4| P cCfify™)ta,n,pfq Pq
+ 4i4 n i  fomfpgDmnpgstHst NL2NL 2% **
\% £p m,n,p,q
(107)
Wprowadzajgc oznaozeziie
2 1 Df2 ..,2\2.RrREBH4
r*T* *x! ’/ /\"p* _*J
uzyskuje sie zlinearyzowany uktad réwnan drugiego rzedu
dzf . df
A2 + 2N R/ ALy fop - QD) (109)

Wykorzystujac podane w p. 1.2.2 zalozenia, ze dla kazdego czasu t
wspoétczynniki Kgt sa mate w poréwnaniu do oraz przyjmujac i-
stnienie ttumienia podkrytycznego n .< alg™t funkcja przej$cia aa po-
sta¢ podang zaleznoscia (37). Funkcja korelacyjna sit uogolnionych
(104) wyznaczana zaleznoscig (40) wyraza sie



2 p1 T1

00O0O0
tttfg
Bin-Ty- d*d<ad&2dq®2 (110)
gdzie K .E ,»17~»~) S»yst funkcja korelacyjna wejsciowego po-

la losowego obcigzenia. Zauwazmy, ze w zaleznosci od postaci funkcji
korelacyjnej obcigzenia, a ty» samym funkcji korelacyjnej sit uogol-
nionych,, nozna wyznaczy¢ ftmisje korelacyjng wyjsciowego pola losowe-
go, a nastepnie wariancje w sposOb analogiczny jak w liniowych ukta-

dach ciagtych.

Przyktady konkretnych obliczen

W dalszym cigga wykorzystamy omoéwione w p. 1*1«3 rodzaje pobudzen i
omowimy wyznaczanie reakcji na niektére z nich. Jak wiadomo funkcje ko-

relacyjne typowych wymuszenn wyrazaja sie

a) przestrzennie nieskorelowane wymuszenia
(112)

b) przestrzennie oatkowicie skorelowane wymuszenia
@12)

0) wymussenia falowe

(113)



Przyktad 4

Reakcja poviold. cylindrycznej na niestacjonarne przestrzennie nie-

skorelowane obcigzenie

llustrujgc powyzsze rozwazania, przyjmijmy funkcje korelacji (il1l1)

przestrzennie nieskorelowanego obcigzenia w postaci

Kaq@&2' ~L,ri " B 003 (1U)

Funkcja korelacyjna sit uogoélnionych (104) wyraza sie zaleznoscig (40)

i przyjnuje postac

Uo B 008 '’'3® 5tn (115n
gdzie <5Mjest symbolem KRCWECKERa. Zat6zmyponadto, zeobcigzenie
promienioweq jest normalnym polem losowym o $redniejrownej zero*
Wskutek zatozenia, ze dla kazdego czasu mozna przyjac,

ze rozktad gestosci tg”™ jest réwniez normalny*

A zatem
00 00
P(MH »fl2»»»») “ fj I~ (116)
11 j“1
gdzie
w"Wo 9 (m)
ij ij ij ij

Parametry rozkitadu pozostajg na razie nieokreslone. Wykorzystanie kry-
terium minimalizacji $redniego btedu kwadratowego (96a) pozwala wyzna-

czyc Kst' w postaci
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* w4 Noon f

ioo - « i-1 j-1 J

J‘ SC 6 f:I.Iép OC,fif32,8,m,ntp,qV * I{ S E *

QL w
8RESC4 \~1
fenfpgDxnp(jBt™ fst FT 11 (118)
r ‘@«¥p n,n,p,q i-1 31
Korzystajagc s zaleznosci
@ @ @O oo 0O
7k * Xi %
E B L fladefes ~xde L *I
i-1 31 kol i-1 i-1 B1
3fi
(o] (e]e) 9
(119)

Jf Sl-lx 3—?].( k!-l

wyrazenie (i18) nozna przeksztatci¢ do postaci

.
® ¥ o

T4IV>/***/2®t FT p (fi3)dfi3

17
RE 5 1 3l
by ot
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L3X £ w4 fte> £+

(3 m,n
nm#oC
n*(3

¢V LS I w M Ahe s S

°¢ch £ £, *
N3 p*m g™n

"
+BZ Z B A+ onpgsy TI T RS« (120)
nen p,q J i»1 jal
Biorgc pod uwage
i n nieparzysta
— =, hnaxp(-«j)**

\N2%&J 20 (n-1)tBBIL n parzyste

otrsymajsmy ostateczne wyrazenia dla wspoétczynnikéw K »

- 1536 EX \Y% ~2 2,2 22
* e - * n
||’>ﬂ ‘1¥7 p. fszlh %’]t fan 8 n

[2(S2s2 - =2t2) - y2(32 - 4t2)](y 282 - 2n2S2 - 2n V)
f& <Al+ 47)2(y2 - 4a2)<B2 - 4t2)(y2 - 4fi2)<52 - 4n2)

przy czym sumowanie przeprowadza sie po wskaznikach speSaiajgcych waru-
nek nieparzystosei wyrazen 2s+y, 2t+S, y+2m, 5+2» lub o0 jest r<5wna-
wazne sumowaniu po wszystkich m in lecz nieparzystychy i $. J®~
zali uwzglednimy zalezno$¢ (115)* (37) 1 (41),to otrzymamy nastepujgc«

wyrazenie dla wariancji f t
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* %

4 t (*> maTH?— [/ / 4r2 <123’
rstrst h

gdzia hs*(t) jest impulsowg faukcjg przejscia podang w zaleznosci

(37). Po przeksztatceniach otrzymaje sie

ev . ty(,) ¢ 82,8 * A 1 g% }
(124)

oOtISt(l) + KSt " “st

f~ )st sg wyrazeniami podanymi zaleznosciami (75), (76).
Wariancja przemieszczenia promieniowego przyjmuje nastepujgca postac
O O

Nfe f.*) -£ £ «f ij* 12t~ 27 (125>
81 t-1

Obliczenn mmerycznych dokonano dla powioki o wyslarach 1 "JT,
f-f. zamocowanej na brzegach. Parametry fizyczne przyjeto iden-
tycznie jak w poprzednich przyktadach. Przyjeto rowniez B «
- 165 [i*2/»4], {3-1 [s-2], ngt » 5[s"]. Oblicseala te wykonano me-
toda iteracyjna, przyjanjgo jako pierwszg iteracje przypadek liniowy
powtoki. Wariancje prsesaieszez«nia prea&estowego ilustrujg wykresy na
rys, 20, 21, 22, 23. Ifotat rsSwniez i tutaj isaobsersowa¢  wystepowanie

rezonansu pomiedzy chwilo«} czestos$cia wyssuszenia a czestosciami wias-

nymi powtoki dla czaséw tz+j - "] ~ . Piaawsssg czestos$cig wzbu-
dzong powtoki jest wl12(l) " 600 C3"1]* ~11(1) 7 1026 t*’ !
kresy przedstawiajg wariancje dla czaséw t12, w przekrojach poka-

zanych na rysunkach 20, 21 i 22, 23 odpowiednio. Oo6éma krzywa kazdego
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3U

Rys. 20

B4 [s ..

nmn*H s



fl - t[s-!]
nm,-5[s"]

A ol 513 5/5

Rys* 22

6m[%t VFfi, tj fo8

5 - ]

rtmn’ 5[s ']

Rys. 23
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przekroju oznacza wariancje przyblizenia liniowego,natomiast dolna wa-
riancje przyblizenia nieliniowego. Obserwuje sie wyrazne zmniejszenie
pozioma wariancji nieliniowego przypadku w stosunku do liniowego, szcze-
go6lnie w szczytach rezonansowych. Widaé, ze wyznaczanie wariancji li-
niowego uktadu moze prowadzi¢ do zbyt duzej wartosci, podczas gdy przy
jecie nieliniowego modelu moze da¢ wyniki bardziej zblizone do rzeczy-
wistosci. Omoéwiony powyzej problem nalezy réowniez do zagadnien zwigza-
nych z probabilistycznym przejSciem przez rezonans w ciagtych uktadach
nieliniowych. Analogicznie mozna potraktowac¢ problemy zwigzane z wy-
znaczaniem reakcji ciagtych uktadéw nieliniowych na przestrzennie cat-

kowicie skorelowane wymuszania i wymuszenia falowe.

1.2.4. Metoda badania nieliniowych ptyt na wymuszenia losowe

Réwnania opisujgce drgania nieliniowych ptyt napiszemy w postaci

(90), [15]

(126a)
przy warunkach brzegowych
mO dla x =0, a
W SQx2 “Qx2 =0y2
(127)
Q2w _ Q2% _ Q2% ¢ gja x =0, b

Qy2 O0Oy2 Qx2
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Wykorzystujgc metode Biatego parametru [15J funkcje w i § mozna przed

stawié w postaci

(128)
k=0 30
gdzie £ jest malym parametrem, przy czym zaktada sie, ze
a(x,y,t) -6g*(x,y,t) (129)

g*(x,y,t) jest zadanym polem losowym*

Réwnania zerowego i pierwszego przyblizenia maja odpowiednio budowe

02w Oow
+ 2<?ph + DMw® * g*(x,y't)
(130)
AAS$SN» o
Q2W. ow <3% Q270
13 N
p)hOt +V rmw”r + DVWL +
o2wW i0 %
t o n
(131)
02», 02wo O~ o
)
g < § 2
AANL + e
Ox2 Qy2 " w



Rozwiazanie roéwnania zerowego przyblizenia dla warunkéw

wych (127) przyjmuje postac

V\O:”. |. fmnO(t)«W (x'y)
A=l vl
gdzie
fm ~-y) - stn * Sin kyn y'
STy ko
Xm a yn b

Wielkos¢ fjgjjofa) wyraza sie wzorem

fm(t) '\] hjt -0) GfinQO) do

Vo
Wyrazenia pierwszego przyblizenia maja postac

6 EI2V-1 ~ 'V 1Y->

L L L L ~ W "

N m f -
y P=1 o1 j,k,u,V

* Bpragk”Mpg(x»y)

gdzie

Pg~  VAp.-~gkV
pjit-gkv /.2 2 N a a
Xp yq p~pj/”  gkvagkVv

w » - <p2- 32

brzego-

@132)

(133)

(134)

(135)

(136)

137)

(138)



_ (139)
fmnl(t) g hmn(t " 0) W 0) do*

(6]
Qnm n 1 z L fjkO(@) >vo'G) oCOO(0) *
a p,q.d»k”i,v,oc,(3
fAPDCna/3 (140)
- p2n) - (141)
prugkV Anpoanpoe Anq|3nq(3 P~Uq

Sumowanie w réwnos$ciach (135), (139) przeprowadza sie po indeksach dla
ktéorych kombinacje p+j+jU, qt-k+V, m+ptoc, n+g+(3 sa liczbemi niepa-
rzystymi [15].

W dalszym ciggu ograniczono sie do nastepujacego przyblizenia przemie-

szczenia w

Wiz s e (1)

Bsl n=1

Wariancja przemieszczenia wyraza sie wzorem

" i} . K. f  (t,t) +
ew x,y»t) y’\ iKﬁ—io fyo L % o y2'
h~2 ! 2
+ K. - (t,t)] £4 +K f (ttt)f4 f  (x,y)<@ (x,y) (143)

v typ M%ih Th U

gdzie y”e o0znacza parr- indekséow nY\, \V4

7



Punkcie

\ fy fy2l

K (t,t), K (t,t)

V %°

mozna znalez¢ w oparciu o relacje (i35) i (139).
Z budowy wyrazenia (14-3) wida¢, ze wskutek skonczonego czasu dziatania
wejsciowego pola na uktad, wyjsciowe pole losowe jest niestacjonarne

zaréwno dla stacjonarnych,jak i niestacjonarnych wejsciowych pdél loso-

wych.
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2. METODY ROWJS KINETYCZNYCH FOKKERa~PLAKCKa-KOHVIOGOROWA

2.1. Analiza drga¢ nieliniowych ciggtych wkiadéw dynamicznych
metoda réwnan FOKKERa-PLAt?CKa-KOIMIOGOROWa

Réwnaniami wyjsciowymi obecnych rozwazan sg nieliniowe réwnania u-
kiadéw ciggtych podane w p. 1.2.1. Roéwnania te,jak wiadomo (p. 1.2.2),

pozwalaja sie sprowadzi¢ do nieliniowych ukfadéw réwnan o postaci

2

\Y/ - «3

j » 1,2,...,H

Zatézmy, ze sity uogdélnione mozna ujgé w postaci sumy

(145)



Réwnania (144), (146) mozna sprcmdzi¢ do ukiadéw réwnan pierwszego rze-
du o budowie

J1)
Ld fd
iid). f|2).
(3+1)
- - 2v f’-"id)f(15'Z S * ** ' 4+ £ *31"d >
ol 1-0

wl)« ta)

(k3-2) (y 1)

-1 Jou - _ ‘
R ajobsk 42+ ZA )+4ufl+*3-Y1.131dJ
1 -
kr 1
\% gCi) + _J_
At gd 4 b . (146)
X«t 33

Oznaczmy gestos¢ widmowa "biatych szumow” 7sFI)D presez eé.J* taczna ge-
P
stos¢ prawdopodobienstwa

(k.-1)
pff F(1)f(2)«(1) e t)
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speinia réwnania FOKKERa-PLANCKa-KOMOGOROWa w postaci

N " H M

3=1 3 31 3 31 3

{(f....tM w 71185 1}

| g1 q 1=0

A 0 rv ’

it .,
Z (jfirtfr p * " *£ (itj-z) ta pl
& dg3 3—10%3
*f 'r— Tl- P -2~ [~ 2)* 2»5A<1) -«'ill fjl—V
n t a< °VvV b5 3s J<1)
ka.
=1 1=1 33 J 1=1 3=1 i

Q2

2.2. Badanie d-rean nieliniowych powlok metoda réwnan kinetycznych

POKKERa-PLMCKa-KOMOGOROWa [ Z]. d2i

W celu ilustracji rozwazan p. 2.1 postuzymy sie przykiadem analizy
drgan nieliniowych powitok opartym na pracy (j 2} . Rownaniam?. wyj $ciowy-

mi sg réwnania (91), przy czym funkcje naprezen $(x,y,t) $rodkowej po-

wierzchni powtoki spetniajg relacje
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& . T . s5i., ,  «l* ,

N)x2 77 <9Qy2 13 I3 *y
gdzie sg naprezeniami. Przedstawiajgc przemieszczenie w(x,y,t)
w postaci
w(x,y,t) = fi(t) 18(x,y) (149)
d-1

i ustawiajac go do drugiego rownania uktadu (91), po znalezieniu roz-

wigzania szczegdlnego ™ 1(x,y,t), mozna napisac¢

® (*»y»t) -N(i.y.t) + y2 +fJy x2- 2 XYy) (149a)

gdzie TN, sg statymi okreslonymi z granicznych warunkéw dla
Biorac pod uwage wyrazenie (149) i postugujac sie metodag GALERKENa

otrzymuje sie réwnanie:

dof, dfJ 2
dt2 + 2 nj dt +Wj fj + Pj(fLl*****xyv = Qg ~ (15°)
przy czym
“i = bj "j

Dla uproszczenia rozpatrzmy drgania swobodne podpartego panelu [12] cy-,
lindrycznej powtoki (R«~*'e¢®» R " r).

Warunki brzegowe majg postac

2 2
w* —? +Vr~?m 0 dla x®0, X* a
0x2 Oy2

(151)

W:O—ZW+VO—2Y§-O dla yoo, ymb
Oy2 Qx2
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Ograniczono sie do badania podstawowej formy drgarn okreslonej wzoran

w -f sin”sinft.
a d

Bezwymiarowe ugiecie powtoki f m»f/h speinia réownanie

I +P*2 tocf3M
gdzie

w2 D_£ nm?Kt B . K -m8£, n
0
>p

2\2 121 - V K~
g(»k) - (1 +n ) +“77¢" 272+

768 K2(V2 + 2m_+j£ |
a 2s2

AL +m) X @a+a)

LT LA AR AT N Faw

d +,2)2 Ji

Zatézmy ze

1° a. =0 dla 1 40 (w zaleznosci 145) tzn.

il
2° g(t) =7 (t)

3° gesto$¢ widmowa f wynosi c.

o 4

Q(t) = g(t)

(152)
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Réwnanie FOKKERa-PLARCKa-KOHfiOGOROWa przyjmie postacé

»(?2,%) - - ?2 % .7 & * % & - 154
e 0?2 "6 g'.5 0?“®- z9~z mtl

przy czym

QU

«*Fy>

Stacjonarne rozwigzanie ma budowe [2]

Ny p 4 42 ~
p(f,f) - Cl exp |- —~ (f*“ + u)j (155)

Niestacjonarnego rozwigzania nalezy poszukiwa¢ na drodze numerycznej.
Przejdzmy do ogodlniejszego przypadku ukiadu w ktorym istnieje nle-

trywialny filtr formujacy tj. sa spetnione relacje
g(t) - Q(t) oraz g(s)/p(s) » 1/(Tos + 1) (156)

Ro6zniczkujac (153) i wykorzystujgc (156 “otrzymuje sie

TON 8 + O + Zbufo) +[2b% +afc(@ + 23?2+ 3c2)]| f +

+ QR(f + /3f2 +CCti) mlIp(t) (157)

Zaktadajac CDTQ<S:1, b <1 mozna napisaé

1717 +[2t0° + ™ <112|3r+r f)] « « ¢

+ W (f + @2 tocf3) -Tf2(t) (158)



Rownani®©® FOKKERa-PLMCKa-KOMOGOROWa przyjade postacé

-w 2L’?"1\I +-—r + 23?7+ 3«?2) +
o c”ro

(,59)

Roéwnanie powyzsze w ogoOlny» przypadku mozna, rozwigzywa¢ numerycznie, za-

ktadajac stan stacjonarny (jj| € o) jak i niestacjonarny*



3. KETODY OUASISTATYCOTE W AHAHZIS UKEADOW CIAGLYCH

Metody guasistatyczne opierajg sie na elementarnej teorii prawdopo-
dobieristwa i zasadniczo nie wymagaja znajomosci struktury przestrzen-
nej pola losowego, Hletody te wystepuja jednak czesto w potaczeniu z in-
nymi grupami metod, dlatego podstawowe pojecia teorii pd6l losowych no-

ga by¢ uzyteczne. Zaté6zmy, ze wejsciowe parametry ukitadu mogag by¢ opi-

sane za pomocg skorniczonej liczby przypadkowych wielkosci clf c,,...,c ,
5 2 Ne .
wIx qR****' S?  P/zy znanej tacznej gestosci prawdopodobieristwa
p(°1,c2,*** cm' gdzie c# parametry charakteryzujace
foime 1 witasciwosci itkiadu, parametry charakteryzujgce obcigzenie.

Oznaczmy skorniczong liczbe wyjsciowych parametréw charakteryzujgacych za

chowanie sie ukitadu (np. przemieszczenia, naprezenia itp.) przez

ul»u2**** un*
Pgwyzsse dwie gropy parametréow mogg by¢ zwigzane deterministycznymi

zaleznosciami typu
uoc“ feCclrc2 "*“*ca» Vo F*,qrh (160)
oCcCm1l,2,..«,n
Podstawowym cel«m metod tjuasistatycznych jest wyznaczenie gestos$ci roz-

ktadu prawdopodobienstwa p(u”~»Ug,..«,”~) wyrasonaj przez znana ge-~

sto*5¢  p(®i *c2»
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Przypasujac,ze n”~ m oraz mozliwos¢ wyznaczenia, parametréow po-
prses zaleznosci
°0C* eeceelV °n+l, ,* »V V ,,qrh '1b1j
CC- 1,2,
gdzie sg jednoznacznymi i ciggtysd funkcjami sa&ennych #u ,*
c 1,»»«x»cm, '! »e e e e szukana gestos¢ rozktadu wyrazi sie
oo oo
un) ON+1r»*»*»B» *
—O0O0 -00
0(o, c)lI
(162)
dW i — dom dqi eee dgr
gdzie
Qc* Q:n
O(c1, !
( L? (163)
w *; TTTTTtT)
Qcl Ocn
Wzor (162) moze byé uogdélniony na przypadek,kiedy funkcje Ci ,««»,cn

nie sa jednoznaczne oraz na przypadek,kiedy te funkcje sa przedziatami

ciggte» Mozna tez tatwo rozszerzy¢ powyzsze rozumowanie

m< n”™ Hh+ r oraz n>m + r.

Obecnie przejdziemy do ilustracji

na przypadek

Za-

stosowan metod quasistatycznych d© uktadéw ciggtych*

3.1.

Twegarric belki arrezT3te.1 o losowej gsstytmosci sg”nfinla

Przyjmijmy réwnanie drgan poprzecznych belki o postaci

N7z

~S$t

+ 2n An %
WAPOt

+ C

Qx|

Ex»(*) (a64)

QX
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Zat6zmy swobodne podparcie belki oraa losowg sztywno$¢ zginania o zna-
nej wartosci sredniej i znanej fankoji korelacyjnej roézniczkowslnej
czterokrotnie* Stosujgc metode GALERKEHa dla podstawowej fomy drgan,
po wykonaniu odpowiednich dziatan uzyskuje sie rownanie roézniczkowe

zwyczajne o postaci

dz2f . df 2

dt2+’\wdt+t|jtf J sti2 ? AX

-2 (f)3j '’cosS s in ~ ™ 1 (dx -

J ., (165)

Wielko$¢ w nawiasie kwadratowy* reprezentuje kwadrat podstawowej czes-
tosci drgan swobodnych uktadu o/. Przyjmujac, ze warto$¢ Srednia
£[bj(x)] - (ej)o, aozna obliczy¢ s$rednig warto$¢ podstawowej czestosci

drgali swobodnych

Nastepnie dla zadanej funkcji korelacyjnej £J(x1,x2), roézniczko-

walnej czterokrotnie saozna znalez¢ wariancje 0-2,.
téo

Przyktad 5

Podamy teraz przyktad zaktadajac, ze 1° pole losowe Ej(x) jest sti™-
iystycznie jednorodne, 2° funkcja korelacyjna ma postac
K
83 EINXL,X2' °© N Bj coa Njj "X2) (167)
31
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+Zjff A+(Frwjlj +(fy RIF-Ef] (9

gdzie 11, 12, 13 sa catkami odpowiednich ftontoji tzygonc«etxycinareli,

ktére mofcaa obliczy¢ w spoadb elasnentamy,
— g
2aktada;Jgo, ie za&enaa losowa jest noraaalna © $redniej ii 079j i

wariancji 02,, aotoa obliczy¢ np. gestos¢ rozkiadu otafeu drgan pod-

or
~0

stawowej foiwy
(169)

Postugujac sie wzorem (162), otrzymano szukang gestos¢ rozkiada

(170)
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UWAGI KONCOWE

Niniejsza praca przedstawia metody wyznaczania i badania reakcji
ciggtych mechanicznych uktadéw dynamicznych na pobudzenia losowe. Row
nania opisujace modele fizycznych i technicznych uktadéw ciagtych sa
réwnani ami rézniczkowymi czastkowymi z deterministycznymi  warunkami
brzegowymi. Rozwazania dotyczg metod badania liniowych ukiadéw ciag-
tych jak i nieliniowych, z uwzglednieniem nieliniowosci natury geome-
trycznej. Ze wzgledu na ztozonos$¢ probleméw byto uczynionych szereg za
tozen upraszczajagcych. Znaczenie i ich charakter jest r6zny. Niektore
z nich majag charakter podstawowy i decydujg o mozliwosci otrzymania roz-
wigzania. Inne zostaly przyjete w celu uproszczenia i skrbécenia osta-
tecznych wynikéw. Istotnym uproszczeniem jest np. pominiecie korelacji
wzajemnej miedzy poszczegélnymi formami drgan. Uproszczenie to pozwala
otrzymac rezultaty w dos¢ krotkiej postaci zamknietej co w dalszej ko-
lejnosci daje mozliwosci przejrzystej interpretacji fizycznej. Praca
traktuje gtdbwnie o metodach pozwalajacych na rozwigzanie problemoéw po-
budzen ukiadoéw ciggtych w foimie zamknietej. Ze wzgledu jednak na zto-
zonos$¢ koncowych postaci rozwigzan, w celu otrzymania wynikéw liczbo-
wych, konieczne jest uzycie maszyn cyfrowych.

Metodyka pracy opiera sie na trzech zasadniczych grupach dynamiki

statystycznej

1° metody korelacyjne i spektralne
2° réwnania kinetyczne FOKKERa-PLANCKa-KOIMOGOROWa

3° metody guasistatyczne.

Grupom tym odpowiadajg trzy czesci pracy.
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Rozwazania rozpoczeto od scharakteryzowania modeli pobudzen loso-
wych i podaniu podstawowych zaleznos$ci pomiedzy charakterystykami wej-
Sciowych pol losowych i wyjsciowych. Przyjeto trzy rodzaje pobudzen 1o
sowychs

a) przestrzennie nieskorelowane pola losowe,
b) przestrzennie catkowicie skorelowane pola losowe,

c) pobudzenia typu falowego.

Rozpatrzono ogdélny model pobudzenia niestacjonarnego. W szczegdélnosci
moze to by¢é wycinek pobudzenia stacjonarnego jak i niestacjonarnego.
Nastepnie dokonano analizy niestacjonarnej reakcji ciagtych ukiadéw na
podstawowe klasy przestrzenno-czasowych pdél losowych. Badanie tego ro-
dzaju rdestacjonarnosci reakcji ciggtych ukiadéw dynamicznych jest pod-
stawowym celem niniejszej pracy.

Otrzymano interesujgce wyniki numeryczne badania reakcji owlok cy-
lindrycznych na pobudzenia losowe, bedace polem przestrzennie niesko-
relowanym, polem catkowicie przestrzennie skorelowanym, stacjonarnym
jak i niestacjonarnym. Wyniki te zilustrowano wykresami, na ktérych w
przypadku pola catkowicie przestrzennie skorelowanego mozna zauwazyc¢
interesujgce oscylacje wariancji dla matych czaséw poczatkowych. Zja-
wisko to mozna ttumaczy¢ deterministycznym zachowaniem sie uktadu dI®
tych czaséw poczagtkowych.

Nastepnym problemem poruszonym w pracy jest tzw. probabilistyczna
przejscie przez rezonans w uktadach ciagtych przy zalozeniu istnienia
pobudzenia falowego o jednostajnie saaieimej czestos$ci. Wyniki numerycz-
ne dla powilok cylindrycznych wskazujg interesujgce maksima wariancji w
okolicach czasu t~ a” 2 ~, bedace wynikte» rezonansu miedzy chwilo-
wag czestos$cia pobudzenia a czestosSciami wiasnymi powtoki. Roéwniez 1
dla tego rodzaju pobudzenia, dla matych czaséw poczatkowych, zaobser-
wowano oscylacje spowodowane deteradnistyczny® zachowanie® sie ukladac«
Obserwuje sie réwniez zmniejszanie poziomu wariancji ze wzrostem wspo6t-

czynnika ttumienia.
Analogiczne badania niesttg3onarnych standéw wykonano dla nielinio-

wych uktadéw. Badano réwniez problem probabilistycznego przejscdr. rr r

rezonans w nieliniowych uktadach ciggtych. Zaobserwowano i tutaj wy
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stepowanie maksiméw w pewnych chwilach czasu. Z otrzymanych wykreséw
wida¢ wyraznie zmniejszenie poziomu wariancji nieliniowego w
stosunku do liniowego, co szczegdlnie uwidacznia sie w szczytach rezo-
nansowych. Poziom wariancji liniowego modelu mole sie okaza¢ zbyt w*
soki, podczas gdy przyjecie nieliniowego modelu pozwala otrzymac¢ wyni-
Ki bardziej zblizone do rzeczywistosci.

Grupe metod wykorzystujacych réwnania kinetyczne FOKKERa - PLANCKa-
KOUJOGOROWa oparto na rozwazaniach dotyczacych nieliniowych uktadow
ciggtych pobudzanych "biatym szumem™ przepuszczanym przez filtr fonmi-
Jacy. Rozwazania te ilustrowano badaniami dotyczacymi drgan nielinio-
wych powitok.

Zastosowaniu metod guasistatycznych w ciggtych ukladach poswiecona
Jest trzecia cze$¢ pracy. Po krotkiej charakterystyce teoretycznej tych
metod,podano przyktad analizy ukiadu sprezystego o losowych parame-
trach strukturalnych.

Reasumujac nalezy stwierdzi¢, ze mino iz rozwazania niniejszej pra-
cy dotycza dynamiki mechanicznych ukiadow ciagtych, mogg one tez byc
wykorzystane do rozwigzania podobnych zagadnien w innych

techniki Jak np. inzynieria chemiczna i reaktorowa, wymiana ciepta itp.
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Streszczenie

W pracy przeanalizowano podstawowe metody dynamiki statystycznej ba-
dania reakcji ciggtych (o statych roztozonych) uktadéw dynamicznych, o-
pisanych czgstkowymi rdéwnaniami rézniczkowymi,na pobudzenia przypad-
kowe. Pobudzenia te pctraktowano jato przestrzenno-czasowe pola loso-

we. Problematyka pracy sktada sie z trzech zasadniczych grup metod;

1° metody korelacyjne i spektralne
2° rowsania kinetyczne POKKERa-PLMCKa-KOHMMOOOROWa

3° metody guasistatyczne.

Tym grupom odpowiadajg trzy czesci pracy. Kazda z tych czesci zawiera
rozwazania teoretyczne ilustrowane numerycznymi przykiadami zawierajg-
cymi wazne z praktycznego punktu widzenia problemy. Podane w pracy roz
wazania dotyczg liniowych uktadéw ciagtych jak i nieliniowych po doko-
naniu tinearysaeji tych ostatnich. Znaczenie cmoéwionych metod wynika z
faktu, ze jakkolwiek dotyczg one mechanicznych uktadéw ciggtych, to no
ga by¢ stosowane do ivi,~aigzywania podobnych probleméw innych ukiadach

opisanych analogicznymi réwnaniami rézniczkowymi.
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PEAKUMA PACMPEAENEHHBLIX OANHAMUYECKUX CUCTEM
HA TMPOCTPAHCTBEHHO-BPEMEHHbLIE C/NYUAMHLIE MOMA

Pe3twmMme

B pa6oTe npoaHaNM3MpoBaHbl OCHOBHble MeToAbl CTaTuUcTuuec-
KO AMHaAMUKMU MUcCCNefOBaHWA peakUuuUM pacnpepeneHHbIX AUHaAMU4Ye-
CKUX CUCTEeM onpefefNeHHbIX 4YacTHbIMU AndpepeHUnanbHbIMU ypa-
BHEHUSAMM Ha AelicTBUSA caydaliHbix Bo036yXxaeHuii. 3Tu Bo36yxae-
HUA paccMaTpuMBalTCA KaK MNPOCTPaHCTBEHHO-BPeMeHHble cay4yaii-
Hble nons. Mpo6nemMmaTtuka 3Tolli pa6oTbl COCTOMT M3 Tpex OCHOB-

HbIX Fpynn:

1° KoppenAuVWOHHbIE WU CMNeKTpalbHble MeTOAbl
2° KUWHeTu4yecKue ypaBHeHnsa Pokkepa—-FlnaHka—Konmoroposa

3° KBa3uctatTuyeckue mMeTopnbl.

3TUM TpeM rpynnam COOTBETCTBYT Tpu rnaBbl 3Toli pa6oThl. Kax-
fasi M3 3TUX rnaB UMeeT TeopeTMUYECKYH 4YacTb, WANKCTPUPOBAH-
HYIO UYWCNEHHLIMW MpUMepaMu, 3akiyawWwmMMm B ce6e BOMPOChb BaX-
Hble C MPaKTU4YeCcKOW TOUKW 3peHUsi. Tpob6GAeMbl, W3N0XKEHHble B
pa6oTe, KacalwTCs KaK /JMHeNHbIX pacnpefeneHHbIX cucTtem, Tak LU
HeNWHeliHbIX Nocne NuMHeapusayum.3HavyeHue MNpPUBefEHHbLIX MeTOO0B
3aKnw4yaeTcss B TOM, UYTO OHW MOTFYyT TMNPUMEHATbCA ANA pelleHUs
nofo6HbLIX BOMPOCOB B APYFMX cuUcCTemMaXx, OMUCAHHbIX aHanoruyec-
KUMU AuddepeHLnanbHbIMU YPaBHEHUSAMU, XOTA 3TU  MeToAbl OTHO-

CATCA K MeXaHMn4dyecKmmMm pacnpegeneHHblM CUCTeTaM.
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REACTION OP THE CONTINUOUS DYNAMICAL SYSTEMS
TO SPACE-TIME RANDOM FIELDS

Summary

This work presents the essential methods of statistical dynamics for
analysis of the reaction of the continuous (distributed parameters) dy
namical systems, described by partial differential equations, under
the random excitation«. The random excitations are treated as the spa-

ce-time random fields. The work consists of three groups of methods

1° correlation and spectral analysis
2° kinetic equations of POKKER-PLANCK-KOUK)GOROW

3° guasistatical methods.

To these three groups are related three parts of this work. Every part
presents the general considerations, which are illustrated by numerous
examples, concerning the Important practical problems* The presented
considerations are valid both for linear continuous systems and for
non-linear systems after the linearization. The meaning of presented
methods results from the fact, that notwithstanding they are presented
for mechanical continuous systems, they are valid for other physical

problems too, described by analogical partial differential equations.
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