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GRAFICZNA METODA ROZWIAZANIA ROAMNAN KRYTYCZNYCH
DLA TERMICZNYCH REAKTOROW JADROWYCH

W pracy podano réwnania krytyczne przy zastosowaniu
metody z efektywnym wspdtczynnikiem dyfuzji, metody z
dwoma grupami neutron6v/9 metody wieku Fermiego, metody
jednogrupowej oraz rownanie dla przypadku moderatora wo-
dorowego o

Przeprowadzono analize wynikéw jakie otrzymuje sie
przy zastosowaniu poszczegOlnych metod do obliczenia
prawdopodobienstwa unikniecia ucieczki neutronéw modero-
wanych z uktadu o skonczonych wymiarach«

Podano graficzny spos6b rozwigzania réwnan krytycz-
nych (10), (13), (17) i (18) przy zastosowaniu wyzej wy-
mienionych metod« Celem zwiekszenia doktadnosci wykresu*
naniesiono dwie podziatki dla k”(wykres 2).

Wazniejsze 0Oznaczenia

B - parametr (laplasjan) reaktora,
D - wspoétczynnik dyfuzji,
kO, - wspotczynnik rozmnazania w o$rodku nieskonczenie

rozlegtymi,
kOX - efektywny wspétczynnik rozmnazania,
L - dtugosé dyfuzji,
1 - §redni czas zycia neutronow,

0 . ) . 3
n - koncentracja neutronow termicznych w 1cm,
P - prawdopodobiefAstwo uniknieciaucieczkineutronow

z uktadu o skonczonych wymiarach,
q - gesto$¢ moderacji,
t - czas,
\ - objetosé,
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W(r,r') - prawdopodobienstwo tego, ze neutron szybki, ktd-
ry powstat w punkcie r' zostanie zmoderowany
w punkcie r do energii termicznej,

e - Srednia odlegto$¢ spowalniania, 2 #)

r - wiek symboliczny Fermiego (o wymiarze cm ) .

1® Réwnania og0lne

Dla stanu ustalonego, rownanie dyfuzji z uwzglednie-
niem Zrodet i pochtaniania neutronébw ma posta¢ [1]**'
v
D V2 n(r} - pr+ Iw(f,F) n(r) dv'= =0 (1)
0 oL
VI przypadku braku absorpcji neutronéw podczas modera-

cji, rownanie catkowe (1) mozna zastapi¢ ukladem dwoéch
rownahn rozniczkowych:

D v2 n(r) - a - q(r, ) (2)

v2 gq(r,r) = (3)

z warunkiem okreS$lajacym poczatkowg koncentracje neutro-
néw moderowanych

g(i,0)= n(?)

gdzie oznacza wiek Fermiego dla energii termicznych.

*) llazwa wieku symbolicznego pochodzi stad, ze wielko$¢ %
jest w Scistym zwigzku z rzeczywistym chronologicznym
wiekiem neutronéw, potrzebnym przecietnie do -;moderowa-
nia neutronu od energii rozszczepieniowej do energii E
odpowiadajgcej wartos$ci t,

' Rownanie (1,4)-
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20 Rownania krytyczne

2010 PrawdopodobieiAstwo (P) unikniecia ucieczki neutro-
néow z uktadu

Z warunku lcrytycznos$cij dla ktérego jest stuszne row-
nanie falowe wynika,, ze efektywny wspotczynnik rozmnaza-
nia k j,, dla uktadu o skonczonych wymiarach,, jest rowny
ijednosci

k f » koo P - 1 (5)

lub
(5a)

>2« Rownanie z efektywnym wspotczynnikiem dyfuzji

Dla duzych reaktorow , zmiana koncentracji
neutronéw raoderoY/anych jest niewielka na drodze \[6f"e
Wyrazenie q(r, T') mozna wiec rozwing¢ Vv szereg Maclauri-
na wedtug z uzyskujagc w ten sposdb wystarczajgce przybli-
zenie juz dla drugiego wyrazu szeregu

q(r.r) ~q(rso) + 8L«

Wielkos¢ pochodnej dla i0O oblicza sie z réwnania (3)
po wykorzystaniu warunku poczatkowego (4) i ostatecznie
rozw iniecie (6) wyglada nastepujgco?

g(r,r) «y 2-n(r) * V2 n(r) (6a)
0 0

Podstawiajgc réwnanie (6a) do rownania (2) i kojarzac
nastepnie wyrazy o jednakowych pochodnych funkcji n(r)
otrzymamy:

T
D+ —j-“)YyV2n(r) +— —n(r) =m0 (7)
0 0
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Wielkos¢ zawarta w nawiasie pierwszego cztonu réwnania
(7) okres$lana jest w literaturze [1]" jako efektywny
wspotczynnik dyfuzji

koo
Def*D<1+ror) <8)

Poniewaz dla stanu krytycznego koncentracja neutro-
néow powinna spetnia¢ réwnanie falowe:

V2 n(r) = - B2n(r) (a)

wiec po podstawieniu zalezno$ci (a) do rownania (7)
i po uproszczeniu uzyskuje sie rownanie:

(D + T) B2 + = 0. (9)
0 0
: 2 o ] :
Oznaczajgc B1 =L i wyliczajagc z rownania (9) war-
tosé r'l— otrzymamy wz6r olcres$lajacy prawdopodobienstwo

. ko : :
unikniecia ucieczki z uktadu

1 1- b2- (5b)
ko° 1+ B2 L2
Fo podstawieniu do réwnania (5b) wartosci
x - B2 . rT (b)
mozna zapisat je w postaci:
1-x:JéO +rhza.x (10)

Rownanie (5.4) i 0 .7).
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2030 Réwnanie z dwoma grupami neutronéw

Wrdwnaniu (3) zastepujemy warto$¢ pochodnej stosun-
kiem roznie

o
-
o

ar 0-r

Korzystajgc z warunku poczatkowego (4) oraz z zaleznos$ci
(3), przy zatozeniu, ze q(rtT) spetnia réwnanie falowe

q(r,t) m - B2,q(r,t) (d)

otrzymamy réwnanie okres$lajagce koncentracje neutronéw
raoderowanych

<1(5. *,) -~ (11)
0 +E i T

Podstawiajgc zaleznos$ci (11) i (a) do réwnania (2) otrzy-
mamy réwnanie krytyczne w teorii dwdch grup neutronow

- B2 - g~ —— » 0 (12)
1 1 1+b rT

Na podstawie zaleznos$ci (5) i (12), prawdopodobienstwo
unikniecia ucieczki neutronéw z uktadu oblicza sie z row-
nania

Korzystajac z oznaczenia (b), rbwnanie (5c) mozna przed-
stawi¢ w postaci bardziej dogodnej przy dalszych rozwa-
zaniach:
1 1 L2 - e
1+x " k«, + 17, e X (13)
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2,4« Piimanie w przyblizeniu Fermiego. (metoda wieku
Fermiego)

Metoda ta polega na rozwigzaniu réwnania rézniczkowe-
go

M Lil . . b2 qg(5>1) (u,

ktore powstato ze skojarzenia rownan (3) i (d)#
Rozwigzanie tego rownania jest nastepujgce;

q(r,f) « C(r) e B2sT (15)

Bla warunku poczagtkowego (4), zalezno$¢ (15) przyjmie
postaé:

g(r,T) . |sE- n(?)e“B2*r (15a)

Réwnanie krytyczne dla tej metody mozna uzyskaé pod-
stawiajagc réwnania (15a) i (a) do rownania (2)

_ B>2 _ _1 + _kac Oe—B tnt - O tiB)
p_

Na podstawie zaleznosci (5a) i (16), prawdopodobienstwo
unikniecia ucieczki neutrondéw z ukSadu mozna obliczy¢
wzorem; _
1 -B U
p . - _ — 2~2

Ko® 1+LB

a po wprowadzeniu do ostatniego rownania oznaczenia (b)
otrzymamy zalezno$¢
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2050 Rownanie krytyczne w przypadku moderatora wodoro-
wego

Prawdopodobienstwo unikniecia ucieczki neutronéw z
uktadu zawieraj gcego moderator wodorowy, jest podane w'4]

1 aro tg B\1Jtl 1
P. 2 — - vV -j- (5e)
BA3 Zm 1 +B2L

Analogicznie_jak w poprzednich przypadkach, wprowadzajac
zaleznos¢ (b), przeksztatcone rownanie krytyczne przyj-
mie postac:

arc tg \5x m_l N rrJ%/_ o % Os)

2.6. ROwnanie z .jednag grupg neutronéw

Wyliczenie parametru materiatowego w przyblizeniu
jednogrupowym ma jedynie znaczenie poréwnawcze w odnie-
sieniu do metod poprzednich,,

W metodzie tej rozpatruje sie tylko grupe neutronéw
termicznych, zaniedbujgc tym samym moderacje na odcinku
? - r. Zatozenie to jest réwnowazne zaleznoS$ci n(r) «
= n(r )c Zaktadajgc, ze powstajagce neutrony posiadaja
energie termiczne, mozna obliczyé czton okreslajagcy wy-
raz zrédta neutronéw w réwnaniu (1):

S=>IWw(?,?2)n(5") dv'* /| w(JfP)dy'=|
o ./ 0 J

(19)

gdyz prawdopodobiefAstwo zmoderowania przechodzi w pew-
nos$¢, czyli

Pn *J Wir,?"} dv'- 1
\'%
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Podstawiajgc zalezno$¢ (19) do wzoru (1) otrzymamy réw-
nanie dla jednej grupy neutronéw

- B? - +~  *0 (20)

Prawdopodobieristwo unikniecia ucieczki neutronéw z ukta-
du rowne jest prawdopodobieAstwu unikniecia ucieczki neu-
tronéw termicznych

1

(51)
ke° 1+ 12b2
Z rownan (5f) i (b) wynika zalezno$¢:
1 L2
1=F + FolpTp * X <21>

3* Poréwnanie i analiza wynikéw

Prawdopodobieistwo unikniecia ucieczki neutron6w z
uktadu rozpatrywane w punkcie 2.1 mozna traktowaé¢ jako
iloczyn prawdopodobienistwa unikniecia ucieczki neutro-
now moderowanych P  przez prawdopodobieAstwo uniknie-
cia ucieczki neutronéw termicznych PU

P. PmP, (22)

gdzie oznaczajg

P _  ilo$¢neutron6w zmoderowanych do energii termicznej
m ilo$§¢ neutron6w powstatych na skutek rozszczepienia’

l

ilos§¢ neutronéw termicznych pochtonietych w 3trefie

_ aktyyme.i
t “ ilos¢neutron6bw zmoderowanych do energii termicznej
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t/'ychodzac z powyzszych definicji okre$lajgcych P

?.  mozna otrzyma¢ nastepujace zaleznoSci: m
. q(?9rm)
P i rm a —m--—-—- *— (23)
n q(r, 0) _k=on(?) A
0
oraz
rei
p . — (24)
D V2 a(p)
0

Po podstawieniu (23) i (24) do réwnania (22) uzyskujemy
zalezno$¢:

rur)
2
? ~ - 7= N (22a)
is=- n(r) niii. - D V2 n(r)
0
Mzo6r na okreSlenie jest taki sam przy wszystkich

metodach, gdyz gesto$¢ neutrondéw termicznych okre$lona
jest wszedzie na podstawie tego samego réwnania (2). Roz-
nice w wartosciach Pfl wynikajg z roznych sposobéw obli-
czania gesto$ci moderacji»

Wstawiajgc zalezno$¢ (a) do roéwnania (24) otrzymamy:

n ill n(r)

P r Q " o —_—

* fi$l - DI2n(?> Sm . D[.b2,(5]° 1 10 DB2"

1

(240)
1+ L2 B2

3
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Wartosci P dla poszczegdlnych metod wylicza sie z
zaleznosdci (23'). podstawiaj gc odpowiednie wyrazenia na

q(rfT)
a) metoda efektywnego wspdétczynnika dyfuzji

A (r) N va n(?) a(b5) _ b2 ~ A

*» - ~oon(?) ] zZm
o)
(25)
b) metoda dwdch grup neutronow
IGo nfﬁ‘
p .. 0 1 1 (26)
m 1+ B2'Tt *—- n(r) 1+ B2.rT

metoda wieku Fermiego
2
n(r) e "B~Tt 2
P =— « e“B 1T (27)

m -~n (r)

d) dla moderatora wodoroy/ego

arc tg 3
P . T (28)

B rT

Wielko$¢ wielcu Fermiego % wystepujaca w poprzednich
rozwazaniach jest zwigzana z dtugoscig moderacji relacja

i2a &b (d)
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Podstawiajac zaleznos$¢ (¢) do réwnan (25), (26), (27)
i (28) otrzymamy wartos$ci prawdopodobienstw uniknigcia
ucieczki podczas moderacji, w funkcji dtugo$ci modera-
cji

Pm=1- 4 .92 (252)
1
n (26a)
1 1 2
Pm - A [ 17 e« 2] (27a)
e
arc tg
(28a)
m B
Vi
Zaleznosci Ppy £ A~ y*Are w form*e wykresu (poda-

ne za [3], z uzupetnieniem krzywej dla efektywnego wspot-
czynnika dyfuzji) przedstawia rys,1.

Dla poréwnania w jakim stopniu réznig sie wartosci
P przy poszczegdlnych sposobach obliczania gesto$ci mo-
deracji, mozna Pra rozwing¢ w szereg Maclaurina jako
funkcje poteg B2*! * x, WartoSci powyzsze ujeto w zesta-
wieniu.

Metoda rn « f(B2r) cm Uwagi
efektywnego
WSspo czyngni- 1- B2T 1-X
ka dyfuzji
dwoéch gzup 1 dla
neutronow Loxax2x e+ (- 1)nxx . Ix|<1
L+b 2 3
_ n
wieku e’B2.T i AAT-3T 4. +(-1) 20 +
Fermiego
. 2 33
moderatora  arc tgNiB3t "—X’f-ﬁ SIS IS - dla
wodorowego B \JW Y [x|<1/3

+ 2n+1 *eee
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Rys, 1. Zestawienie funkcji Pm zaleznej od iloczynu
Sredniej odlegtos$ci spowalniania i parametru materiato-
wego, dla poszczegdlnych metod obliczen:

a - efektywny wspoétczynnik dyfuzji, b - dwie grupy neu-
tronéw, ¢ - wiek Fermiego, d - moderator wodorowy



Nomoyram dorozwigzania
rownan krytycznych dia

termicznych reaktorow
jadrowych
m cEe 1

® d

Uv
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Z analizy wielkosci Pm podanych w zestawieniu wyni-
ka, ze dla wielkosci Tij «< 0,02 wplyw dalszych(po-
czawszy od trzeciego) cztondw w rozwinieciach Pn = f(x)
nozna zaniedbac¢. Stosujgac rownanie krytyczne z efektywnym
wspotczynnikiem dyfuzji (najprostsza postac)

B2 = (29)
L + Ko» tt

nie popetniamy btedu przy obliczaniu BZrT
wiekszego od 0,0005 w poréwnaniu z warto$cig wynikajaca
z metody dwoch grup neutronow,

od 0,0003 w poréwnaniu z wartos$cig wynikajaca
z metody wieku Fermiego,

od 0,0009 w poréwnaniu z wartoscig wynikajaca
z metody dla moderatora wodorowego

(wielkos$ci btedéw zostaty ustalone graficznie).

Graficzna metoda rozwigzania réwnan krytycznych pole-
ga na wykorzystaniu zaleznosci (5) i (22), ktére w odpo-
wiednim zapisie mozna przedstawi¢ w formie wykresu?

Poniewaz warto$s¢ PN jest wspodlna dla wszystkich metod,
korzystajgc z réwnania (24a) i z zaleznos$ci (b) (5t),(5¢c),
(5u),(5e) lub (5f) otrzymamy wyrazenie:

P * r oo™m4 = filoo * Yt-00cTi O X

Jest to réwnanie linii prostej, ktérg mozna tatwo wykre-
§li¢ znajac nastepujgce parametry:

3) - L x a 0). WartosSci te sg naniesione na

—-CJO

osi rzednych wykresu (rys.2),



16 Tadeusz Swierzawski, Tadeusz Bes

b) tangens kata nachylenia prostej rébwny — — » Wiel-
(- Jo L ~.T
kosci te sg rowniez naniesione na wykresie (rys.2).

Poniewaz w metodzie dwdch grup krzywa Pm ma dwie
gatezie (rys.3)» zatem rozwigzanie bedzie posiadato dwa
pierwiastki (drugi jest wspoOtczynnikiem odpowiedniej
zmiennej w rownaniu okre$lajgcym strumien neutronéw[2] ).

Rys.3» Wyznaczenie drugiego pierwiastka w metodzie dwoch
grup neutronéw

Celem wyznaczenia tej wartosci przeksztalcimy réwnanie
krytyczne (13) do postaci
2 2
, X2 + (1 + . X+ (koo- 1)a 0 (13a)
T T

1M

Rownanie 8.46.2.



C-raficzna metoda rozwigzania révman,«. 1?

Dla ré6wnania kwadratowego (13a) suma pierwiastkdw wyra“
za sie zaleznoscig

1 £ A2
. T
X 4* X si « [ -
TP
skad
%
X » - (1 +—* - x, (32)

Wykres przedstawiony na rysunku 2 moze znalezé réwniez
zastosowanie przy wyznaczaniu wartoscis

P\ “ prawdopodobiedstwa unikniecia ucieczki neutronéw
z reaktora przy moderacji od energii rozszcze-
pienia do energii rezonansowej,

Pr - prawdopodobienstwa unikniecia ucieczki podczas
moderacji od energii rezonansowej do energii ter~
micznej,

P. - prawdopodobienstwa unikniecia ucieczki neutronéw
termicznych»

Wyszczegéblnione powyzej wielkosci sg potrzebne do utoze-
nia bilansu neutron6w w reaktorze* Do wyznaczenia warto-
§ci Pf nalezy zna¢ wielko$¢ wieku Permiego dla ener-
gii rezonansowych,, Odcinajagc na osi odcietych wielkosci

X 37;_7 odczytuje sie na osi rzednych odpowiednie warto-
§ci Pf,

Dla poszczegdlnej metody, prawdopodobienstwo uniknie-
cia ucieczki podczas moderacji wyznacza sie rzutujgc na
0§ rzednych punkt przeciecia prostej okre$lonej rowna-
niem (31) z krzy,va P"« Wielkos¢ P" oblicza sie z réw-
nania

Pr - (33)

Prawdopodobienstwo unikniecia ucieczki neutronéw termicz-
nych okreslone zostato rownaniem (24a)0
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rpacJjHHecKMM MeTOfl pemeHMH kpmth'icckiix ypaBiiemm
fljia TepMMHecKHx a”epKbix peaKTopos

PE3IOME

B padoTe npMBe”eKO KpMTHuecKoe ypaBHeirue ¢ npKMeneHneM
MeTOga C Sche"GKTVBHLIM  K034)4>imMeHTOM /IMJDAVM  MeTOMa
¢ psyMa rpynnaMM HeUTpoHOB, MeTopa sospacTa <€>epMii, oflHorpyn-
no3oro MeTOfla, a Taxxce ypaBHeHMe #jih cjiynaa Bopopo”™Horo 3a-
MealiMTejia.

Bbui npoBeaeH aHajm3 pe3yjibTaTOB, Kaxwe nojiynaiOTca npw
npMMeHeHHM OT,n;ejibHbix MeToaos ajia pacneTa BeposTHOCTM 113-
deafaHMa yTenKM MOflepiipoBaHHbix HeUTpoHOB M3 CMCTeMbi ¢ ko-
HenHbiMM pasMepaMM.

IIpMBeaeH rpacpMHecKMK cnocoS pemeHMH KpimiHecKHx ypaB-
héhmm (10), (13), (17) m (18) npw npHMeneHHH BbimenpMBefleHHDbix
MeTOflOB. C pejibio noBbimeHHH tghhoctm rpacjmxa, Sbhijih BHecenbi
Mpe mxajibi aaa k 00 (rpac|[)MK 2).

The Graphical Method for the Critical Equations
of the Thermal Pile

SUMMVARY

In the paper there are given critical equations in
the effective diffusion coefficient approximation in the
two-groups and one-group theory, in the Fermi-Age appro-
ximation and for the case of the hydrogen-moderator.

Further on is done the analysis of the results in de-
terning the nonleakage probability, by using the above
mentioned méthodes.

The relations presented at the Fig,2 give solutions
of critical equations (10), (17)» (13) and (18) directly.
To expand the scales, two different ranges of k« have
been superimposed and separately numbered.



