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RESTRYKCYJNE TRANSFORMACJE ZADAN
HARMONOGRAMOWANIA PRODUKCJI ZOGRANICZENIAMI
MAGAZYNOWYMI

Streszczenie. Jest rozwazane harmonogramowanie produkcji wieloetapowej re-
alizowanej w porcjach w ztozonych, wielostopniowych systemach produkcyjnych z
uwzglednieniem og6lnego modelu ograniczen magazynowych. Badane sg restryk-
cyjne transformacje rozwazanego problemu harmonogramowania oparte na mody-
fikacji dopuszczalnych poziomoéw zapasow.

RESTRICTIVE TRANSFORMATIONS OF GENERAL LOT-SIZE
SCHEDULING PROBLEMS WITH INVENTORY LIMITATIONS

Summary. The general lot-size scheduling problem for multi-stage system is con-
sidered in the presence of the general minimum and maximum limitations on stock
levels. Equivalent restrictive transformations, which are based on modifications of
stock limitations, are presented.

1. Sformutowanie problemu

W pracy jest analizowany ogélny model zadania wieloetapowego harmonogramowa-
nia produkcji porcjami w ztozonych, wielostopniowych systemach produkcyjnych z uwz-
glednieniem ogélnego modelu ograniczen magazynowych (dolnych i gérnych). W syste-
mie produkcyjnym jest realizowana produkcja zbioru N rodzajéw wyrobéw. Do celéw
harmonogramowania produkcji w diuzszym horyzoncie czasu przyjmujemy, ze horyzont
planowania zostat podzielony na T dyskretnych okreséw. Rozwazamy tgczng produkcje
i magazynowanie wyrobéw w kazdym z tych okreséw, pomijamy natomiast szczegétowe
warunki ograniczajace, np. kolejnoSciowc w kroétszych przedziatach czasowych.

Zapotrzebowanie dtt na wyr6éb i 6 N w okresie t musi by¢ realizowane najp6zniej na
koniec okresu t, przy czym wyréb moze by¢ produkowany w biezacym okresie, badz tez w

okresach poprzedzajgcych, w tym ostatnim przypadku muszg by¢ utrzymywane niezerowe
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zapasy w okresie poprzedzajgcym.
Wprowadzmy nastepujace zmienne decyzyjne:
Xj(t) - taczna wielko$¢ produkcji wyrobu i w okresie I,

/¢ (i) - stan zapasu wyrobu i pod koniec okresu t.
Zaktadamy, ze /(O) — 0. W dalszej czesci pracy bedziemy stosowaé nastepujgcg no-

tacje: dla zbioru zmiennych x,(i),t € N,t = oznaczamy x(i) = (xi(i)),g/v dla
t —1,...,T oraz x = (i(l),..., x(r)). Podobnie tworzymy I(t) oraz I. Oznaczmy
y =

Oto ogdblna posta¢ rozwazanego zadania harmonogramowania produkcji

Problem P:
min F[y) (1)
przy ograniczeniach
H{y) < 0 2
y e £ ®)
przy czyin C = I>y > 0} jest wyr6znionym wielo$cianem wypukitym okreéla-

jacym strukturalng cze$¢ warunkéw ograniczajgcych zbiér dopuszczalny, A - macierz o
wymiarach m na n,m < n o petnym rzedzie, (2) okreé$la zbiér trudniejszych ograniczen
(np. zasobowych), natomiast (3) okresla zbiér ograniczen tatwiejszych, o specjalnej struk-
turze, zawierajacy réwnania bilanséw materiatowych i ograniczenia typu “kostkowego”.
Nawet jezeli zbiér dopuszczalnych rozwigzan problemu (2),..., (3) jest ograniczony,
jest catkiem prawdopodobne, ze zbiér C jest nieograniczony.
W ogélnym przypadku zbiér C jest nieograniczonym wielo$cianem, ktérego punkty

mozna przedstawi¢ jako
y = Y, W + (4)
przy czym

=u 0< ArrS R (5)

oraz p., >0dla wszystkich s SS. Zbiér {yrir 6 R} jestzbiorembazowych rozwigzan
dopuszczalnych, natomiast{y’\s € S) jest zbiorem bazowychkierunkéwdopuszczalnych.
Niech

£r = {j/ly e C,y = YI Aryr, gdzie Ar= 1,0 < Ar,r € E)
rER rER
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bedzie wieloScianem ograniczonym, otrzymanym z £ przez pominiecie rozwigzan jedno-
rodnych odpowiadajgcych kierunkom dopuszczalnym. Otrzymujemy nastepujacy (restryk-
cyjny) problem optymalizacji

Problem Pr:

min F(y) (6)

przy ograniczeniach
H(y) < o (M
y6 £r (8)

Moéwimy, zeproblem P ma wtasciwo$é Ti, jezeli dla dowolnegorozwigzania dopusz-
czalnego y problemu Pistnieje rozbiciey —y + vy, takie zey 6Cr,Ay = 0 orazH(y) < 0
i F(y) < F(y).

Z tatwoscig mozna wykaza¢, ze jezeli Problem P posiadajacy wtasciwo$¢ R ma skon-
czone rozwigzanie optymalne, to istnieje optymalne rozwigzanie problemu P bedace jed-
nocze$nie optymalnym rozwigzaniem problemu Pr.

Jezeli rozwazane zadanie P ma wiasciwo$¢ R, to wystarczy rozwigzywaé problem

restrykcyjny PT. Problem Pr moze by¢ tatwiejszy do rozwigzywania z nastgpujacych po-

wodow:

(i) relaksacja Lagrange'a ograniczen (7) problemu restrykcyjnego jest na og6t silniejsza

od relaksacji Lagrange‘a problemu pierwotnego,

(ii) jezeli funkcja celu po relaksacji Lagrange‘a jest wklesta, to podczas rozwigzywania
zadania relaksacji Lagrange‘a wystarczy przeglada¢ punkty wierzchotkowe zbioru
Cr. Punkty wierzchotkowe moga mie¢ dodatkowe wtasciwosci, np. moga by¢ repre-
zentowane w postaci $ciezek w odpowiednich grafach, dzieki czemu rozwigzywanie

zadania relaksacji Lagrange‘a sie upraszcza,

(iii) sa mozliwe dalsze transformacje problemu restrykcyjnego (np. sieciowe), dzieki

czemu mozna otrzymac silniejsze relaksacje liniowe lub relaksacje Lagrange‘a.

Interesujace sa te przypadki, kiedy problem restrykcyjny P, mozna otrzymac z zadania
P przez dodanie prostych ograniczen. Ostabiajac wymagania dokladno$ciowe, otrzymu-

jemy metody restrykcyjne, ktére mogg byé wykorzystane jako narzedzia optymalizacji
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przyblizonej. W pracy sa analizowane transformacje restrykcyjne rozwazanego problemu

harmonogramowania.

2. Transformacja zadan harmonogramowania produkcji w systemach jedno-

stopniowych

Rozwazamy zbiér zdefiniowany przez réwnania bilansowe i kostkowe ograniczenia ma-

gazynowe

C = {(s,)/(t—D)+ z(t) —/(i) =dt, 0<*(t);Z,</(0< I ,t=\,....,T} (9

Dla ustalonego zapotrzebowania d zdefiniujmy zregularyzowane poziomy zapasow

ilid) = I[ = (/" )ieN okres$lone rekurencyjnym wzorem
(10)
a nastepnie zastgpmy ograniczenia /(£) > Lt,t = 1, ... ,T, przez silniejsze ograniczenia
1(1y>1r", t=1,...,T (11)
Analogicznie do definicji i[(d) wyznaczamy regularyzacje /*“ = /”(d) gérnego po-

ziomu zapasow 7t. Zauwazmy, ze dla dopuszczalnych stanéw /;(<) < /%, musi zachodzi¢
/i(i) —d,i(+1 < /*+1. Zatem silniejsze zrcgularyzowane poziomy zapaséw mozna wyznaczy¢

rekurencyjnie dlai = T, T —1..., 1,0 nastepujaco

(12)

przy czym [jo —/i(O).

Bedziemy dalej wykorzystywaé nastepujace, tatwe do udowodnienia wtasciwosci:

Lemat 1. Niech d" bedzie pewnym wektorem zapotrzebowania. Zrcyularyzowany poziom
zapasow bezpiecznych 1'(d”) (przy czym 1I(d) jest definiowany przez (10)), jest réwniez
regularny dla dowolnego d,d> d¥*, tzn., jezeli / = /*(d*), to P(d) = /i(oi"") dla dowolnego

d>d\
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Analogicznie mozna udowodnié¢, zc 1 = /[*“(ci*) implikuje, ii lu(d) —/*“(/") dla dowol-
nego d,d > d*.
Zbiér zapotrzebowan d dopuszczalnych z punktu widzenia zregularyzowanych wartosci

zapaséw oznaczamy przez IF(L,7) lub krotko przez T
T[1J) = {d\I\d) < /*(/)).

Zachodzi

a*6 T =>d€T forany d > d* (13)

Przyjmujemy dalej, ze sg juz wyznaczone minimalne i maksymalne zapasy //,/“,i =

1, ... ,T, zregularyzowane dla danego wektora zapotrzebowan d.

Lemat 2. (i) Jezeli stati Ir na koniec etapu r jest ponizej stanu dopuszczalnego dol-
nego, tzn. Ir < I'r, to nie istnieje trajektoria z produkcjg zerowa, czyli x(i) = 0 dla

t=r+ 1,...,a doprowadzajgca stan Irdo stanu dopuszczalnego I, > /(.

(i) Jezeli Ir < 1(1, to nie istnieje trajektoria z produkcja, zerowa, czyli x(i) = Odla

i=r+ 1,...,s, doprowadzajgca stan Irdo stanu niedopuszczalnego 1, > /*“.

Lemat 3. Rozwazane jest przejscie od sianuw etapie r do etapu $,$ > r. Zatézmy, ze

dane sg stany 7r,1,, spetniajagcewammki dopuszczalnosci I[ < Ir < 7“ oraz I\ < I, < 7%,
(i) Jezeli XT, = 7,+ dT+4+ d, - IT> 0, oraz Ir+ XT, < 7*+1 + dr+i, to sterowanie

i Xt, t=r+1
x(t) = < (14)
(0 t=r+ 2,...,s

realizuje trajektorie dopuszczalng w okresach r + 1,...,s.

(ii) Jezeli XT, = I, + dr+l + —fd3- Ir < 0, to trajektoria zprodukcjg zerowg ze stanu

I( = [,-)-dr+l 4 d,do stanu dopuszczalnego 1, jest trajektorig dopuszczalna.

Twierdzenie 1. Niech 11 1" bedzie zregularyzowanym poziomem zapaséw dla d’ 6 T,
d* < d° oraz (x°, 1°) beda .rozwigzaniem dopuszczalnym problemu P(d°). Dla dowolnego
d,d" < d < d° istnieje rozwigzanie dopuszczalne (x,1) problemu P(d) takie, ze 0 < x < x°

oraz I1< | < 1°
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Dowo6d. Poniewaz dokonalismy regularyzacji zapaséw dolnych i gérnych dla d' < d < d°,
wiec whasciwosci trajektorii sformutowane w lematach 2. i 3. sg stuszne dla wektora zapo-
trzebowan réwnego zaréwno d°, jak i d. Dla danego rozwigzania wieloetapowy horyzont
planowania mozna podzieli¢ na podgrupy sasiadujgcych ze sobg etapéw w taki sposdb, ze
kazdej podgrupie etapéw r+1,..., s odpowiada rozwigzanie elementarne o tej wtasciwosci,
ze niezerowa produkcja jest tylko w doktadnie jednym okresie t = r+ 1. Stad rozwigzanie
(x°, 1°) mozna podzieli¢ na czastkowe rozwigzania elementarne, czyli czastkowe trajekto-
rie od stanu 1° do 1° dla pewnych etapdw r,s. Niech 1 < t\ < tj < me < tu <T beda
indeksami wszystkich okreséw produkcyjnych, w ktérych jest produkcja niezerowa, czyli
z(tfc) > 0,k = 1, ..., K, natomiast x(t) = 0 dla pozostatych t.

Bedziemy analizowaé kolejne rozwigzania elementarne (trajektorie od stanu 1Tdo stanu
/j) od konca i pokazywa¢, ze po zamianie d° na d istnieje trajektoria dopuszczalna (x,1)
lezgca ponizej (x°, 1°). Rozwazmy trajektorie w okresach r + 1 , . . . przy czym poczat-
kowo przyjmijmy, ze s = 7/,-,r = 7), —1loraz /, = 1°

W danym kroku, w ktérym rozwazamy trajektorie od stanu !r do stanu /,, mamy
I, spetniajace I[ < I, < 1°0 Oznaczmy A-Y = 1° + d°+i + eom+ d° — 1° oraz
I, + dr+1 H td, —7° Jest oczywiste, ze XT, < X°,, przy czym trajektoria problemu
P° z 1° do 1° jest dopuszczalna.

Rozwazymy oddzielnie przypadki Xr3 > 0 i XT < 0. Jezeli Xrl > 0, to, zgodnie
z lematem 3.(i), zastepujac X°, przez Xr, oraz startujac z otrzymamy trajektorie
dopuszczalng problemu P tgczacg 1° z i,. Dopuszczalno$¢ wynika z faktu, iz ze wzgledu

na warunek, ze dt < d°dlai=r+ 1,...,s zachodzi /t< 1° dlaf=r+1,...,s, gdyz
[,= 1%+ XT, —dr+i —ee— d, = I, + dt+i +mme-(-d, <1°4-d41l + eom+ d> —1[1.

W drugim przypadku, jezeli zachodzi XTS < 0, to zgodnie z lematem 3.(ii) przyjmujemy
IT I, --dr+i + mm+ i wtedy dla problemu P trajektoria z zerowag produkcjg Xr, —
0 wychodzi w okresie r ze stanu Ir i doprowadza do stanu I, w okresie s, przy czym

analogicznie do poprzedniego zachodzi
h< 1° t=r,...,s

a zatem trajektoria ta jest dopuszczalna. Realizujac kolejno powyzej opisany krok dla po-

szczeg6lnych rozwigzan elementarnych, pokazujemy, ze dla d < d° istnieje dopuszczalne
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rozwigzanie (i, /) problemu P spetniajgce warunki x < z0i / < 1°. OtrzymaliSmy zatem

rozwigzanie dopuszczalne problemu P spetniajgce warunki 0 < x < and 11< / < 1°

(0]

Z twierdzenia 1. wynika nastepujacy wniosek dotyczacy mozliwos$ci zawezania zbioru
dopuszczalnego poprzez obnizenie gérnego ograniczenia dla stanu kofncowego AJ. Przyj-
mijmy, ze dla danego d = (di,.,., dj) mamy pewne rozwigzanie (i, 7) problemu P(d)
takie, ze stan koncowy spetnia warunek IT < jt < Ajt. Niech d’ = d oraz wprowadZmy
d° rézne od d jedynie w ostatnim okresie, t/f —dj + Jr —jt- Uzyskujemy problem P°, przy
czym rozwigzanie (x°, 1°) tak otrzymanego problemu P° uzyskane z (x,7) sprowadza stan
koncowy /°(7’) do wartosci /j.. Rozwigzanie to jest oczywiscie rownowazne rozwigzaniu
(x, A) problemu pierwotnego P o wartos$ci koncowej stanu magazynu Ar- Twierdzenie 1
moéwi, ze dla kazdego rozwigzania dopuszczalnego (i°, 1°) problemu P° dajacego stan
koricowy 1°(T) = Aj. (temu rozwiazaniu odpowiada (x, 7) problemu P takie, ze 7r > Aj.),
mozna znalezé rozwigzanie dopuszczalne (x,l) problemu P sprowadzajgce do stanu kon-
cowego Aj- i spetniajace 0 < x < x° oraz 1< A< 7° Zatem dla monotonicznie rosnacych
funkcji kosztéow F(x), //(/) mozemy obnizy¢ stan koncowy /£ do poziomu Aj. bez obawy

utraty optymalnego rozwigzania.

Transformacje restrykcyjne
Zbidr ograniczen strukturalnych C dla jednostopniowego problemu wielowymiarowego
ze zregularyzowanymi ograniczeniami na. poziomy zapaséw minimalnych i maksymalnych

jest postaci

L= {(x,A):1(t- 1)+ *(/)- 1(1) = dt, x(t) >0, I[ < I(t) < /“ i=1..,T} (15)

przy czym wszystkie parametry i zmienne sg wektorami. Zbiéor C mozna oczywiscie zde-
komponowaé na niezalezne podzbiory £; dla poszczegélnych wyrobdéw i 6 N.

Szczegblna postaé zbioru rozwigzan dopuszczalnych C pozwala na wygodng charak-
teryzacje bazowych rozwigzan odpowiadajacych punktom wierzchotkowym {j/r : r 6 R}
oraz kierunkéw dopuszczalnych (yd : d € D). Obecne rozwazania umozliwig modyfika-
cje zbioru dopuszczalnego poprzez pominiecie rozwigzan jednorodnych oraz (ewentualnie)

zawezenie wielo$cianu rozpietego na punktach wierzchotkowych odpowiadajgcych dopusz-
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czalnym rozwigzaniom bazowym.
Cb={y*y€Cy-= W » gdzief A= 1,0<\bbe B]
beB beB
przy czym y = (x,l). Jest to wiclo$cian ograniczony, otrzymany z £ przez pominigcie
rozwigzan jednorodnych odpowiadajacych kierunkom dopuszczalnym.

Korzystny zbiér restrykcyjny uzyskujemy dokonujac nastepujacego zawezenia
E>{(*.1):(*,nHee, LT)=rm} (16)

Nastepnie podstawiajac 1? = I i dokonujac ponownej regularyzacji poziomoéwgoérnych
za pomocag wzoru (12) otrzymujemy regularyzacje £ r zbioru restrykcyjnego £°. Zbior £r
mozna przedstawi¢ réwnowaznie jako kombinacje wypukta rozwigzan wierzchotkowych
Er = {y:y6 £,y = £ Aryr, gdzief Ar=10< A,r 6 R] (17)
reérR rgfi
gdzie {yr,r S R} jest zbiorem punktéw wierzchotkowych.
W rezultacie otrzymujemy nastepujacy (restrykcyjny) problem optymalizacji:

Problem Pr:

min F(y) (18)

przy ograniczeniach
H{y) < 0 (19)
ye€ £r. (20)

Twierdzenie 2. Jezeli w problemie jednostopniowym z ogélnymi poziomami zapaséw dol-
nych i gérnych funkcje F,H sg monotonicznie niernalejgce, natomiast zbi6r £ r jest regu-

laryzacjg zbioi-u zdefiniowanego przez (16), to problem P ma witasciwo$¢ R.

Dowéd. Twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia 4.4, pracy [7], str.87 na przypadek
dowolnych pozioméw zapaséw minimalnych i maksymalnych. Zbiér £ mozna zdekompo-
nowa¢ na niezalezne podzbiory £,- dia poszczegélnych wyrobéw i G N. Dla uproszczenia
zapisu pomijamy dalejindeks wyroboéw i irozwazamy pojedynczy wyro6b. Jezeli dla pro-
blemu P z zapotrzebowaniem ddlay = (z,/) € £ zachodzi I(T) = b> 1j,to rozwigzanie
to mozna przedstawié¢ réwnowaznie jako pewne rozwigzanie dopuszczalne y pewnego pro-

blemu P otrzymanego z P przez zamiang zapotrzebowania w ostatnim okresie do wartosci
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d¢T —dr + b—/j. Poniewaz dodatkowo rozwigzanie to ma stan koncowy réwny iT, wiec
zachodzi y 6 £r(d), tj. rozwigzanie to nalezy do restrykcji problemu P.

Z twierdzenia 1. wynika zatem natychmiast, ze dla dowolnego y; = (x,-, /,) € C, istnieje
rozbicie y; = vy- -f y- takie, ze y; € £}y oraz y- > 0, przy czym C,, jest tworzone dla i
analogicznie do (16).

Na zakonczenie podstawiamy y = (y;);gjv. Z monotonicznos$ci F oraz H wynika, ze

F{y) < F(y) oraz Il(y) < H(y) < 0.0

3. Transformacja zadan harinonogramowania produkcji w systemach wielo-

stopniowych

Charakteryzacja zbioru C dla systeméw wielostopniowych.

W przypadku systemoéw produkcyjnych ztozonych z wielu stopni produkcyjnych sie-

ciowe ograniczenia bilanséw magazynowych wszystkich wyrobéw sa postaci
li(i - 1)+ ii(l) - /(i) = dit + rijXj(), i £ N\t=\, ..., T (21)

yes,-
przy czym Si - zbiér bezposrednich nastepnikéw produktu i w grafie struktury produktéw
[7]. Stosujac rekurencyjnie podstawienie
Ei{t) = /i(i) + ryEs{t) oraz Dit= dit+ ~ r@Djt (22)
¢6S. Ei.

poczawszy od wyrobéw finalnych, nastepnie ich sktadowych, az dochodzac do surowcoéw i
innych pierwotnych sktadnikéw (nie majacych poprzednikéw w grafie struktury produk-

téw), bilanse magazynowe mozna przedstawi¢ w réwnowaznej postaci

Ei(t-1)+xi{i)-Ei(t) = Diu isN;t=1,...,T (23)

z dodatkowym warunkiem

2>yA(0-£i(0<0, P€EN;t=\ ..., T (24)
RS,
lub ogélniejszym (przy niezerowych zapasach minimalnych)

U -f  rAEfit) - E(t) <0, GEN;t=1,...,T (25)
RS,
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przy czym (23) jest zbiorem “fatwych™ ograniczeh strukturalnych, a (25) mozna wiaczy¢
do ograniczen zasobowych poddawanych np. relaksacji Lagrange‘a. Jezeli ograniczenia
(25) zostang dotgczone do (2), to funkcja Il nie bedzie funkcja,monotonicznie niemalejaca
i nie mozna wtedy wykorzystaé twierdzenia 4.4 z pracy [7] do uzasadnienia transformacji
sieciowej. Pokazemy jednak dalej, ze rowniez w rozwazanym przypadku ogdlnego modelu
produkcji wielostopniowej zadanie posiada wtasciwo$¢ R pozwalajgcg na transformacje
sieciowq.

WprowadZmy do zbioru C problemu P sieciowe ograniczenia bilanséw magazynowych

wszystkich wyrobéw postaci

ro= {OGDM(E-D+x(1)-Rx(t)~1[t) = d,0 < x(0;L < /(O < lut= 1, ..-.T) (26)

przy czym macierz R —[r,,] jest macierzg przeptywu materiatéow w systemie. Problem P
jest teraz og6lnym zadaniem hannonogramowania produkcji w systemach wielostopnio-
wych, w ktérym, identycznie jak dla systemo6w jednostopniowych, funkcja F(y) reprezen-
tuje wszystkie koszty produkcji i magazynowania, natomiast H(y) reprezentuje ogranicze-
nia na dostepne zasoby (oraz ewentualnie inne warunki ograniczajgce wartosci zmiennych

produkcyjnych oraz magazynowych).

Twierdzenie 3. Niech 71/ beda zregularyzowanymi poziomami dla d* (EJ-. Je$li d' <
d(x) dla dopuszczalnych x 6 X, funkcje F, Il sg monotonicznie niemalejace, to problem

P ma wtasciwo$¢ R.

Dow6d. W odroéznieniu od systemoéw jednostopniowych zbioru C nie mozna bezpo-
$rednio zdekomponowa¢ na niezalezne podzbiory Ci dla poszczeg6lnych wyrob6éw i 6 N.
Dla ustalonego rozwigzania dopuszczalnego y° = (z°, 1°) zdefiniujmy dla kazdego i 6 N

dn{x°) = dii + J2jes, rHxj(t) oraz okreslmy nastepujgce czastkowe zbiory dopuszczalne
£° = Ci(di(x°)) = {(X,-/,) : li(t - 1) + xi(t) - /i(i) = dit(x°),
xi(0>0,/!,< /i(t)</S,i= 1 T) 27)

Dla kazdego zhioru C° okreslamy zbior restrykcyjny C°T przyjmujac stan koricowy maga-
zynéw réwny Ifr = I\T. Dla kazdego ustalonego i € N mamy problem jednostopniowy i

bezposrednio z twierdzenia 2. wynika, ze dla dopuszczalnego rozwigzania y° istnieje nie
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gorsze rozwigzanie y = (x, /) problemu restrykcyjnego C° z warunkiem 17 = 17. Roz-
wigzanie to jednak w ogo6lnosci nie spetnia réwnan bilansow materiatowych pierwotnego
problemu wielostopniowego P.

Pokazemy teraz, ze otrzymane rozwigzanie y 6 £° mozna przeksztatci¢c w dopusz-
czalne rozwigzanie nalezgce do zbioru restrykcyjnego £ r, czyli istnieje rozbiciey = y +y
takie, ze y £ £rorazy > 0.

Zauwazmy, ze dla ustalonego i d;((x) jest funkcjg zmiennych xj tylko dla tych wyroboéw
j £ Si, ktére sa nastepnikami wyrobu i.

Pokazemy dla kolejnych wyrobéw i wybieranych w odpowiedniej kolejnosci, ze z roz-
wigzania yi — (*,-, li) € £°r mozna uzyska¢ dopuszczalne rozwigzanie restrykcyjne spet-
niajagce réwnania bilansu materiatlowego. Rozpoczniemy od wyrobdéw finalnych, ktére w
grafie C nie posiadaja nastepnikéw (dla ktérych 5- = 0). W dalszych krokach bedziemy
wyznaczaé rekurencyjnie nowe wartosci x,(i), I,(t) kolejno dla bezposrednich poprzedni-
kéw wyrobdéw finalnych, ich bezpos$rednich poprzednikéw itd., idgc w goére strumienia
struktury asortymentowej produktéw, az do surowcow.

Dla ustalonego i niech juz bedzie wyznaczone dopuszczalne rozwigzanie restrykcyjne
ij dlaj 6 5,. Zapotrzebowanie d,,(x) spetnia warunek

dn(i) = dit-f 53 r«jz,(0 < di,(xc)
JESi

Stad z twierdzenia 1. wynika istnienie rozwigzania y- = (x,-, /i) dopuszczalnego dla i-tego

podproblemu restrykcyjnego (z warunkiem /“r = I\7) nalezacego do zbioru

Ex(<w/(i)) = {(*- 1))« L(C- D -Fx{(t) - li[t) = dit(x),

Xi(t)>0,11t<li(t)<ir,t=\,...,T) (28)

Na zakonczenie podstawiamy y = (yi)iEN- Z monotoniczno$ci F oraz H wynikadlay < vy,

ze -F(y) < F(y) oraz H{y) < H(y) < OD

Regularyzacja zapaséw przy spetnieniu wymagania, ze d’ < d(x) dla kazdego dopusz-
czalnego x, moze spowodowaé, ze zostanie utworzona restrykcja problemu. Jezeli jednak
warunek ten jest spetniony, to jest to jedyny warunek wymagany do uzyskania restryk-

cji koncowego poziomu zapaséw. Twierdzenie 3. lokalizuje zatem miejsce restrykcji do
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problemu znalezienia odpowiedniego zapotrzebowania d‘ wymaganego do regularyzacji
zapasow.

Jezeli nie zostanie zapewniony warunek d" < d(x) dla pewnych x, czyli gdy regula-
ryzacja zapcisow nie bedzie dostatecznie silna, to przyjecie restrykcji przez podstawienie
minimalnego poziomu zapaséw kohAcowych moze spowodowaé suboptymalno$é rozwigza-
nia. Dla zagwarantowania zachowania przynajmniej jednego z rozwigzahn optymalnych
nalezy przyktadowo zrezygnowac z restrykcji stanu zapaséw koncowych dla wyrobéw nie

bedacych wyrobami finalnymi.
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Abstract

The general lot-size scheduling problem for multi-stage systems in the presence of
the general minimum and maximum limitations on stock levels is analysed. Equivalent
restrictive transformations, which arc based on modifications of stock limitations, are
presented.

It was shown, that, under relatively weak assumptions, the problem can be transformed
into an equivalent restrictive optimization problem with the reduced inventory levels. The
sufficient conditions for such transformation, which are based on regularization of the
minimum and maximum stock levels, are given and proved.



