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S t r e s z c z e n ie .  Jest rozważane harm onogram owanie produkcji w ieloetapow ej re­
alizowanej w porcjach w złożonych, w ielostopniow ych system ach produkcyjnych z 
uw zględnieniem  ogólnego m odelu ograniczeń m agazynow ych. B adane są  restryk­
cyjne transform acje rozważanego problem u harm onogram owania oparte na m o d y ­
fikacji dopuszczalnych poziom ów  zapasów.

R E S T R I C T I V E  T R A N S F O R M A T I O N S  O F  G E N E R A L  L O T -S IZ E  
S C H E D U L I N G  P R O B L E M S  W I T H  I N V E N T O R Y  L IM IT A T IO N S

S u m m a r y . T h e  general lot-size scheduling problem  for m ulti-stage system  is con­
sidered in the presence of the general m inim um  and m axim um  lim itations on stock  
levels. Equivalent restrictive transform ations, which are based on m odifications of 
stock lim ita tion s, are presented.

1 . S fo r m u ło w a n ie  p r o b le m u

W  pracy jest analizow any ogólny m odel zadania w ieloetapow ego harm onogram ow a­

nia produkcji porcjam i w złożonych, w ielostopniowych system ach produkcyjnych z uw z­

ględnien iem  ogólnego m odelu ograniczeń m agazynowych (dolnych i górnych). W  sy s te ­

m ie produkcyjnym  je st  realizowana produkcja zbioru N  rodzajów wyrobów . Do celów  

harm onogram ow ania produkcji w dłuższym  horyzoncie czasu przyjm ujem y, że  horyzont 

planow ania zosta ł podzielony na T  dyskretnych okresów. R ozw ażam y łączn ą  produkcję  

i m agazynow anie wyrobów w każdym z tych okresów, pom ijam y n atom iast szczegółow e  

warunki ograniczające, np. kolejnościowc w krótszych przedziałach czasow ych .

Z apotrzebow anie d tt na wyrób i 6  N  w okresie t musi być realizowane najpóźniej na  

koniec okresu t ,  przy czym  wyrób m oże być produkowany w b ieżącym  okresie, bądź też w 

okresach poprzedzających, w tym  ostatn im  przypadku m uszą być utrzym yw ane niezerow e
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zapasy w okresie poprzedzającym .

W prow adźm y następujące zm ienne decyzyjne:

Xj ( t )  - łączna wielkość produkcji wyrobu i  w okresie l ,

/¿ (i) - stan  zapasu wyrobu i pod koniec okresu t.
Zakładam y, że /(O) — 0. W  dalszej części pracy będziem y stosow ać następującą no­

tację: d la  zbioru zm iennych x , ( i ) , t  €  N , t  =  oznaczam y x ( i )  =  (x i(i)) ,g /v  dla

t — 1 , . . . , T  oraz x  =  ( i ( l ) , . . . ,  x ( r ) ) .  Podobnie tw orzym y I ( t )  oraz I .  O znaczm y

y  =

O to ogólna postać rozważanego zadania harm onogram owania produkcji 

P r o b le m  P:

min F [ y )  (1)

przy ograniczeniach

H { y )  <  0 (2)

y  e  £ • (3)

przy czyin  C  =  l>,y >  0} jest wyróżnionym  w ielościanem  w ypukłym  określa­

jącym  strukturalną część warunków ograniczających zbiór dopuszczalny, A  -  m acierz o 

w ym iarach m  na n ,m  <  n o pełnym  rzędzie, (2) określa zbiór trudniejszych ograniczeń  

(np . zasobow ych), n atom iast (3) określa zbiór ograniczeń łatw iejszych, o specjalnej stru k ­

turze, zaw ierający równania bilansów m ateriałow ych i ograniczenia typu ’’kostkow ego”.

Naw et jeżeli zbiór dopuszczalnych rozwiązań problem u ( 2 ) , . . . ,  (3) jest ograniczony, 

je st  całk iem  praw dopodobne, ze zbiór C jest nieograniczony.

W  ogólnym  przypadku zbiór C jest nieograniczonym  w ielościanem , którego punkty  

m ożna przedstaw ić jako

y =  Y ,  W  +  (4 )
r£R re-S

przy czym

=  U 0 <  Ar, r S  R  (5)

oraz p., >  0 dla w szystkich  s S S.  Zbiór {y r|r 6  R }  jest zbiorem  bazow ych rozwiązań

dopuszczalnych, natom iast { y ’ \s €  S )  je st zbiorem  bazowych kierunków dopuszczalnych.

N iech

£ r  =  {j/l y e  C , y  =  Y l  Aryr, gdzie Ar =  1 ,0  <  Ar, r  €  E )
r£R r£R
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będzie w ielościanem  ograniczonym , otrzym anym  z £  przez pom inięcie  rozw iązań jedno­

rodnych odpow iadających  kierunkom dopuszczalnym . O trzym ujem y następujący (restryk­

cyjny) problem  optym alizacji 

P r o b le m  Pr :

m in F ( y )  (6)

przy ograniczeniach

H ( y )  <  o (7)

y  6  £ r (8)

M ówim y, że problem  P  m a właściwość  Ti, jeżeli dla dowolnego rozw iązania dopusz­

czalnego y  problem u P  istnieje rozbicie y  — y +  y,  takie że y  6  C r , A y  =  0 oraz H ( y )  <  0

i F ( y )  <  F ( y ) .

Z łatw ością  m ożna wykazać, że jeżeli Problem P  posiadający w łaściw ość R  m a skoń­

czone rozw iązanie op tym alne, to istnieje optym alne rozwiązanie problem u P  będące jed ­

nocześnie op tym alnym  rozwiązaniem  problem u Pr .

Jeżeli rozw ażane zadanie P  m a w łaściwość R,  to w ystarczy rozw iązyw ać problem  

restrykcyjny PT. Problem  Pr m oże być łatw iejszy do rozw iązyw ania z następujących po­

wodów:

(i) relaksacja L agrange'a ograniczeń (7) problem u restrykcyjnego je st na ogół siln iejsza  

od relaksacji Lagrange‘a problem u pierwotnego,

(ii) jeże li funkcja celu po relaksacji Lagrange‘a jest w klęsła, to podczas rozw iązyw ania  

zadania  relaksacji Lagrange‘a w ystarczy przeglądać punkty w ierzchołkow e zbioru  

C r . P unk ty  w ierzchołkow e m ogą m ieć dodatkow e w łaściw ości, np. m ogą być repre­

zentow ane w  postaci ścieżek w odpowiednich grafach, dzięki czem u rozw iązyw anie  

zadania  relaksacji Lagrange‘a się  upraszcza,

(iii) są  m ożliw e dalsze transform acje problem u restrykcyjnego (np . sieciow e), dzięki 

czem u m ożna otrzym ać siln iejsze relaksacje liniowe lub relaksacje Lagrange‘a.

Interesujące są  te przypadki, kiedy problem  restrykcyjny P,  m ożna o trzym ać z zadania  

P  przez dodanie prostych ograniczeń. O słabiając w ym agania dokladnościow e, o trzym u­

jem y m eto d y  restrykcyjne, które m ogą być w ykorzystane jako narzędzia optym alizacji
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przybliżonej. W  pracy są analizow ane transform acje restrykcyjne rozw ażanego problem u  

harm onogram owania.

2 . T r a n s fo r m a c ja  z a d a ń  h a r m o n o g r a m o w a n ia  p r o d u k c j i  w  s y s t e m a c h  j e d n o -  

s to p n io w y c h

R ozw ażam y zbiór zdefiniowany przez równania bilansowe i kostkowe ograniczen ia m a­

gazynow e

a n astęp n ie  zastąpm y ograniczenia /(£ ) >  L t , t  =  1, . . .  , T ,  przez siln iejsze ograniczen ia

A nalogiczn ie do definicji i [ (d)  w yznaczam y regularyzację / “ =  / ”(d) górnego p o ­

ziom u zapasów  7t. Zauważmy, że dla dopuszczalnych stanów  /;(<) <  / “(, m usi zachodzić  

/ ¡ ( i )  —d , i ( + 1  <  / “,+1. Zatem  silniejsze zrcgularyzowane  poziom y zapasów m ożna w yznaczyć  

rekurencyjnie d la i =  T ,T  — 1 . . . ,  1 , 0  następująco

przy czym  [¡o — /¡(O).

B ęd ziem y dalej w ykorzystyw ać następujące, łatwe do udow odnienia w łaściw ości:

L e m a t  1 . Niech d" będzie pewnym wektorem zapotrzebowania.  Zrcyularyzowany poz i om  

zapasów bezpiecznych l ' ( d ’ ) (przy  czym I l(d) j es t  def iniowany pr zez  (10)) ,  j e s t  również

C ‘ = { ( s , / ) | / ( t — 1) +  z ( t )  — / ( i )  = dt , 0 < * ( t ) ; Z , < / ( 0 <  I „ t  =  \ , . . . , T }  (9)

D la  ustalonego zapotrzebow ania d  zdefiniujm y zregularyzowane poziom y zapasów  

¡ l id)  =  I[ =  ( / '  ) ieN określone rekurencyjnym  wzorem

( 10)

/ ( / ) > / ' ,  t =  1, . . . , T (11)

( 12)

regularny dla dowolnego d , d >  d*, tzn.,  j eżel i  /  =  /*(d *), to P ( d )  =  / i(oi") dla dowolnego

d > d \
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A nalog iczn ie  m ożna udow odnić, ż c  1 =  /'“(ci*) im plikuje, i i  I u(d) — / “( / ’ ) d la dow ol­

nego d , d  >  d*.

Zbiór zapotrzebow ań d  dopuszczalnych z punktu w idzenia zregularyzowanych w artości 

zapasów oznaczam y przez IF(L,7)  lub krótko przez T

T [ l J )  =  { d \ l \ d )  < / “( / ) ) .

Zachodzi

ci* 6  T  = >  d  €  T  for any d  >  d ‘ (13)

Przyjm ujem y dalej, że są już w yznaczone m inim alne i m aksym alne zapasy / / ,  / “, i  =  

1, . . .  ,T ,  zregularyzowane d la  danego wektora zapotrzebowań d.

L e m a t  2 . (i) Jeżel i  stat i  Ir na koniec etapu r j es t  poniżej  s tanu dopuszczalnego dol­

nego, tzn.  Ir <  l'r , to nie istnieje trajektoria z  produkcją zerową,  czyli  x ( i )  =  0 dla 

t =  r +  1 , . . . ,  a,  doprowadzająca s tan Ir do s tanu dopuszczalnego I ,  >  / ( .

(i i)  Jeżel i  Ir <  1(1, to nie istnieje trajektoria z  produkcja,  zerową,  czyli  x ( i )  =  0 dla

i =  r  +  1 , . . .  , s ,  doprowadzająca stan Ir do s tanu niedopuszczalnego 1, >  / “ .

L e m a t  3 .  Rozważane  j es t  przejście od s ianu w etapie r do etapu $ , $  >  r .  Za łóż my,  że

dane są  s t any  7r, I , ,  spełniające wammki  dopuszczalności  l [  <  I r <  7“ oraz  l \  <  I ,  <  7“ .

(i) Jeżel i  X T, =  7, +  dT+,--|-+  d,  -  IT >  0 , oraz Ir +  X T,  <  7“+1 +  dr + i , to s t erowanie

i  X t , t =  r +  1 
x ( t )  =  < (14)

( 0  t =  r +  2 , . . . , s

realizuje t rajektorię dopuszczalną w  okresach r  +  1 , . . .  , s .

(i i)  Jeżel i  X T,  =  I,  +  dr+l + ---- f- d3 -  I r <  0, to trajektoria z  produkcją zerową ze s tanu

/ (  =  /„-)- dr+l -1 d,  do s tanu dopuszczalnego I,  j e s t  t rajektorią dopuszczalną.

T w ie r d z e n ie  1 . Niech I 1, I" będzie zregularyzowanym p oz i om em  zapasów dla d’ 6  T , 

d‘ <  d° oraz  (x°,  1°) będą . rozwiązaniem dopuszczalnym problemu P ( d ° ) .  Dla dowolnego  

d, d'  <  d  <  d°, i s tnieje rozwiązanie dopuszczalne  (x , I ) problemu P ( d )  takie, że  0 <  x  <  x°  

oraz I 1 <  I  <  1°.
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Dowód.  Poniew aż dokonaliśm y regularyzacji zapasów dolnych i górnych dla d '  <  d <  d°,  

w ięc w łaściw ości trajektorii sform ułowane w lem atach 2. i 3. są słuszn e dla w ektora zapo­

trzebow ań równego zarówno d° , jak i d. Dla danego rozwiązania w ieloetapow y horyzont 

planow ania m ożna podzielić  na podgrupy sąsiadujących ze sobą etapów  w taki sposób, że  

każdej podgrupie etapów  r + 1 , . . . ,  s  odpow iada rozwiązanie elem entarne o tej w łaściw ości, 

że niezerow a produkcja jest tylko w dokładnie jednym  okresie t  =  r +  1. S tąd  rozw iązanie  

(x° ,  I °) m ożna podzielić  na cząstkowe rozwiązania elem entarne, czyli cząstkow e trajekto­

rie od stanu 1° do 1° dla pewnych etapów  r , s .  N iech 1 <  t \  <  t j  <  •■• <  t u  < T  będą  

indeksam i w szystkich  okresów produkcyjnych, w których jest produkcja n iezerow a, czyli 

z(tfc) >  0 , k =  1, . . . ,  K ,  natom iast x ( t )  =  0 dla pozostałych t.

B ędziem y analizow ać kolejne rozwiązania elem entarne (trajektorie od stanu I T do stanu  

/ j )  od końca i pokazyw ać, że po zam ianie d° na d  istn ieje trajektoria dopuszczalna (x , I ) 

leżąca poniżej (x ° , 1°).  Rozważm y trajektorie w okresach r +  1 , . . . przy czym  p o czą t­

kowo przyjm ijm y, że s  =  7/,-, r  =  7), — 1 oraz / ,  =  1°,

W  danym  kroku, w którym  rozważam y trajektorie od stanu !r do stanu / , ,  m am y

I,  sp ełn iające  I[ <  I,  <  1°. O znaczm y A-“, =  1° +  d°+i +  • • ■ +  d° — 1° oraz X r,  =

I,  +  d r + 1 H 1- d ,  — 7°. Jest oczyw iste , że X T, <  X°„,  przy czym  trajektoria  problem u

P °  z  I °  do 1° jest dopuszczalna.

R ozw ażym y oddzieln ie przypadki X r3 >  0 i X T,  <  0. Jeżeli X rl >  0, to , zgodnie  

z lem atem  3 .(i) , zastępując X ° ,  przez X r,  oraz startując z otrzym am y trajektorię  

dopuszczalną problem u P  łączącą 1° z i , .  D opuszczalność w ynika z faktu , iż ze w zględu  

na warunek, że dt <  d° dla i =  r +  1 , . . . ,  s  zachodzi / t <  1° dla f =  r  +  1 , . . . ,  s ,  gdyż

/ , =  / “ +  X T, — dr+i — • • —  d, =  I,  +  dt+i  +■■•-(- d,  <  1° 4- d“+1 +  • • ■ +  d^ — l°t .

W  drugim  przypadku, jeżeli zachodzi X TS <  0, to zgodnie z lem atem  3 .(ii) przyjm ujem y  

IT I ,  -(- dr+i +  ■■■ +  i w tedy dla problemu P  trajektoria z zerow ą produkcją X r,  — 

0 w ychodzi w okresie r ze stanu Ir i doprowadza do stanu I,  w okresie s , przy czym  

analogicznie do poprzedniego zachodzi

h <  1° t =  r , . . . , s

a zatem  trajektoria  ta  jest dopuszczalna. Realizując kolejno powyżej opisany krok d la  po­

szczególnych rozwiązań elem entarnych, pokazujem y, że d la d <  d° istn ieje  dopuszczalne
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rozw iązanie ( i ,  / )  problem u P  spełn iające warunki x  <  z 0 i /  <  1°. O trzym aliśm y zatem  

rozw iązanie dopuszczalne problem u P  spełn iające warunki 0 <  x  <  and I 1 <  /  <  1°.  

O

Z tw ierdzenia  1. wynika następujący wniosek dotyczący m ożliw ości zaw ężania zbioru  

dopuszczalnego poprzez obniżenie górnego ograniczenia d la stanu końcow ego AJ. P rzyj­

mijm y, że  d la  danego d =  ( d i , . , . ,  d j )  m am y pewne rozw iązanie ( i ,  7) problem u P ( d )  

takie, że stan  końcow y sp ełn ia  warunek I lT <  ¡t  <  Ajt. Niech d ’ =  d oraz w prow adźm y  

d° różne od d  jedyn ie  w ostatn im  okresie, t/f — d j  +  Jr — ¡t - U zyskujem y problem  P ° , przy  

czym  rozw iązanie (x°, 1°) tak otrzym anego problem u P °  uzyskane z (x , 7) sprow adza stan  

końcowy / ° ( 7 ’) do wartości /j.. Rozwiązanie to  jest oczyw iście rów now ażne rozw iązaniu  

(x , A) problem u pierw otnego P  o wartości końcowej stanu m agazynu Ar- T w ierdzenie  1. 

m ów i, że  d la  każdego rozwiązania dopuszczalnego ( i ° ,  1°) problem u P °  dającego stan  

końcowy I ° ( T )  =  Aj. (tem u rozwiązaniu odpow iada (x , 7) problem u P  tak ie , że  7r >  Aj.), 

m ożna znaleźć rozw iązanie dopuszczalne ( x , I )  problem u P  sprow adzające do stanu koń­

cowego Aj- i sp ełn iające 0 <  x <  x°  oraz I 1 <  A <  7°. Z atem  dla m onoton iczn ie  rosnących  

funkcji kosztów  F ( x ) ,  / / ( / )  m ożem y obniżyć stan końcowy /£  do poziom u Aj. bez obaw y  

utraty op tym alnego  rozwiązania.

Transform acje restrykcyjne

Zbiór ograniczeń strukturalnych C  dla jednostopniow ego problem u w ielow ym iarow ego  

ze zregularyzow anym i ograniczeniam i na. poziom y zapasów m inim alnych i m aksym alnych  

jest postaci

L  =  { ( x , A ) : I ( t -  1 ) +  * ( / ) -  1(1) =  d t, x ( t )  >  0, l [  <  I ( t )  <  / “, i  =  1, . . . , T }  (15)

przy czym  w szystk ie  param etry i zm ienne są wektoram i. Zbiór C  m ożna  oczyw iście  zde- 

kom ponow ać na niezależne podzbiory £ ;  dla poszczególnych w yrobów i 6  N.

Szczególna postać  zbioru rozwiązań dopuszczalnych C  pozwala na w ygod ną charak­

teryzację bazow ych rozwiązań odpow iadających punktom  w ierzchołkow ym  {j/r : r 6  R }  

oraz kierunków dopuszczalnych ( y d : d €  D ) .  O becne rozw ażania um ożliw ią  m odyfika­

cję zbioru dopuszczalnego poprzez pom inięcie rozwiązań jednorodnych oraz (ew entualn ie)  

zaw ężenie w ielościanu rozpiętego na punktach wierzchołkowych odpow iadających dopusz­
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czalnym  rozw iązaniom  bazow ym .

Cb =  {y '• y € C, y  =  W »  gdzie £  A* =  1,0 < \ b,b e  B]
beB beB

przy czym  y =  (x , I ). Jest to wiclościan ograniczony, otrzym any z £  przez pom inięcie  

rozw iązań jednorodnych odpow iadających kierunkom  dopuszczalnym .

K orzystny zbiór restrykcyjny uzyskujem y dokonując następującego zaw ężenia

£ > { ( * , / ) : ( * , / ) € £ ,  1(T) =  I'T} .  (16)

N astęp n ie  podstaw iając I? =  I [T i dokonując ponownej regularyzacji poziom ów  górnych

za pom ocą wzoru (12) otrzym ujem y regularyzację £ r zbioru restrykcyjnego £ ° .  Zbiór £ r 

m ożna przedstaw ić równoważnie jako kom binację w ypukłą rozwiązań wierzchołkow ych

£r  =  {y : y 6  £ , y  =  £  Ary r, gdzie £  Ar =  1 ,0  <  A „ r  6  R ] (17)
r £R rgfi

gdzie {yr, r  S R } jest zbiorem  punktów wierzchołkowych.

W  rezu ltacie  otrzym ujem y następujący (restrykcyjny) problem  optym alizacji: 

P r o b le m  Pr :

m in F( y )  (18)

przy ograniczeniach

H { y )  <  0 (19)

y €  £ r. (20)

T w ie r d z e n ie  2 . Jeżeli  w problemie j ednos t opni owym z  ogólnymi  p o z i o m am i  za pa s ów dol­

nych i górnych funkcje  F , H  są monotonicznie  niernalejące, nat omias t  zbiór  £ r j e s t  regu- 

laryzacją zbioi-u zdefiniowanego przez  (16),  to problem P  ma  właśc iwość  R.

Dowód.  T w ierdzenie je st uogólnieniem  twierdzenia 4 .4 , pracy [7], str.87 na przypadek  

dow olnych poziom ów  zapasów m inim alnych i m aksym alnych. Zbiór £  m ożna zdekom po- 

now ać na niezależne podzbiory £,- dia poszczególnych wyrobów i  G N.  D la uproszczen ia  

zapisu pom ijam y dalej indeks wyrobów i i rozważam y pojedynczy wyrób. Jeżeli d la  pro­

blem u P  z  zapotrzebow aniem  d  dla y  =  ( z ,  / )  €  £  zachodzi I ( T )  =  b >  I j ,  to  rozw iązanie

to m ożna przedstaw ić równoważnie jako pew ne rozwiązanie dopuszczalne y  pew nego pro­

blem u P  o trzym anego z P  przez zam ianę zapotrzebow ania w ostatn im  okresie do w artości
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d-T — dr +  b — / j .  Poniew aż dodatkowo rozwiązanie to m a stan końcowy równy i lT , w ięc  

zachodzi y  6  £ r(d), tj. rozwiązanie to należy do restrykcji problem u P .

Z tw ierdzenia  1. wynika zatem  natychm iast, że dla dowolnego y; =  (x,-, / , )  €  C,  istn ieje  

rozbicie y; =  y,- - f  y,- takie, że y; €  £ ,y  oraz y,- >  0, przy czym  C „  jest tw orzone d la i 

analogicznie do (16).

Na zakończen ie podstaw iam y y =  (y;);gjv. Z m onotoniczności F  oraz H  wynika, ze  

F{y )  <  F ( y )  oraz I l ( y )  <  H ( y )  <  0 .0

3. T r a n s fo r m a c ja  z a d a ń  h a r in o n o g r a m o w a n ia  p r o d u k c j i  w  s y s t e m a c h  w ie lo ­

s t o p n io w y c h

C harakteryzacja zbioru C  d la system ów  w ielostopniowych.

W  przypadku system ów  produkcyjnych złożonych z wielu stopni produkcyjnych sie ­

ciowe ograniczen ia  bilansów m agazynowych w szystkich wyrobów są postaci

/¡ ( i  -  1) +  i i ( l )  -  /,-(i) =  dit +  r ijX j(i), i £  N \ t  =  \ ,  . . . , T  (21)
yes,-

przy czym  Si  -  zbiór bezpośrednich następników produktu i w grafie struktury produktów  

[7]. Stosując rekurencyjnie podstaw ienie

Ei { t )  =  /¡ ( i)  +  r y E s {t )  oraz D it =  d it +  ^  r(J-D jt (22)
¿6 S. ;£ i.

począw szy od  w yrobów finalnych, następnie ich składow ych, aż dochodząc do surowców i 

innych pierw otnych składników  (nie m ających poprzedników w grafie struktury produk­

tów ), b ilanse m agazynow e m ożna przedstawić w równoważnej postaci

E i ( t - l ) + x i { i ) - E i ( t )  =  D iu i s N ; t = l , . . . , T  (23)

z dodatkow ym  warunkiem

2 > y Ą ( 0 - £ i ( 0 < 0 ,  i  €  N ; t  =  \ ,  . . . , T  (24)
RS,

lub ogóln iejszym  (przy niezerowych zapasach m inim alnych)

U  -f  r ^ E f i t )  -  E, ( t )  <  0 , i € N ; t  =  l , . . . , T  (25)
RS,
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przy czym  (23) jest zbiorem  ’’łatwych" ograniczeń strukturalnych, a  (25) m ożn a  w łączyć  

do ograniczeń zasobow ych poddawanych np. relaksacji Lagrange‘a. Jeżeli ograniczen ia  

(25) zostaną  dołączone do (2 ), to funkcja II nie będzie funkcja,m onotonicznie n iem alejącą  

i n ie m ożna w ted y  w ykorzystać tw ierdzenia 4.4 z pracy [7] do uzasadnien ia  transform acji 

sieciow ej. Pokażem y jednak dalej, że również w rozważanym  przypadku ogólnego m odelu  

produkcji w ielostopniow ej zadanie posiada w łaściwość R  pozw alającą na transform ację  

sieciow ą.

W prow adźm y do zbioru C  problem u P  sieciowe ograniczenia bilansów  m agazynow ych  

w szystk ich  w yrobów  postaci

r  =  { ( x , I ) \ I ( t - l ) + x ( l ) - R x ( t ) ~ I [ t )  =  d „ 0 <  x ( 0 ; L  <  / ( O  <  l u t  =  1, . . - . T )  (26)

przy czym  m acierz R — [r,,] je st m acierzą przepływ u m ateriałów  w sy stem ie. P roblem  P  

je st  teraz ogólnym  zadaniem  hannonogram ow ania produkcji w system ach  w ielostopn io­

w ych, w którym , identyczn ie jak dla system ów  jednostopniow ych , funkcja F ( y )  reprezen­

tu je  w szystk ie  koszty produkcji i m agazynowania, natom iast H ( y )  reprezentuje ogranicze­

n ia  na d ostęp ne zasoby (oraz ew entualnie inne warunki ograniczające wartości zm iennych  

produkcyjnych oraz m agazynow ych).

T w ie r d z e n ie  3 . Niech  71, / “ będą zregularyzowanymi  p o z i o ma mi  dla d'  (E J - . Jeśl i  d '  <  

d( x)  dla dopuszczalnych x 6  X , funkcje F, II są monotonicznie  niemalejące,  to problem  

P  ma wł aśc iwość  R.

Dowód.  W  odróżnieniu od system ów  jednostopniow ych zbioru C  nie m ożna b ezp o ­

średnio zdekom ponow ać na niezależne podzbiory Ci dla poszczególnych w yrobów  i 6  N.  

D la  usta lon ego  rozw iązania  dopuszczalnego y°  =  (z°, I°)  zdefiniujm y dla każdego i  6  N  

dn{ x°)  =  di i +  J2jes, r Hx j ( t )  oraz określm y następujące cząstkow e zbiory dopuszczalne

£ °  =  Ci (d i( x° ) )  =  {(X,-,/,-) : li(t  -  1) +  x¡(t) -  /¡ ( i)  =  dit(x °),

x i ( 0 > 0 , / ! , <  / i ( ł ) < / S , i =  1 T )  (27)

D la  każdego zbioru C°  określam y zbiór restrykcyjny C°T przyjm ując stan końcow y m aga­

zynów  równy Ifr  =  I\T. D la  każdego ustalonego i €  N  m am y problem  jednostopn iow y i 

bezpośrednio  z tw ierdzenia 2. wynika, że  dla dopuszczalnego rozw iązania y°  istn ieje  nie
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gorsze rozw iązanie y =  (x,  / )  problem u restrykcyjnego C°  z warunkiem  l 7  =  I7 . R oz­

w iązanie to jednak w ogólności nie sp ełn ia  równań bilansów m ateriałow ych pierw otnego  

problem u w ielostopniow ego P.

Pokażem y teraz, że  otrzym ane rozwiązanie y  6  £ °  m ożna przek szta łc ić  w dopusz­

czalne rozw iązanie należące do zbioru restrykcyjnego £ r, czyli istn ieje  rozb icie y  =  y  +  y  

takie, że  y  £  £ r oraz y  >  0.

Zauw ażm y, że  d la  ustalonego i  d;((x )  je st funkcją zm iennych Xj  tylko d la tych w yrobów  

j  £  Si,  k tóre są następnikam i wyrobu i.

Pokażem y dla kolejnych wyrobów i wybieranych w odpowiedniej kolejności, że z  roz­

w iązania yi — (*,-, l i) €  £°r m ożna uzyskać dopuszczalne rozw iązanie restrykcyjne sp e ł­

niające rów nania b ilansu m ateriałow ego. R ozpoczniem y od wyrobów finalnych, które w  

grafie C  n ie posiad ają  następników (dla  których 5,- =  0). W  dalszych krokach będziem y  

w yznaczać rekurencyjnie nowe wartości x ,( i) ,  l , ( t )  kolejno dla bezpośrednich poprzedni­

ków w yrobów  finalnych, ich bezpośrednich poprzedników itd ., idąc w góre strum ienia  

struktury asortym entow ej produktów , aż do surowców.

D la ustalonego i  niech już będzie w yznaczone dopuszczalne rozw iązanie restrykcyjne  

i j  d la j  6  5 , .  Z apotrzebow anie d ,,(x ) sp ełn ia  warunek

d n ( i )  =  d it -f 5 3  r« jż ,(0  <  d i , (xc)
;'£Si

Stąd  z tw ierdzenia  1. w ynika istn ien ie rozwiązania y,- =  (x,-, /¡) dopuszczalnego dla i-tego  

podproblem u restrykcyjnego (z warunkiem  /"r  =  l \7 ) należącego do zbioru

£,>(<■/,( i ) )  =  {(*,-, Ii) : / ,( (  -  1) -f x {(t)  -  Ii [ t )  =  dit(x) ,

X i ( t ) > 0 , l l t < I i ( t ) < i r „ t  =  \ , . . . , T )  (28)

Na zakończenie podstaw iam y y =  (yi)i£N-  Z m onotoniczności F  oraz H  w ynika dla y  <  y , 

że -F(y) < F( y )  oraz H{ y )  <  H( y )  <  OD

R egularyzacja zapasów przy spełn ieniu  w ym agania, że d ’ <  d(x)  dla każdego dopusz­

czalnego x , m oże spowodować, że zostanie utworzona restrykcja problem u. Jeżeli jednak  

warunek ten  jest spełniony, to jest to  jedyny warunek w ym agany do uzyskania restryk­

cji końcow ego poziom u zapasów . T w ierdzenie 3. lokalizuje zatem  m iejsce restrykcji do
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problem u znalezien ia  odpow iedniego zapotrzebowania d ‘ w ym aganego do regularyzacji 

zapasów.

Jeżeli n ie zostan ie  zapew niony warunek d" <  d(x)  dla pewnych x , czyli gdy regula- 

ryzacja zapćisów n ie  będzie dostateczn ie silna, to przyjęcie restrykcji przez podstaw ien ie  

m inim alnego poziom u zapasów końcowych m oże spowodować subop tym aln ość rozw iąza­

nia. D la  zagw arantow ania zachowania przynajm niej jednego z rozwiązań optym alnych  

należy  przykładow o zrezygnować z restrykcji stanu zapasów końcowych dla w yrobów nie  

będących  wyrobam i finalnym i.
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A bstract

T h e general lo t-size  scheduling problem  for m ulti-stage system s in th e  presence of  
the general m inim um  and m axim um  lim itations on stock levels is analysed. Equivalent 
restrictive transform ations, which arc based on m odifications of stock lim ita tion s, are 
presented.

It w as show n, th a t, under relatively weak assum ptions, the problem  can b e  transform ed  
into  an equivalent restrictive op tim ization  problem  with the reduced inventory levels. T he  
sufficient conditions for such transform ation, which are based on regularization o f the  
m inim um  and m axim um  stock levels, are given and proved.


