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PRZEDSTAWIENIE 1 PARAMETRY ZASTEPCZE KRZYWYCH OGRZEWANIA
I OSTYGANIA W UKLADACH NIELINIOWYCH O n STOPNIACH SWOBODY

Streszczenie; W aparaturze, zdozonej z grzejnika
elektrycznego, ostony, termometru i w pewnych przypad-
kach takze 1 innych ciat, wyznaczano krzywe ogrzewania
i ostygania. Wykazywaty one wptyw nieliniowosci ukdadu.
W zwigzku z tym przy stosowaniu znanych metod wyznacza-
nia statych rownania () wynikdy przy opracowaniu wy-
nikéw doswiadczalnych pewne trudnosci. Dlatego opraco-
wano metode, ktdra pozwala wyraznie oddzieli¢ od sie-
bie charakterystyczne cechy otrzymanych krzywych:

Krzywe maja charakter wykdadniczy jak w ukdtadzie
liniowym jednoskd#adnikowym dla duzych wartosci zmien-
nej niezaleznej.

Dla mniejszych wartosci wystepuje wptyw nielinio-
wosci uktadu, wreszcie przy wartosciach poczatkowych
zmiennej niezaleznej wystepuje wptyw szybko zanika-
Jacych wyk*adniczych czdonoéw dodatkowych.

Uzyte wzory interpolacyjne zostaty uzyskane za po-
moca rozwigzan nieliniowego réwnania (2) dotyczacego
uktadu jednosktadnikowego nieliniowego [2]. Wystepu-
jace w réwnaniu \2) wielkosci moga by¢ wyznaczone na
podstawie przebiegu krzywych w uktadzie poétlogaryt-
micznym 1 nastepnie mogg by¢ uzyte jako parametry za-
stepcze dla scharakteryzowania ukdtadu, do ktérego od-
nosza sie wyniki pomiaru.
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1. 7lstep

Artykut niniejszy nawigzuje do rozdziatu V rozprawy dok-
torskiej autora [3]- W rozprawie tej rozpatrzono zmiany tem-
peratur w uktadzie n cial, z ktdérych jedno zawiera zrodto
ciepta zalaczane 1 wykaczane w okreslonych chwilach i1 ktore
wymieniajg ciepto w osrodku gazowym miedzy sobg i z otocze-
niem. Postugujac sie teorig liniowg wyprowadzi+ autor wyra-
zenia dla temperatur uktadu w nastepujacej postaci:

n ~k*
& = AL, e + 672, i=1..... n )
1 k=1 1k 1

gdzie:
6 . temperatury w stanie ustalonym,
- state wyznaczone z warunkéw poczgtkowych,

1k
state rzeczywiste ujemne.

W podrecznikach noswieconych przyblizonym metodom przed-
stawienia funkcji znajdujemy metode wyznaczania statych
wystepujacych w réwnaniu (1). Metoda ta ma te wade, ze przy
jej stosowaniu wystepujg duzo czdony, ktorych roznica jest
mata, wskutek czego mozliwe sg duze biedy w wyznaczaniu sta-
+ych.

Istnieje ponadto druga przyczyna, dla ktérej szukano in-
nej formuty interpolacyjnej do przedstawienia krzywych ogrze-
wania 1 ostygania otrzymanych w ukdadzie z¥ozonym z grzejni-
ka elektrycznego, osloni*-, termometru, z dodatkiem lub bez
dodatkowych ciat; krzywe te wykazuja bowiem odstepstwa od
teorii zaktadajacej, ze uk#ad jest liniowy, u rozdziale 11
pracy [3] rozpatrywano wptyw nieliniowosci ukfadu na zmiany
temperatury w procesie ogrzewania i ostygania w ukdadzie
Jednosktadnikowym wymieniajagcym ciepto z otoczeniem, Wplyw
ten uwzgledniono réwniez w niniejszej pracy przy rozpatry-
waniu uktadu n ciat.
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2. Nieliniowos¢ w uktadzie .jednosktadnikowym
wymieniajgcym ciepto z otoczeniem

Wezmy najprostszy przypadek, w ktorym proces ogrzewania
opisany jest rownaniem rézniczkowym [2]:

K dr/dt + Sh|~ - gQ + alro(@izil- BO)2i= N @

gdzie;
K - pojemnos¢ cieplna ukdadu,
S - powierzchnia uk#adu,
h - "wspotczynnik wymiany ciepta,
a1*0 - wspotczynnik temperaturowy,
U - moc zrodda ciepta (przy ostyganiu N = 0),

- temperatura uktadu i1 otoczenia.

Przy rozwigzywaniu roéwnania (2) przyjeto nastepujace warun-
ki poczatkowe

dla ogrzewania t = 0, ~
dla ostygania t * 0,

Dla ogrzewania najbardziej dogodna postac¢ rozwigzania
jest nastepujaca:

oot » . 92 .
1 oct ®
1-¢e
przy czym —Sh+\S'2ﬁ2+4NSha
2Sh al,O
-Sh -yS2h2 + 4 NS h al
()
2 o 2Sh al,O

NS2h2 + 4 NS halo E, - ")Sh a, c

ot K ) K
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Dla ostygania otrzymuje sie rownanie

; -(Sh/K)t e' - 8
1= @1+ - .- -Vsh/K)t ®
B *
przy czym
e\ >
(6)
0 = Vv ~—- ~
° %0
gdzie:

B - stata, wyznaczona z warunkéw poczatkowych.

3. Krzywe ogrzewania

Po zlogarytmowaniu rownania (3) dochodzi sie do zaleznos$-
ci nastepujacej:

Ig (01 - v\) = 0¢t/2,303 + Jg A - 1Ig D @)

przy czym

)
o, . 1 Ct
(13 dc

W réwnaniu () lewa strona zawiera temperature zmierzong

oraz stalg temperature d~t ktérg nalezy odpowiednio
dobrac¢. Metoda nie pozwala na uzycie wartosci zbyt bliskich
stanu ustalonego, poniewaz w tym przypadku wartos¢ logarytmu
moze byc¢ obarczona znacznym bdedem. Poniewaz krzywe pomiaro-
we nie byty doprowadzone do stanu ustalonego, wartosci <9
wyznaczono za pomocg prob. Wartos¢ 6L daje sie wyznaczyC z
doktadnoscig takg sama, z jakg odbywaly sie odczyty tempera-
tur (do 1/10°c). Aby uwidocznié,jak wyraznie temperatura ta



Przedstawienie i parametry zastepcze ... 7

wptywa na wyznaczane state, przeliczono kazdg krzywg w dwu
wariantach frozne 8 ), z ktdérych zawsze jeden daje lepsza
zgodnos¢ z doswiadczeniem. 0Od wyboru wartosci 6" zalezy
ksztatt krzywych, jak po pokazuje rysunek 1.

er ~70°c
er i20-6s°c
ei-A~64,5°C
1=63,5°C
er A,=62,5°C
6r A=67°C
70 min.

Rys,1. Y/plyw wartosci

na krzywe ogrzewania .-Wszytkie

krzywe przedstawiajg te same wyni-
ki pomiarowe

Jezeli wezmiemy
pod uwage prawa stro-
ne réwnania (7), wi-
dzimy, ze dwa pierwi-
sze czitony wyznacza-
ja prostag, czion
trzeci jest zmienny,
przy czym C <O.

Dla duzych wartosci

t wyrazenie to jest
réwne zeru I wzrasta
ku malejgcym t. W po-
czatkowej czesci krzy-
wej nalezy oczekiwac
niezgodnosci, spowodo-
wanej faktem, ze

uktad jest wielosktad-
nikowy. Wpdyw ten do-
daje sie do poprzed-
niego, powodujac, ze
krzywe nie maja prze-
giecia.

Ta dyskusja 1 ob-
serwacja rysunku 1
powoduja, ze nie mo-
zemy wybiera¢ 6"~ do-
wolnie. 0Od gory Wwar-
tosci te sa ograniczo-
ne poniewaz charak-
ter krzywych dla za
duzych nie zgadza
sie z teorig (poja-

wia sie punkt przegiecia, podobnie, jak w przypadku krzy-
wych ostyganiaj. Od dotu sg one ograniczone za pomocg hie-

réwnosci, wynikajacej z teorii
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Za pomocag prob znaleziono, ze dla przewagi przypadkéw naj-
lepsze wartosci (najlepsza zgodnos¢ z doswiadczeniem) otrzy-
mujemy dla A/( O™ - ) bliskiego 2, ale nieco mniejszego.

4. Wyznaczanie parametréow zastepczych ukdadu dla ogrzewania

Koncowy odcinek krzywych opisanych rownaniem (1) mozemy
przedstawi¢ za pomocag réwnania

Ig (&1 - = oct/2,303 + Ig A

skad mozemy prosto wyznaczy¢ wielkosci A 1 cc,
Wartos¢ D wyliczano dla wybranych t ze wzoru

D . 1+ «*>*[ A N ®

Za pomocag wzorow

r~0" 02}y=t"~d ("o m Oi}e~t RN T

C<o D> 1 G]> 1

otrzymujemy warunki, pozwalajace sprawdzi¢ poprawnos¢ wyzna-
czenia statych;

e**>11 - DI

+1=-1=( -D) e“at an
I 0 ¢

Ostatnia wielkos¢ jest utamkiem whasciwym ujemnym*
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Roéznice 6™ - obliczono ze wzoru

fi2
lo“ 62= 01" "o” 01- W “ D )

Dla pordwnania zgodnosci uzyskanej formudy z doswiadczeniem,
obliczano temperatury ze wzoru

& - x\ eat @3

"Wyznaczenie wszystkich statych réwnania wymaga uzycia
trzech punktoéw.

Trzeci punkt obierano w tej czesci krzywej, gdzie wyste-
powaty odstepstwa od przebiegu prostoliniowego.

Dla oceny btedu wielkosci cc wyznaczano te wielkos¢ dla
trzech kombinacji punktéw koncowego odcinka prostoliniowego.
Stad wyliczano Srednig i1 przy jej pomocy 6" - dla po-
réwnania z doswiadczeniem.

5. Krzywe ost.ygania

Po ztogarytmowaniu rownania (5) otrzymuje sie zaleznosc¢
nastepujaca?

Ig (~ - W)--St -Jj -+iga-1gD 14

przy czym
A« (Q\ - 02)/B

15
i 2t =
D=1--e Kk
5
Poniewaz koncowy odcinek krzywych ostygania w skali pot-
logarytmicznej jest prostoliniowy, mozemy go przedstawic¢ za
pomocg réwnania
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Rys, 3. Krzywe 1g( - D) dla estygania, (W celu

uzyskania przejrzystosci poszczegdélne grupy krzywych

przesunieto w goére lub w doék. Odpowiednie krzywe maja
na poczatku napisang pierwszag swg rzedna)
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Z rownania tego mozemy wyznaczyC¢ wielkosci o = - Sh/K
oraz al _ B. Dla oceny btedu brano pod uwage trzy pary war-
tosci czasu 1 przy ich pomocy wyliczano Srednie wartosci.

Wartosci B wyliczano za pomocg wartosci Sredniej

Wielkosé a , obliczano z wielkosci B i .a B,e
1,0 sr sr 1,0 sr

Wielkos¢ ( ; o)obi wyliczono z pednego wzoru, dla spraw-
dzenia doktadnosci wyznaczonych statych.

W tym przypadku do wyznaczenia statych potrzebne sg zasad-
niczo dwa punkty. Krzywa nie da sie wiec tak elastycznie do-
pasowa¢ do wartosci pomiarowych jak w poprzednim przypadku.
Poréwnanie wartosci pomiarowych z obliczonymi na podstawie
formuty pokazuje, ze wieksze odchylenia rzedu 1 C wystepuja
na granicy czesci prostoliniowej. (Efekt jest niezalezny od
obranego sposobu obliczania).

Rysunki 2 i1 3 przedstawiajg w skali potlogarytmicznej Kkil-
ka krzywych ogrzewania i1 ostygania uzyskanych z pomiaroéw.
Rysunek 4 przedstawia typowg krzywg ostygania I ogrzewania
w funkcji czasu.

W tablicach 1 i Il przytoczono wyniki opracowania krzy-
wych rysunku 2 i 3, przyktadowo dla krzywych nr 18, 23, 30,
45 dotyczacych ogrzewania i krzywych nr 18, 30, 45, 65 doty-
czacych ostygania.

Praca wptyneda do redakcji 10.X1.1961
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riPEACTABJIEHME M 3AMEIEAIC>mIlIE 11IAPAMETPBI
KPMBbIX HArPEBAHMfl M 0XJIA2KfIEHMH B HEJIMHEit-
HBIX CMCTEMAX, MMEK)IHMX n CTEnEHEKt CBOEO”BI

PeSK)me

no noBOfly HeKOTopbix aaTpy”"HeHHit npii ncnoab30BaHnn oSbia-
ho M3BecTHoro MeTO”a onpe”ejieHMa Ha ocHOBaHnn pe3yjibTaTOB
3KcnepnMeHTa nocToaHHDbix b ypaBHeHMM (1) w Toace no noBO?™y,
hto pedyjibTaTbi MSMepeHMH KpwBbix HarpeBa h oxjiaxi*;eHMH b cm-
CTeMe, cocTOHHj;eH M3 saeKTpnnecKoro HarpeBaTejia, noKpoBa, Tep-
MOMeTpa m bo3moxcho flpym x Tea, OTpajKaiOT BanaHne HeanHeii-
Horo xapaxTepa CMCTeMbi, Bbipa6oTaHO cae,n,yiomMM MeTO#, koto-
pbin flaeT BO3MOJKHOCTB OT”ejiMTh ot ce6a cae”yiOHj;Me xapaKTep-
Hbie aepThbi noayaeHHbix KpnBbix:

KpMBbie MMeiOT SKCnoHeHpiiaabHbiM xapaKTep Xxax b oahokom-
noHeiiTHoii aMHeitHoii CMCTeMe, p a 6o0oabiHMx 3HaneHHM He3aBncn-
Moro nepeMeHHoOoro.

Ecan He3aBHCMMaa nepeMeHHaa npnnnMaeT MeHbuiMe 3Haae-
Hna, BbicTynaer BanaHne HeanHenHOCTn cncTeMbi; npn HanaabHbix
oneHb Maabix 3HaaeHMax He3aBncwMoro nepeMeHHoro BbiCTynaeT
BanaHne CKopo 3aTyxakK>m;Mx 3KcnoHeHu,MaabHbix A,o06aBOHHbix
aaeHOB.

Mcnoab30BaHHDbie nHTepnoaapnoHHDbie cbhopMyabi noayneHO npn
noMomw pemeHHa ypaBnenna (2), npnHaAaencamero k neanHennon
OAHOKOMnoHeHTHoii CMCTeMe, ecan oho npeACTasaeHO b noayaora-
pnc*MHHecKon HiKaae.

nocToaHHDbie, KOTopbie BbicTynaiOT b ypaBHeHMM (2) MoryT
SbiTb BbiHMcaeHbi no flaHHbiM kpmbbix m Mcnoab30BaHbi Kax 3a-
Mem;aK)H~*"Me napaMeTpbi rjih onncaHMa CMCTeMbi, k KOTopon otho-
chtch pe3yabTaTbi H3MepeHnNn.
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REPRESENTATION AND EQUIVALENT PARAMETERS
OF THE HEATING AND COOLING CURVES IN THE NONLINEAR
SYSTEMS WITH n DEGREES OF FREEDOM

Summary

The commonly used method of determining the constants of the equa-
tion (1) (from the experimental dates) performs some difficulties. The
received curves of heating and cooling in a system composed from electric
heater, cover, thermometer with or without some other bodies, exhibited
also the influence of nonlinearity of the system. Therefore in the paper
is given a new method which distinguishes three pecularities of received
curves:

For great values of independent variable the curve has the form of
a simple exponential function (as in the linear monocomponent system).
For smaller values the nonlinearity of the system is exhibited. For initial
small values of independent variable is the influence of the other expo-
nential terms visible, which vanishes rapidly.

The interpolation formulae were received from the solutions of the
nonlinear equation (2) of monocomponent system represented in the half-
logarithmic scale.

Coefficients appearing in the equation (2) can be determined from
the form of the curves and then these values can be used as equivalent
parameters for description of the system.



