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PRZEDSTAWIENIE I PARAMETRY ZASTĘPCZE KRZYWYCH OGRZEWANIA 
I OSTYGANIA W UKŁADACH NIELINIOWYCH O n STOPNIACH SWOBODY

Streszczenie; W aparaturze, złożonej z grzejnika 
elektrycznego, osłony, termometru i w pewnych przypad­
kach także i innych ciał, wyznaczano krzywe ogrzewania 
i ostygania. Wykazywały one wpływ nieliniowości układu. 
W związku z tym przy stosowaniu znanych metod wyznacza­
nia stałych równania (1) wynikły przy opracowaniu wy­
ników doświadczalnych pewne trudności. Dlatego opraco­
wano metodę, która pozwala wyraźnie oddzielić od sie­
bie charakterystyczne cechy otrzymanych krzywych:

Krzywe mają charakter wykładniczy jak w układzie 
liniowym jednoskładnikowym dla dużych wartości zmien­
nej niezależnej.

Dla mniejszych wartości występuje wpływ nielinio­
wości układu, wreszcie przy wartościach początkowych 
zmiennej niezależnej występuje wpływ szybko zanika­
jących wykładniczych członów dodatkowych.

Użyte wzory interpolacyjne zostały uzyskane za po­
mocą rozwiązań nieliniowego równania (2) dotyczącego 
układu jednoskładnikowego nieliniowego [2]. Występu­
jące w równaniu \2.) wielkości mogą być wyznaczone na 
podstawie przebiegu krzywych w układzie półlogaryt- 
micznym i następnie mogą być użyte jako parametry za­
stępcze dla scharakteryzowania układu, do którego od­
noszą się wyniki pomiaru.
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1 .  7 / s t ę p

Artykuł niniejszy nawiązuje do rozdziału V rozprawy dok­
torskiej autora [3]. W rozprawie tej rozpatrzono zmiany tem­
peratur w układzie n ciał, z których jedno zawiera źródło 
ciepła załączane i wyłączane w określonych chwilach i które 
wymieniają ciepło w ośrodku gazowym między sobą i z otocze­
niem. Posługując się teorią liniową wyprowadził autor wyra­
żenia dla temperatur układu w następującej postaci:

n ^k*
& = , A., e + 6?., i=1.....n f 1)
1 k=1 llc 1

temperatury w stanie ustalonym, 
stałe wyznaczone z warunków początkowych, 
stałe rzeczywiste ujemne.

W podręcznikach noświęconych przybliżonym metodom przed­
stawienia funkcji znajdujemy metodę wyznaczania stałych 
występujących w równaniu (1). Metoda ta ma tę wadę, że przy 
jej stosowaniu występują dużo człony, których różnica jest 
mała, wskutek czego możliwe są duże błędy w wyznaczaniu sta­
łych.

Istnieje ponadto druga przyczyna, dla której szukano in­
nej formuły interpolacyjnej do przedstawienia krzywych ogrze­
wania i ostygania otrzymanych w układzie złożonym z grzejni­
ka elektrycznego, osłoni'-, termometru, z dodatkiem lub bez 
dodatkowych ciał; krzywe te wykazują bowiem odstępstwa od 
teorii zakładającej, że układ jest liniowy, u rozdziale II 
pracy [3] rozpatrywano wpływ nieliniowości układu na zmiany 
temperatury w procesie ogrzewania i ostygania w układzie 
jednoskładnikowym wymieniającym ciepło z otoczeniem, Wpływ 
ten uwzględniono również w niniejszej pracy przy rozpatry­
waniu układu n ciał.

gdzie:
6 -i
A.. - lk
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2. Nieliniowość w układzie .jednoskładnikowym 
wymieniającym ciepło z otoczeniem

Weźmy najprostszy przypadek, w którym proces ogrzewania 
opisany jest równaniem różniczkowym [2]:

K d^/dt + S h | ^  - ą*Q + a1 ô(i;i1- i>0)2j= N (2)

gdzie;
K 
S 
h 
a
1*0

- pojemność cieplna układu,
- powierzchnia układu,
- 'współczynnik wymiany ciepła,
- współczynnik temperaturowy,

U - moc źródła ciepła (przy ostyganiu N = 0),
- temperatura układu i otoczenia.

Przy rozwiązywaniu równania (2) przyjęto następujące warun­
ki początkowe

dla ogrzewania t = O, ^
dla ostygania t * O, ^
Dla ogrzewania najbardziej dogodna postać rozwiązania 

jest następująca:

oct »1 -  92 
1 oct

1 - ć e
przy czym .2. 2- S h  + \ S h + 4 N S h a

2 S h a1 , 0

2 o
-S h - y S2h2 + 4 N S h a1

2 S h a1 , 0

ot
^S2h2 + 4 N S h a 1 o  (£, - ^ ) S h  a,, c 

K . K
-  6> fł OC =

(3)

(4)
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Dla ostygania otrzymuje się równanie

; - (S h /K )t  e ' -  8 '
1 = (91 + - . - -Vsh/K)t

B *
(5)

przy czym

e \ =»

0 = V* ~ — ~o a,1,o

(6 )

gdzie:
B - stała, wyznaczona z warunków początkowych.

3. Krzywe ogrzewania

Po zlogarytmowaniu równania (3) dochodzi się do zależnoś­
ci następującej:

lg ( 0 1 - v \ ) = oćt/2,303 + ]g A - lg D (7)

przy czym

A = V -  d 2

-r, . 1 OC t
“ c*

fs)

W równaniu (7 ) lewa strona zawiera temperaturę zmierzoną 
oraz stałą temperaturę d^t którą należy odpowiednio 

dobrać. Metoda nie pozwala na użycie wartości zbyt bliskich 
stanu ustalonego, ponieważ w tym przypadku wartość logarytmu 
może być obarczona znacznym błędem. Ponieważ krzywe pomiaro­
we nie były doprowadzone do stanu ustalonego, wartości <9 
wyznaczono za pomocą prób. Wartość 6L daje się wyznaczyć z 
dokładnością taką samą, z jaką odbywały się odczyty tempera­
tur (do 1/10°c). Aby uwidocznić,jak wyraźnie temperatura ta
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wpływa na wyznaczane stałe, przeliczono każdą krzywą w dwu 
wariantach fróżne 8 ), z których zawsze jeden daje lepszą 
zgodność z doświadczeniem. Od wyboru wartości 6^ zależy 
kształt krzywych, jak po pokazuje rysunek 1.

Jeżeli weźmiemy 
pod uwagę prawą stro­
nę równania (7), wi­
dzimy, że dwa pierwi- 
sze człony wyznacza­
ją prostą, człon 
trzeci jest zmienny, 
przy czym C < 0 .
Dla dużych wartości 
t wyrażenie to jest 
równe zeru i wzrasta 
ku malejącym t. W po­
czątkowej części krzy­
wej należy oczekiwać 
niezgodności, spowodo­
wanej faktem, że 
układ jest wieloskład­
nikowy. Wpływ ten do­
daje się do poprzed­
niego, powodując, że 
krzywe nie mają prze­
gięcia.

Ta dyskusja i ob­
serwacja rysunku 1 
powodują, że nie mo­
żemy wybierać 6^ do-

er ^70°c

er i>0-6 s °c  

ei-Ą~64,5°C 
1=63,5°C

e r Ą,=62,5°C

6r Ą=6?°C

70 min.

Rys,1. Y/pływ wartości
na krzywe ogrzewania .-Wszytkie 
krzywe przedstawiają te same wyni­

ki pomiarowe

wolnie. Od gory ’war­
tości te są ograniczo­
ne ponieważ charak­
ter krzywych dla za 
dużych nie zgadza 
się z teorią (poja­

wia się punkt przegięcia, podobnie, jak w przypadku krzy­
wych ostyganiaj. Od dołu są one ograniczone za pomocą nie­
równości, wynikającej z teorii
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Za pomocą prób znaleziono, że dla przewagi przypadków naj­
lepsze wartości (najlepszą zgodność z doświadczeniem) otrzy­
mujemy dla A / (  0^ -  ) bliskiego 2, ale nieco mniejszego.

4. Wyznaczanie parametrów zastępczych układu dla ogrzewania
Końcowy odcinek krzywych opisanych równaniem ( l )  możemy 

przedstawić za pomocą równania

lg ( 6>1 - = oct/2,303 + lg A

skąd możemy prosto wyznaczyć wielkości A i cc ,
Wartość D wyliczano dla wybranych t ze wzoru

D . 1 + « “ * [ ^ - l ]  (9)

Za pomocą wzorów

A -  - (  e ,  -

1 cc t
c = r r u e

r ^ 0 " 02} = t ^ d ( ^o ■ 0 i} e ^ t " l̂l

C <  0 D >  1 IG | >  1
otrzymujemy warunki, pozwalające sprawdzić poprawność wyzna­
czenia stałych;

• * * > 1 1  - Dl

+ 1 = - 1  = (1 - D) e“ at (11)e. - cI O
Ostatnia wielkość jest ułamkiem właściwym ujemnym*
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Różnicę 6̂  -  obliczono ze wzoru

lo “ 6 2 = 0 1 " ' o ^  01 - i>Q “ 1) fl2)

Dla porównania zgodności uzyskanej formuły z doświadczeniem, 
obliczano temperatury ze wzoru

ć?1 - x \ e at (13)

'Wyznaczenie wszystkich stałych równania wymaga użycia 
trzech punktów.

Trzeci punkt obierano w tej części krzywej, gdzie wystę­
powały odstępstwa od przebiegu prostoliniowego.

Dla oceny błędu wielkości cc wyznaczano tę wielkość dla 
trzech kombinacji punktów końcowego odcinka prostoliniowego. 
Stąd wyliczano średnią i przy jej pomocy 6^ - dla po­
równania z doświadczeniem.

5. Krzywe ost.ygania
Po złogarytmowaniu równania (5) otrzymuje się zależność 

następującą?

Ig ( ̂  - i/o) - - SŁ -Jj_- + ig a - lg D (14) 

przy czym
A « ( Q \ -  0 2 ) /B

(15)i _ J2Ł t D = 1 - -  e k
±5

Ponieważ końcowy odcinek krzywych ostygania w skali pół- 
logarytmicznej jest prostoliniowy, możemy go przedstawić za 
pomocą równania
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Rys, 3. Krzywe lg( - i) ) dla estygania, (W celu 
uzyskania przejrzystości poszczególne grupy krzywych 
przesunięto w górę lub w dół. Odpowiednie krzywe mają

na początku napisaną pierwszą swą rzędną)
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Z równania tego możemy wyznaczyć wielkości o( = -  Sh/K 
oraz a1 _ B. Dla oceny błędu brano pod uwagę trzy pary war­
tości cżasu i przy ich pomocy wyliczano średnie wartości. 

Wartości B wyliczano za pomocą wartości średniej
Wielkość a. , obliczano z wielkości B, i a. B, •1,o sr sr i, o sr
Wielkość ( ) ., wyliczono z pełnego wzoru, dla spraw-' i o obi
dzenia dokładności wyznaczonych stałych.

W tym przypadku do wyznaczenia stałych potrzebne są zasad­
niczo dwa punkty. Krzywa nie da się więc tak elastycznie do­
pasować do wartości pomiarowych jak w poprzednim przypadku. 
Porównanie wartości pomiarowych z obliczonymi na podstawie 
formuły pokazuje, że większe odchylenia rzędu 1 C występują 
na granicy części prostoliniowej. (Efekt jest niezależny od 
obranego sposobu obliczania).

Rysunki 2 i 3 przedstawiają w skali półlogarytmicznej kil­
ka krzywych ogrzewania i ostygania uzyskanych z pomiarów. 
Rysunek 4 przedstawia typową krzywą ostygania i ogrzewania 
w funkcji czasu.

W tablicach I i II przytoczono wyniki opracowania krzy­
wych rysunku 2 i 3, przykładowo dla krzywych nr 18, 2 3, 30,
45 dotyczących ogrzewania i krzywych nr 18, 3 0, 45, 65 doty­
czących ostygania.

Praca wpłynęła do redakcji 10.XI.1961
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riPE^CTABJIEHME M 3AMEIĘAIC>milE I1APAMETPBI 
KPMBbIX HArPEBAHMfl M 0XJIA2KflEHMH B HEJIMHEił- 
HBIX CMCTEMAX, MMEK)IH,MX n CTEnEHEKt CBOEO^BI

P e  3  K) m  e

n o  n o B O fly  H eK O T o p b ix  a a T p y ^ H e H H ił n p i i  n c n o a b 3 0 B a H n n  o S b ia -  
h o  M 3B ecT H oro  M eT O ^a o n p e ^ e j ie H M a  H a o cH O B aH n n  p e 3 y jib T a T O B  
3 K c n e p n M e H T a  n o c T o a H H b ix  b  ypaB H eH M M  ( 1 )  w T o a c e  n o  n o B O ^ y ,  
h t o  p e 3 y j ib T a T b i  M SM epeHM H K p w B b ix  H a r p e B a  h  o x jiax i^ ;eH M H  b  cm -  
CTeM e, cocTOHHj;eH M3 s a e K T p n n e c K o r o  H a r p e B a T e j ia , n o K p o B a , T e p -  
M O M eTpa m  b o 3 m o x c h o  f l p y m x  T e a ,  O TpajK aiO T B a n a H n e  H e a n H e i i -  
H o r o  x a p a x T e p a  CMCTeMbi, B b ip a ó o T a H O  cae,n ,y iom M M  M eT O #, k o t o -  
p b iń  f la e T  B03M 0JKH 0CTB O T ^ejiM T b o t  c e 6 a  cae^ yiO H j;M e x a p a K T e p -  
H b ie  a e p T b i  n o a y a e H H b ix  K p n B b ix :

K p M B b ie  MMeiOT S K C n o H eH p iia a b H b iM  x a p a K T e p  x a x  b  o a h o k o m -  
n o H e iiT H o ii  a M H e iłH o ii CMCTeMe, p a  6 o a b iH M x  3H aneH H M  H e 3 a B n c n -  

M o ro  n e p e M e H H o r o .
Ecan He3aBHCMMaa nepeMeHHaa npnnnMaeT MeHbuiMe 3Haae- 

Hna, BbicTynaer BanaHne HeanHeńHOCTn cncTeMbi; npn HanaabHbix 
oneHb Maabix 3HaaeHMax He3aBncwMoro nepeMeHHoro BbiCTynaeT 
BanaHne CKopo 3aTyxaK>m;Mx 3KcnoHeHu,MaabHbix A,o6aBOHHbix 
aaeHOB.

M c n o a b 3 0 B a H H b ie  n H T e p n o a a p n o H H b ie  c b o p M y a b i n o a y n e H O  n p n  
n o M o m w  p e m e H H a  y p a B n e n n a  ( 2 ) ,  n p n H a A a e n c a m e r o  k  n e a n H e n n o n  
OAHOKOM noHeHTHoii CMCTeMe, e c a n  o h o  n p e A C T a sa e H O  b  n o a y a o r a -  
p n c^ M H H ecK o n  H iK a a e .

n o c T o a H H b ie ,  K O T op b ie  B b icT y n a iO T  b  ypaBH eH M M  ( 2 )  M o ry T  
S b iT b  B b iH M caeH b i n o  flaH H biM  k p m b b ix  m M c n o a b 3 0 B a H b i K a x  3 a -  
Mem;aK)H^Me n a p a M e T p b i r j i h  o n n c a H M a  CMCTeMbi, k  K O T op on  o t h o -  

c h t c h  p e 3 y a b T a T b i  H 3 M e p e H n n .
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REPRESENTATION AND EQUIVALENT PARAMETERS 
OF THE HEATING AND COOLING CURVES IN THE NONLINEAR 

SYSTEMS WITH n DEGREES OF FREEDOM

S u m m a r y
The commonly used method of determining the constants of the equa­

tion (1) (from the experimental dates) performs some difficulties. The 
received curves of heating and cooling in a system composed from electric 
heater, cover, thermometer with or without some other bodies, exhibited 
also the influence of nonlinearity of the system. Therefore in the paper 
is given a new method which distinguishes three pecularities of received 
curves:

For great values of independent variable the curve has the form of 
a simple exponential function (as in the linear monocomponent system). 
For smaller values the nonlinearity of the system is exhibited. For initial 
small values of independent variable is the influence of the other expo­
nential terms visible, which vanishes rapidly.

The interpolation formulae were received from the solutions of the 
nonlinear equation (2) of monocomponent system represented in the half- 
logarithmic scale.

Coefficients appearing in the equation (2) can be determined from 
the form of the curves and then these values can be used as equivalent 
parameters for description of the system.


