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PROJEKTOWANIE UKEADO?/ APERIODYCZNIE STATECZNYCH

Streszczenie« Celem pracy jest, opierajac sie cze-
sciowo na pracy [i] poda¢ réwnania, pozwalajace zapro-
jektowac¢ uktad, w ktérym odbywajg sie oscylacje relak-
sacyjne, jezeli wiadomo jest,jakie skrajne wartosci
przybiera wielkos¢ zmienna jednego z ciat np. regula-
tora, czujnika itd.

Rozpatrzono 4 zagadnienia®

1) Stan rozruchu

a) zagadnienie przeregulowania,
b) czas ustalenia sie oscylacji«

2) Stan ustalony

wyznaczenie amplitudy,
wyznaczenie okresu«

Zagadnienie stanu ustalonego (punkt 2a) rozwigzano
metodg inng niz w [1], sprowadzajac problem przestrze=
ni n wymiarowej do n=1 probleméw ptaskich«

1. Y/step

Przedmiotem pracy jest problem zaprojektowania ukdadu o
okreslonych z gory wkasnosciach« Przyjeto, ze w uktadzie tym
odbywaja sie oscylacje relaksacyjne wielkosci y.», opisuja-
cych zachowanie sie ukdadu, ktérych zaleznos¢ od czasu t
dana jest rownaniami typu

yi s Bl Aik 6 ~ + Yi> 1™ 1* 8%“* n

0)
gdzie Aiﬁz YX’ oeK state rzeczywiste.
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Ukd+ad nazywamy aperiodycznie statecznym, jezeli pierwiast-
ki a. rownania charakterystycznego ukdadu sa rzeczywiste,
ujemne 1 rozne od siebie.

Przy projektowaniu nalezy rozpatrze¢ nastepujace zagadnie-
nia:

1) Rozruch uk#adu

a) zagadnienie przeregulowania. W wielu ukdadach zale-
zy nam na tym, by odchylenie od stanu réwnowagi
w poczatkowej fazie oscylacji byto mozliwe mate,

b) wyznaczenie czasu rozruchu. Jest to czas, po ktoé-
rym nastepuje stan ustalony,

2) Stan ustalony
a) wyznaczenie amplitudy ustalonej,
b) wyznaczenie okresu oscylacji ustalonych.

W pracy [1] rozpatrzono catos¢ powyzszego zagadnienia.
W niniejszym komunikacie korzystano z wynikéw tej pracy oraz
w odmienny sposoéb rozwigzano zagadnienie stanu ustalonego.

2. ldea metody 1 na.iwaznie.lsze zaleznosci

Jezeli réwnanie (1) przedstawia pierwszy proces, wowczas
nastepne procesy, odpowiadajace zataczeniu lub wykaczeniu
zewnetrznego czynnika wymuszajgcego, mozna napisa¢ w posta-
ci nastepujacej [1U.

yia$S ek Ai,k 6 a t+ V 1-1 ...

gdzie state &. przedstawiajg ""historie” procesu, wiec sg
zalezne od czaséw zataczania i wytgczania czynnika wymusza-
Jacego.Otrzymujemy je z postulowania ciggtosci funkcji typu
(2) dla kolejnych stadidéw procesu.

Jezeli podstawimy
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mozemy w miejsce rownania (2) napisac

yi - 1/i.k 5k +V i-1....n w

Ukd+ad ten rozwigzany ze wzgledu na £7 daje

Nie S Bikiyk -\ ) ¥-1..... ° ()

gdzie B. , oznaczaja state. Przy pewnych zatozeniach doty-
czacych wielkosci *AXfI:[l] jest to mozliwe.

3. Geometryczna interpretacja

Réwnanie (4 ) albo (5) przedstawia transformacje zmien-
nych y. na 72 . Ukdad osi | przyjmujemy prostokatny
oraz nl wymiarowy. Wtedy osie ukdfadu y. tworza na ogét
uktad skosnokatny, przy czym w kierunku poszczegdlnych osi
nastepuje odksztatcenie (transformacja affiniczna). W ukta-
dzie 8§, roéwnanie (4 ) przedstawia hiperptaszczyzne.

Eliminujac czas z dwu réwnan (dla indeksu k i 1) otrzy-
muje sie

%

k
"k sCk $1 k ' 2***“n
gdzie
%k - Tk/*“ 1
Dla pierwszego procesu state sg rowne 1.

Jest to réwnanie pewnej krzywej w przestrzeni n wymia-
rowej, ktorej rzutem na ptaszczyzne v &j» 8v) jest para-
bola. State C, wyznacza sie z warunku przechodzenia krzy*-
wej przez dany punkt np. w chwili poczagtkowej .
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W ukdadzie wspoétrzednych ( ~.) wyrdézni¢ mozna dwa punktys

i P_ odpowiadajgce stanowi ultalonemu krzywych vy.
przedstawiajgcych dwa kolejne stadia procesu. Dla pierwszego
procesu state C, = 1 1 rzuty odlegtosci punktow P P
wynosza

§Sk,o

Przez punkty P1 i P_ prowadzimy dwa uktady wspoétrzed-
nych o osiadach odpowiednio réwnolegtych. Proces rozpatru-
jemy w uktadzie wspétrzednych ( £,)» przechodzacym przez
punkt P2 (y.- s y. , wartosc¢ ustalona przy wytgczonym zrdédle).
Wtedy w przepadku*zataczenia zrodta mozna napisac

%

0 - -1*)- [@ - ?2=.)/C -5.}1 k
Q)
zas w przypadku wydkaczenia zrodta energii
03
| * ! . 0 k- k=2 n <8 >
gdzie
Kk rMMee* k=1,.,..n o0znaczaja wspotrzedne punktu,

przez ktory Krzywa przechodzi. W przypadku pierwszych krzy-
wych, jezeli obie przechodzg przez oba punkty osobliwe

P1L 1 P2 nalezy w réwnaniach (?) 1 (8) przyjac¢ wartos¢ 1
w mianownikach. Charakterystyczna cechag wyrazen (7) 1 (8)
jest, ze odpadaja w nich wspétczynniki £, , zalezne od his-
torii procesu. Przebieg krzywych (7) i (8; daje rysunek 1,
przy czym krzywe 1 i 1" odnoszg sie do pierwszego procesu
(z zataczonym zrodtem energii 1 bez niego).
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Rys.1l. Przedstawienie problemu stanu ustalonego w plaszczyz-
nie konfiguracyjnej

Aby nie komplikowa¢ rysunku, nie zaznaczono na nim cieciwy AC,
0 ktérej mowa w tekscie. Punkty A i B wyznaczaja stan ustalo-
ny oscylacji

4 . Potozenie rzutow osi wspotrzednych ukdadu y»
na ptaszczyzny (

Réwnanie osi y. w ukltadzie wspoétrzednych (8k) dane jest
przez n-1 réwnanlrzutéw, zawierajacych n niewiadomych.
Otrzymujemy je, gdy poczatek ukdadu y. przyjmie sie w punk-
cie yi « Y+t 1 » 1,....n, rozwigzdg: uktad réwnan

11 A k s.1l....n szt 9
Lt ®
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Przeliczenie dokonane w [i] wykazuje, ze w przypadku osi
y1l, odpowiadajgcej ciatu posiadajgcemu zroddo energii

8r " re2",t,on (10)

w przypadku wielkosci odnoszacych sie do innych ciat ukdadu,
(osie y” 1 a 2o«oan) wspotczynnik réwnania (10) nalezy
mnozy¢ przez roézny dla réznych wartosci indeksu wspodczyn-
nik Mr %.

W teA sposéb rysunek 1, ktéry zostat wykonany dla przy-
padku dwu sktadnikéw, moze by¢ wykorzystany do przedstawie-
nia uktadu z4ozonego z n ciat w rzucie na ptaszczyzne

N $1» § k/\*

5. Potozenie osi wspotrzednych uktadu vy.
przesunietych réwnolegle

Przypuscémy, ze ukdtad wspoétrzednych y. przechodzi przez
punkt y. a Y., 1 *1,...n przy czym ijik orazy , O,
wtedy wprowadzajac symbol Kroneckera <5 g roéwny 0 dla
k ji 3 1 réowny 1 dla k ~ s, mozemy napis&c podobnie do réw-
nania (9) réwnanie osi Y.

| . As,k s - 1...... - [

Réwnania rzutdow mozemy napisa¢ w postaci

sa/ s K L1,r,i+ [yk ™ Yk A 1] * L2,r,i

i Zk, ka1l.0»oon Tm 200000n

Wyrazenia na wspddczynniki L. <.ilL - sa zbudowane po-
dobnie jak w przypadku réwnanx5.reto) ,T*
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6» Sformutowanie zagadnienia oscylacji

Przypusémy, ze wielkos¢ y. pewnego ciata np. czujnika
uktadu regulacyjnego zmienia sie (wskutek bezwkadnosci 1 iIn-
nych przyczyn) w granicach od yk ~ do yk 2° Przy osiagnie-
ciu jednej z tych wielkosci nastepuje whkaczenie albo wytg-
czenie zrodda energii. Na skutek tego powstajg w uktadzie oscy-
lacje. V celu zbadania oscylacji wielkosci y ., odpowiada-
Jjacych sktadnikom uk#adu, nalezy wyznaczy¢ jak zmieniaja sie
te wielkosSci dla i = 1,...n, oraz i ji n.

7. Warunki okreslajace stan ustalony

Stan ustalony oscylacji okreslony jest wspolnymi punktami
dwu dowolnych kolejnych krzywych, przedstawionych rownaniami
(M 1 (8) oraz jezeli sg dane dwa réwnania typu (4 » w ktoé-
rych y jest rowne odpowiednio y~ ™ lub y~ * Wartosci
y™N 1 odpowiadaja wartosciom 11yl

8. Wyniki dotyczagce rozwigzania problemu
8.1. Wyniki dotyczace stanu nieustalonego

Wielkos¢ przeregulowania jest zalezna od dfugosci ™'cie-
ciwy', poprowadzonej w obszarze soczewkowatym (rys.1l) ogra-
niczonym przez dwie pierwsze krzywe, odpowiadajgce zataczo-
nemu i1 wykgczonemu zréddu energii. Poniewaz wszystkie dal-
sze krzywe mieszczg sie w obrebie omawianego obszaru, zmniej-
szenie pola 'soczewki™ winno wptynac¢ korzystnie na zmniej-
szenie przeregulowania. Poniewaz pole to jest okreslone wy-
razeniem

(%k - 1) / (ook + 1) @3)

za pomocg wielkosci % k mozemy wptywac¢ na wielkos¢ prze-
regulowania.

Poniewaz, jak wykazano w [1] wszystkie krzywe mozemy ry-
sowa¢ w tym samym uktadzie wspotrzednych, gdyz wielkosci
£ nie wystepuja w tej konstrukcji stan ustalony powinien
nastgpi¢ juz od pierwszej krzywej odpowiadajgcej wydaczonemu
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zrodtu energiio Podobna sytuacja wystepuje”™ gdy oscylujaca
wielkos¢ zmienia sie wedtug pojedynczej krzywej wykkadniczej,,
Przy rozpatrywaniu stanu ustalonego nalezy przyjac9 ze war~
tosci vy , 1y 2, ktére moga by¢ na ogé6t w stanie nieusta~
lonym zmS$Snnep siadaja wartos¢ statg0

8.2. Matematyczne sformutowanie zagadnienia stanu ustalonego

Podane w [1] warunki mozemy napisa¢ nastepujacog

ii/ §*;_(§,/ S")** k s 2t ,N

X
0-0O/o -c¢c;>[o-ii)(-p]

a4
yn ® .Yn S E><An9l'< EI'<
Yo TAY - Y 8 E—lan,k &'k
gdzie

n,1

Tak sformutowane zagadnienie zostato rozwigzane w [17] dwoma
metodami. Podiadajg one niedogodnoscé9 polegajacag na tymp ze
dwa ostatnie réwnania (14) przedstawiaja hiperptaszczyzny
przestrzeni n wymiarowej s co jest niedogodne zwkaszcza przy
stosowaniu metody graficznej rozwigzania problemu. Dlatego
w podanej dalej metodzie sprowadzono problem do problemu
ptaskiego. Metode te mozna stosowaC w kazdej z plaszczyzn

(™M 1>"Je)» k S8 2sooo0n.
8.3. Zmodyfikowane sformudowanie zagadnienia stanu ustalonego

W nowym sformutowaniu pozostajg bez zmian dwa pierwsze
rownania (14), zas dwa pozostate rdéwnania zastapi¢ nalezy
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______ =N e e - n—-——————— E

(15)

Zaletg tak postawionego zagadnienia jest fakt, ze w kazdej
ptaszczyznie daje sie ono rozwigza¢ niezaleznie» Jako jedyny
warunek otrzymuje sie, ze wartos¢ ~ powinna by¢é we wszyst-
kich ptaszczyznach ta sama»

8.4_. Graficzna metoda rozwigzania problemu

Y/prowadzajac wielkosci \
z+ - 8/ |*xt i - 1,2»0«.n (16)

mozna dwa pierwsze réwnania (14) napisac¢ nastepujaco

%
an

w.(1-*%8)/(L-r,).[o- s~yo-sD]*

przy czym dla wygodnej interpretacji wprowadzono wielkos¢
w;zdefiniowang przy pomocy drugiego réwnania (17)e

W pracy [1] przedstawiono graficzng metode (rys.2) znale-
zienia rozwigzania w przypadku dwu ciat (przestrzen dwuwy-
miarowa). Rysunek 2 przedstawia cztery ptaszczyzny (w, z. )
w* (Si~* ~1* 71~ Postugujac si§ rownaniami (17)
narysowano w dwu pierwszych ptaszczyznach krzywe dla réznych
wartosci parametru z”~. ZYybrang dla z* wartos¢ oznaczono na
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rysunku 2 przez zl. H trzeciej ptaszczyznie kreslimy jedng
z prostych (15). Réwnanie krzywej w czwartej plaszczyznie
otrzymuje sie przez eliminacje z obu rownan (15) wielkosci
n przy zatozeniu, ze k a 2.

Rys.2. Graficzna metoda rozwigzania problemu wyznaczenia
stanu ustalonego

Metoda rozwigzania polega na prébnyin przyjeciu pewnej
wartosci 7. 1 wyznaczeniu na tej podstawie kolejno wiel-
kosci; 81, w, ~2* Sprawdzenia, czy otrzymana para rozwig-
zan ~ j ) esErozwigzaniem problemu dokonujemy przy
pomocy prostej w trzeciej ptaszczyznie* Z odchylen wniosku-*
je sie jak nalezy zmieni¢ 2z, by otrzyma¢ lepsza zgodnosc«
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8.5@ Dyskusja rozwigzania

Uzyskane wartosci i =1, 2 dajag wynik w postaci
nieco nieprzejrzystej.Ti pracy [1] wykazano, ze stan usta-
lony znajduje sie w poblizu prostej (rys.l ), #aczacej punkty
P 1 P2» przy czym w przypadku, gdy punkty 1*, 8%kk=>1,2...
znajda sie na tej prostej, oscylacje sg niemozliwe. Wyraza-
Jac wyniki przez wielkosci y”~ mozna napisa¢ dla stanu
ustalonego

(Vi )/(Y0-~i) - (Yi-Yi)/(¥O"Yi) i « 2....n

@as)

8,6. Wyznaczenie okresu ustalonych oscylacji

Ha podstawie rownan stanu ustalonego (14) otrzymuje sie

$i1*« V ® 1\ i «1,2....n 9
a g
1 § * C 1 0 ® 1
przy czym wartosci , ™M» 1 » 1,2 otrzymane zostaty

metodg z punktu 8.4. - Okrei oscylacji ustalonych wynosi

I = t1 + tg 20)

przy czym t., t oznaczaja czasy trwania poszczegdlnych
procesow (ze zroédiem energii 1 bez niego).

Rekopis ztozono w Redakcji w dniu 8.X1.1962 r.
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IHPOSKTHPO3AHHE AIMOJOWECKH YCTOMWIX CHCTEM
Pe 3K Me

3 pab6oT-e paccMaTpuBaeTCHj, ccnjiaHct Ha (1) ypa-~
BHeHneO Ra»mee bosmojkhoctl npoeKTHpoBaTL cncTeMyo9.
B KOTOpOH HMeiOT MeCTO pediaiccamioHHHe OCIiJUHWmiH,
ecjiH H3BecTHue 3HaaeHHH o”hom nepeMeHHoa, npH-~
HaflJieiKameii k onHowy 3JieMeHTy cncTeMHs. Ha npHMep,
ynpaBJiHiomero ujm H3MepHTejiBHoro 3JieMeHTa9 aempe
npodJieMHs

1) HeycTaHOBHBmeeoH cocTOHHne9
a) npoc¢JieMa nepeperyjmpoBKHe.
6) BpeMH yCTaHOBJreHHH OCieiJMHIOIfi,

2) ycTaHOBHBmeecH cocTOHHne9
a) onpe”ejieHHe aMmnrrynHp
6) onpesejieHHe nepnona oomtnjramiito
llpodlieMa ycTaHOBHBnierocH coctohhhh perneHa
spyruM MeTOfIOM,, rsk b (1)9 aaioopiM bo3MO03Khoctb

saMecTHTB npodjreMy =MepHoro npocTpaHCTBa
“l npodjreMaMH nsyxMepHOH hjiockoctHo
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THE PROJECTING OP APERIODICALLY STABILES SYSTEMS
Summary

It is the purpose of the paper to give, using partially
the results of the paper [1] , the equations for projecting
a system, undergoing relaxation oscillations. These oscilla-
tions are caused by variation of the values of the variable,
characterising one of the elements of the system (for example
the control element) between two known extremal values.
The following problems are discussed:

1) unsteady state,

v a) problem of overcontrol,
b) time of stabilisation of oscillations,

2) steady state,

a) determination of amplitude,
b) determination of period of oscillations.

The problem of steady state (2al is solved in different way,
than in [1] i.e. the problem of n-dimensional space is repla-
ced by n-1 problem in two-dimensional space.



