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W pracy [1] rozpatrywano oscylacje temperaturowe w ukda,»
dzie n cial, wymieniajacych ciepto miedzy sobg i z otocze-
niem3 powstate wskutek tegoj ze ciato posiada zrédto ciepla,
ktore jest w okreslonych chwilach zalaczane i1 wykgczane® Na-
wet liniowa teoria tego zjawiska daje rozwigzania skompliko-
wane. Dlatego przedyskutowano zagadnienie na przykdadzie
uktadu dwusktadnikowego, gdzie liczba parametréw jest nie-
znaczna i rozwazania geometryczne moga by¢ prowadzone w prze-
strzeni dwuwymiarowej ,,

Przedyskutowano %

1) rownania rézniczkowe problemu i wkasnosci ich rozwig-
zan,
2) roézne wielkosci wystepujace w réwnaniach,

3) zagadnienie stanu nieustalonego metodg, a) analityczng
b) graficzng, c) funkcji wykdadniczych,

4) metode rozwigzania wystepujacych réwnan ze wzgledu na
028357

5) zagadnienie stanu ustalonego metoda przestrzeni konfi-
guracyjnej .
2. Rownania rézniczkowe i ich przeksztatcenia

Proces zmiany temperatur sktadnikéw ukdadu w zalezno-
Sci od czasu mozna opisa¢ nastepujacym ukdadem réwnan



gdzie:

Si

3

a.

N.
1
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- pojemnos¢ cieplna i-tego ciala,
- powierzchnia i-tego ciala,
- wspédczynnikwymiany cieplnej i-tego ciala,
,>0- state, charakteryzujace konfiguracje, wlkasnosci
* emisyjne itd. Macierz ich jest na ogét niesyme-
tryczna. Gdynie ma wymiany miedzy sk#adnikami
i,k znikajaréwnoczes$nie a. , 1 a .,
temperatura otoczenia, ° !
moc zrodda ciepta ciata i-tego. Przyjeto, ze
Nni 0, K2 . O.

Y/prowadzamy nastepujace zmiany oznaczen

b. - K/Gi h+), 1-1,2 @

vV bi=*1,0 L,k 1 - 1»* *m*x*

Wielkosci s ., sa ulamlcami wkasciwymi, dodatnimi, nieza-
leznymi od B*. Rownania (1) przybierajg nastepujgaca postac
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30 Rowziazanie ukfadu réwnan () i .legp dyskusja

Zaktadajagc warunki poczgtkowe
1,2 ©)

otrzymujemy nastepujace rozwigzanie ukdadu réwnan @)

2 ac t
- _ _—
l%:Jl A.|9, e k 4 03_9 i 1,2 G)
gdzies
<1 °K1.0)t
1.1 s blocl(@l =oc2)

- («2 -« 2.0V
1.2 s bloc2(d = ocZ7
(6)

«K2.0M,1T
2,1 7 b octoxl - a2)

L s Ir-1._.»—-F
2,2 tioc2™el " a2

2 biocio2
Przez O™ i1 02 oznaczono temperatury ustalone ciat ukdaduQ
Wielkosci i s 1,2 wyznaczono z réwnania charaktery-
stycznego
*1.0 1,2
0 Q)
"2,0 02’1» cc- 002"0

przy czym jest ocl<0, ~*2 °9 k1c2l
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4» Whasnosci rozwigzan

W pracy [i] wykazano nastepujace wkasnosci rozwigzan (5)

a) dla chwili t « O jest spe#niona zaleznos¢ dA/dts
s vw/b” dla ciata posiadajacego zroddo oraz dA/ dt m O dla
ciatla bez Zrédta ciepla,

b) (X <="gq)A, 1 « 1,2 nie zalezy od v,

c) pierwsza pochodna funkcji $2 oOla ciata nie posiada-
jJacego zrodia ciepta jest ciaggta na granicy dwu krzywych
opisujacych kolejne procesy,

V ~i-V oe + "Vert “ £ Aik e“k(v *>,1%1,2

gdzie t1 oznacza czas odpowiadajacy chwili konicowej ogrze-
wania (og - ogrzewanie, ost = ostyganie),

e) z cigglosci pierwszej pochodnej wynika istnienie
ekstreméw funkcji $ (ciata nie posiadajacego zrédta ciepta)
poczawszy od pierwszej krzywej ostygan+al

5° Rézne wielkosci wystepujace w roéznych réwnaniach

Dla dalszego rozwazania wazne sg poza wielkoSciami an.
nastepujace wielkosci?

\ - “2,002,0 2,1> <8>

przy czym jest fi > 0, fi <m Oc Poniewaz wielkosci
i fi. wystepuja w roznych formukach w réznych kombinacjach,

dlatego przedyskutowano zaleznos¢ od parametru oG Jaaeu—
nastepujacych wielkosci? ocl, @2, firt fir w2 -@ ,

1 fir/ fin  fir CCrfayOC 2),
z . (cc2>0/«1i0) ( 1>21 221 - 1V<1l +«2(C/«1,c/

*1 “4i*2,(/,1,05ai1,2i 2,11 -“2,(/*“1,0°2
Wynik dyskusji przedstawia rys0lo
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RysO0l. Przebieg zaleznosci od parametru o ¢/ d2 g roz-
nych wielkosci wystepujacych w réwn&niach
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6> Zwiagzki miedzy roznymi wielkosciami

Temperatury ciat dla stanu ustalonego zwigzane sg ze sobg
zale znoscig

i »2 -1»0)/(«1 -1»0) -« 2(i (9)

Ogélnie biorac temperatury ciat zwigzane® sga zaleznoscig

(A =)/7(C*, -*2) - - [(., -#0y(»3 - #))] [(«,-*>,0" . 0]

{1 - |>2-%2.0) p)l i e @2 =1XI) *
r (ccO - cc.) t D)
{(-,7-*)= > 2 1 - 1} (o,
Jest to funkcja malejaca od -9 )Y/("g-& dlatsO
do “AnAON 02 [*1 “a2,0”al2t0] dla * s

7. Stan nieustalony oscvlac.il. Metoda analityczna

Stan nieustalony otrzymujemy zalgaczajac i wydaczajgc ko-
lejno zrodio ciepba w chwilach t , 1 a 1,2... 1 badajac
jak to wptywa na rozwigzania rownan (3)» Jezeli procesowi
ogrzewania przepiszemy indeks (2s), procesowi ostygania in-
deks (2s + 1), Ssl1,2,ca wtedy otrzymujemy

2 a, t

0 k
Ni(2 s) s ki BNk Ssk(2s) e t 0z
2 ca t (11)
P K + d

E A -
M(2s+Hir k1 ik k(2s+1 ) 0
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gdzie?

£k@) " 1
£k(i)“ e -1 @2)

- £ + 1~ 1
k(2s+t1) k(2s)

<V 23+2) .
k(2s+2)  k(2s+1)
Cp(*LFeet®s)  jo(t2+...+ tp)
{8 ° - e
4 i\S CCIZt / . \S
+«. .+ ’\—1) .e 3 D)

M celu obliczenia kolejnych funkcji iterowanych, jezeli zna-
my dwie wartosci miedzy ktérymi waha sie temperatura jednego
z ciair (termometr kontaktorzy) winnismy wyznaczy¢ z réwnan

(11) kolejno czasy t*, odpowiadajgace tym temperaturom.

8. Metoda graficzna wyznaczenia czaséw t»

Na rysunku 2 przedstawiono sposob rozwigzania réwnan
typu (5) i (11) ze wzgledu na czas t, gdy znana jest tem-
peratura. Jedno z rownan (5) mozemy napisaC nastepujaco;

<<vai
a+bx=x ) as3)

gdzie;

o]
|

= [(*2 - 02)/(to a2~ <ri]
b = (cc2/<x1) (€7))
@ jt

X =€

29
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Na rysunku krzywe a, b, c odpowiadajg réznym parabolom,
przedstawiajacym prawe strony rownania (i3) dla cc Sc1*

Wpdyw zmian temperatury ujawnia sie w rownolegdym przesuniec
ciu prostej przedstawiajgcej lewg strone rownania (13)o
Punkt przeciecia oznaczono przez x.. Odpowiadajgca mu war-*

tos¢ czasu t mozna wyznaczy¢ z krzywych u dotu wykresu,
ktoére sg opisane ostatnim réwnaniem (14)»
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Podobnie zmieniajac znaczenie a i b mozna wyznaczy¢ na

podstawie znajomosci dla ogrzewania odpowiednig wartosc¢
x dla ostygania. Wtedy

(*2/al) 1
axl -« 2)e(x1

s5)
b =o2(Xl - 1)icc 1(X1"2 ACLL 1)

Wielkosci (1*x,) i @ - x*

5 dadza sie *atwo wyzna-
czy¢ z wykresu.

9. Potozenie 1 wielkos¢ ekstreméw

Na wyznaczenie potozenia ekstreméw otrzymujemy z rownania
(1) proste zaleznosSci, ktérych z braku miejsca nie podano.

10. Oszacowanie wielkosci rozwigzania x» roéwnania (13)

Na rysuhku 3 przedstawiono nieco odmiennie konstrukcje
rysunku 2. Rzedna yQ = AD jest wyznaczona przez stalg a.

Rys«3» Metoda oszacowania wielkosci rozwiazania z ryso20



32 Jozef Szpileoki

Prosta BE jest potozeniem granicznym krzywej Yy « xﬁréﬁ319
dla c,/cCi =1 (krzywa b rys.2). Prosta AE przedstawia,,

lewg strone réwnania (13). Z elementarnego rozumowania wyni-
ka, ze rozwigzanie miesci sie miedzy

BD = (tf2 -02)/("0 -S2)

11. Stan nieustalony. Metoda funkc.ii wyk#adniczych

Z ukdadu réwnan (5) otrzymujemy po prostych przeksztat-
ceniach

oc
e 1 - [VA,IE2 -<«<)I[(>, -ijJd.j-d+,/7«]

an
aC 't
6 2 - [/ALFL(@2 -o0cl)If dt™/dt -c»1(N )
i podobnie mozemy je wyrazi¢ za posrednictwem i jej
pochodnej .

W pracy ]2 | oméwiono szerzej metode postepowania przy
wyznaczaniu stanu nieustsilonego. Polega ona na wyznaczaniu
chwili koncowej procesu na podstawie znajomosci wartosci
temperatury i1 jej pochodnej w chwili poczatkowej. Z kolei
wyznacza sie wartos¢ funkcji temperatury i1 jej pochodnej dla
nastepnego procesu itd.

Przy dalszych procesach nalezy przy wielkosciach N
uwzgledni¢ odpowiednie £, . *
12. Zwigzek miedzy temperaturami

Podobnie jak wyzej [ réwnania (17 [jmozna napisac

(1* 2,0 21~ 2,072 "V * 3V dt} (18)



Q@oyla.oja temperaturowe w uk¥adzie liniowym.«. 33

nie zaleznie od wartosci £.. Oczywiscie dla poszczegolnych
procesow zmieniajg sie wartosci "2 ~®2 *

13. Stan nieustalony. Metoda graficzna

Metoda ta stanowi iInterpretacje geometryczng metody po-
przedniej (punkt 12). Z postaci bowiem wzorow (11 ) wynika,

Rys.4. Graficzna metoda budowy krzywych oscylacji


mailto:Q@oyla.oja
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ze mozna przechodzi¢ od jednej krzywej do nastepnej, operu-

. C.t 2
w odpowiednich chwilach t*, |k§ 1,2. nakﬂgg(&oPFggd
krzywej poprzedniego procesu dodawac (Iub odejmowac) warto—
Sci powyzszego wyrazenia. Przedstawia to rysunek 4» Na rysun-
ku przyjeto, ze w wyrazeniach (6) wielkosci A., maja jed-
nakowy znak. Jako krzywe pordwnawcze z procesami dla ukdadu
jJednosktadnikowego przyjeto krzywe dane cztonem wykdadniczym
wolniej zanikajacym (krzywa 2), natomiast krzywa 1 przedsta-
wia przebieg dany przez sume dwu funkcji wyk#adniczych. Krzy-
we 3 sg odpowiednio przesunietymi krzywymi 1.

14. Stan ustalony
Dyskusje stanu ustalonego oscylacji przeprowadzono w prze-

strzeni konfiguracyjnej, otrzymanej przez wprowadzenie zmien-
nych

««t i
—e e @b/V) - or +

>0

19

+ ("2 - %2,0)/(%2,0 521 (V  82)}

Wartosci lewej strony zmieniajg sie od 1 do 0. Jezeli
punkt (& m0, $ a0) przyjmiemy jako poczatek prosto-
katnego uktada wspotrzednych, wtedy eliminujac czas z tych
rownan (i analogicznie zbudowanych dla dalszych przebiegdw)
otrzymujemy dla pierwszej krzywej ogrzewania

1-S2-(@ - T2, *2-W~  (20)
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natomiast dla pierwszej krzywej ostygania (zaczynajacej sie
od stanu ustalonego krzywej ogrzewania)

.82 -I>1 2 <21)

14.1« Przeregulowanie ukdadu

Wszystkie krzywe ogrzewania i ostygania mieszczg sie w
obrebie soczewkowatego obszaru, ograniczonego pierwsza krzy-
wg ogrzewania i pierwszg krzywg ostygania. Jezeli obie krzy-
we 4gczg oba punkty osobliwe (oba stany ustalone ukdadu),
wielkos¢ tego obszaru jest miarodajna dla stanu przeregulo-
wania 1 Im blizszy jest on prostej 43czacej punkty osobliwe,
tym mniejsze jest przeregulowanie. Z dyskusji pola tego obsza-
ru wynika, ze dane jest ono wyrazeniem “ooYoch)- 1]/ [ocVayf

+ 0] = L + z. Wartos¢ ta jest minimalna dla <*2,0 =a:1,0

i wynosi A 2* wikc nie moze ~Ny¢ réwna zeru.

14.2. Wyznaczenie stanu ustalonego osc.Ylac.li

Postulujac, ze stan ustalony oscylacji jest wyznaczony
przez punkty wspolne ustalonej krzywej ogrzewania i ustalo-
nej krzywej ostygania oraz dwu prostych, odpowiadajgcych dwu
skrajnym temperaturom osigganym przez jedno z cial, otrzymu-
jemy nastepujacy ukdad réwnan na wyznaczenie punktow wspot-

nych (eP oraz k =m1«2

[<1—p/0 - 2

€2)

8r/?*2 . ¢/ *;>

821 E’\-k gk

>F* (23)
822 »?/2.k K
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Przebieg wspotczynnikéw wystepujacych w rownaniach pros-
tych (23) podano na rysunku 1o

14.3. Wyznaczenie wielkosci stanu ustalonego

Jezeli wprowadzimy oznaczenia

54" U €2

przy zatozeniach upraszczajgcych o matosci tych wielkosci
wobec i @ - 8*) znajdujemy

S*i1-82 , JV 8i>+ir

"t 1% (25)

O wielkosci s . robimy podobne zatozenia jak o A”™.0
Rozwigzanie problemu sprowadza sie do wyznaczenia co
jest mozliwe za pomocag wielkosci wystepujacych w réwnaniach
22) 1 (23) przy czym oznaczono

82,1 - *2,2 - i26)

wtedy

<, - »tW 0 -"2)/[N2 - -1) ~ 2?2

Jest to funkcja zmiennej o / oc i przybiera wartosci od
O dla o qofcj ™ a 0 przez maximum proporcjonalne do

V <1 -Vv'S1,2tf2,1)/,S1,2 52,1 “2,0 - “1,0
do O dlacc* 0/«1 0 “ °°0
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14®4. Okres oscylacji ustalonych
Na podstawie znajomosci zachowania sie ukdadu w stanie

ustalonym (25) wyznaczamy okres T oscylacji ustalonych za
pomoca réwnania?

T.T, +T2 . {z3.7 [<,(V »2)PI/e2@- V(V62-e,l]

Ge)

przy czym
v T2 - - (V 82-82,1>/2,1 <29>

gdzie
, Tg °zasy trwania procesu ogrzewania i ostyganiaO

Rekopis z#ozono w Redakcji w dniu 15@X101962 r»
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TEMIIEPATYPHHE KOJ3EBAHHH 3 JMHE&HHX <MCTEMAX
C JDYTH CTSIIEHM C3030JUl

P e 310me

3 paodoTe [1] paccMOTpeHH KoaebaHHH TeMnepaTypn
B CHCTeMe H T6JI9 OOVEHBIHHX TeiUlOTy NieERJ cod CH
h ¢ oKpymomeft cpeBofd, KOTopne BO3HHKaiQT BCBeBCT-
BHe Toro, aro obho h3 Tea HMeeT hctohhhk TenaoTK,
KOTopnfl b onpeacaecHHHX MOMemm BpeMeHH BKjnoaaeT=
ca hyjm BHKJooaaeT 0 y»e dooiee npocTaa JiHHeftHaH Teo-
PHH 3TO0r0 HBJieHHH jraeT rpOMO03BKHe pemeHHHo

IIoTOMy npodlieMa paccMOTpena Ha npHMepe KByzBlie-
MeHTHoS cucTeMH, BBHBYy Toro, hto KOJmecTBo napa-
MeTpoB Majroe h reoMeTpnaecKHe paccyweHHH Be”yrcn
b jtBymepHOM npocTpaHCTBe ¢

PaccMOTpeHH;

1) BHftejéepeHLUigjiBHHe ypaBiieHHH npodaeMH h oco-
deHHocTH nx pemeHHH,

2) pa3HHe BejniaHHH, BtiCTynawniHe b ypaBHeHHHX9

3) npodjiem HeycTaHOBHBraeroca coctohhhh MeTo-
bom "a) aHajfflTHaecKHM, 6) rpa“HaecKHM,
b) 3KCnOHeHHHaBBHOK SyHKUHH,

4.) MeTOB pemeHHH ypaBHeHHii othochteliLHO Bpe-
MeHH,

5) npoQlieMa ycTaHOBHBmMeroea coctohhhh mctobom
KOHHrypaiyioHHoro npocTpaHCTBa<%
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TEMPERATURE OSCILLATIONS IN A LINEAR SYSTEM OP TITO DEGREES
OP FREEDOM

Summary

In the paper [1] has been solved the problem of tempera-
ture oscillations in a system of n degrees of freedom
(n bodies exchanging heat between them and with a surroun-
ding body), caused by the fact, that one of the elements of
the system has a source of heat, set on and Out in certain
moments of time. Even the linear theory of the process gi-
ves complicated solutions. Therefore the discussion of the
problem is reduced to the case of two bodies. The number of
parameters becomes then small and the geometric considerations
can be visualised in two dimensions.

There were discussed;

1) differential equations of the problem and the proper-
ties of the solutions,

2) various quantities appearing in the equations,

3) the problem of unsteady state with use of a) analyti-
cal, b) graphical, c) exponential function method,

4) the method of solving of the various equation with
respect to time,

5) the problem of steady state in a configuration space.



