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PERIODYCZNA WYMIANA CIEPLA
W CIALACH STALYCH BEZ ZRODEL WEWNETRZNYCH

Rozpatrzono problem wymiany ciepta w ciele statym przy pe=
riodycznych zmianach temperatury osrodka lub powierzchni
ciata.

Réwnania (@) - (6) formutujace problem, sprowadzono do
postaci bezwymiarowej (la) ~ (6a) wprowadzajac wielkosci zre-
dukowane (b) - (h).

Otrzymano rownania okreslajgce zmiennosS¢ w czasie tempe~
ratury w dowolnym punkcie ciata (16), natezenia przepiywu
ciepta przez powierzchnie ciata (19) oraz ilos¢ ciepta wymie*
nianego w czasie jednego periodu (20)o Réwnania te sprowa-
dzaja rozwigzanie problemu periodycznej wymiany ciepda do
zagadnienia wymiany ciepta w ciele o tym samym ksztakcie,
przy statej temperaturze osrodka lub powierzchni (réwnania
(10) 1 (18)).

Jezeli w ciele stalymi nie ma wewnetrznych zrédet ciepha,
to periodyczna wymiana ciepta odbywa¢ sie w nim moze jedy-
nie wskutek periodycznego dziatania na powierzchni ciata.

W niniejszej pracy rozpatrzymy dwa przypadki tego rodzaju
dziatans

1) periodyczna zmiana temperatury osrodka otaczajgcego
ciato, przy zatozonej na powierzchni konwekcyjnej wy-
mianie ciepla,

2) periodyczna zmiana temperatury powierzchnio

Zatozymy przy tym, ze zmiany te sg jednakowe na catej po-~
wierzchni ciata.

Rozwazenia przeprowadzimy dla ciata o dowolnym ksztakcie»
wykluczajac jedynie podprzestrzen.

Periodyczna wymiana ciepta w ciele statym charakteryzujg*
ca sie periodycznoscig zmian temperatury w dowolnym jego punk-
cie, ustala sie po odpowiednio dfugim czasie od momentu roz-
poczecia periodycznego oddziatywania na powierzchni ciata.
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Ten proces ustalania sie periodycznosci odpowiada procesowi
wyrownywania sie temperatury ciata (przy nagrzewaniu lub osty-
ganiu®) do statej temperatury osrodka (przyp* 1) lub powierz-»
chni (przyp*2). Poniewaz w potprzestrzeni nigdy nie dochodzi
do wyrdéwnania sie temperatury - nieskonczenie odlegty od po-
wierzchni punkt posiada zawsze temperature poczatkowg - wiec
tez nie moze dojs¢ do ustalenia sie periodycznosci przeptywu
cieptal

Kie ograniczajac wiec, poza tym jednym zastrzezeniem,
ksztattu ciata, przyjmiemy, ze jest ono jednorodne, izotropo-
we, a jego wspotczynnik przewodzenia ciepta X , ciepto whas-
ciwve c i gestos¢ e nie zalezg od temperatury*

Temperatura ciata ~(r, v) w dowolnym jego punkcie o wspok-
rzednej 'r 1w dowolnej chwili V spednia rownania Fouriera-
Kirchhoffa [4]

tf&E) . a~r.y (N

Hadto punkty lezace na powierzchni ciata s spedniajg waru-
nek brzegowy

- t(fj, res @)

gdzien oznacza normalng zewnetrzng do elementu powierzchni
ciata* Warunek powyzszy obejmuje oba rozpatrywane przez nas
przypadki periodycznych dziatan na powierzchni ciala* W szcze-
goélnosci, dla periodyczny” zmian temperatury powierzchni
otrzymamy, k¥#adgc 00 S(»(“ a o)

$(r,v)st () , fFes

Na funkcje t(v) natozony jest warunek okresowosci
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gdzie V  oznacza dtugos¢ okresu. Z fizykalnego sensu funk-
cji  t(<c wynika, ze jest ona catkowalna. Wprowadzmy ozna-
czenia:

t - najwyzsza temperatura osrodka(lub powierzchni),

t2 - najnizsza temperatura osrodka (lub powierzchni),

tﬁ - Srednia temperatura osrodka,

Wybdr Sredniej temperatury jest dowolny i1 wpdywa co naj-

wyzej na pojawienie sie addytywnej statej w koricowych wyni-
kach. Najwygodniej jest przyjac¢ Srednig catkowg

%

dv N

Dla obliczenia natezenia przeptywu ciepta przez pov/ierz-
chnie ciata oraz i1losci ciepta wymienianego w czasie jednego
okresu, wprowadzmy pojecie Sredniej temperatury ciata

v/ Ni,vv? n
v

gdzie v oznacza objetos¢ ciala.

Natezenie przeptywu ciepta przez powierzchnie ciata lub
krécej, strumien ciepta q jest proporcjonalne do szybkosci
zmian Sredniej temperatury ciata

a(v) mWABM) ®

Wspétczynnikiem proporcjonalnosci jest pojemnos¢ cieplna
ciata

W=mc
Oczywistym jest, ze periodyczne dziatanie na powierzchni cia-

+a wywotuje periodycznag zmiennos¢ wszystkich wyzej okreslo-
nych funkcyj $(r,th), $m(OF 4(v), z tym samym okresem
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Przy periodycznej wymianie ciepta nie akumuluje sie ono
w spos6b trwaty w ciele» Przez pewng cze$¢ okresu ciepto do=
ptywa do ciata (q>0), przez pozostala czes¢ okresu odptywa
(g<0) w tej samej ilosci. Powyzszy fakt ilustruje rys.1.

Rys.1l. Temperatura osrodka t, Srednia temperatura ciata
i strumien ciepta g jako funkcje czasu

110oS¢ ciepta q wymienianego w czasie jednego okresu
jest proporcjonalna do réznicy ekstremalnych Srednich tem-
peratur ciata. Jesli przez S | g oznaczymy odpowiednio
najwiekszg 1 najmniejsza sredmg temperature ciata, to
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Ekstrema Sredniej temperatury cialta wypadaja w chwilach,
w ktérych nastepuje zmiana kierunku przeptywu ciapta (q s 0)

* N1 ,;O)

)

Oznaczmy przez 1 liniowy wymiar charakterystyczny cia=
4a 1 wprowadzmy nastepujgce bezwymiarowe wielkosci zreduko=
wanes zredukowane wspodrzedne

R . ., N - (b)

zredukowang powierzchnie i1 objetosc¢

% , v. -t Cc)
zredukowane temperatury
-t t-t
8-% -f2s T= {-re @
zredukowany czasl”
ar
"7
u s s , Poau * = pg Eej\
1o Ko

Przyjete powszechnie oznaczenie liczby Fouriera wprowa-
dzilismy jedynie dla okresu. <« trakcie rozwazah matema-
tyczpﬁch uzywaC bedziemy jednak, dla_uproszczenia pisowni
i unikniecia nieporozumien, oznaczenia u wprowadzajac
symbol Po jedynie do koricowych wzoréw.
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zredukowane warunki brzegowe (liczba Biota)

ocl

™

zredukowany strumien ciepta

5 w . B (t1l- 2 (g >

zredukowang i1los¢ ciepta wymienianego za period

(h)

Wielkos¢ dtrfay jest maksymalng iloscig ciepta jaka ciato
wymieniatobys$ czasie jednego okresu, gdyby nagrzewato sie
w kazdym okresie do temperatury t i ostygato do tempera-
tury t . W wypadku periodycznych zmian temperatury powierz=
chni zachodzitoby to przy X =o00.

Korzystajgc ze statosci 1 , t , t, t , a, mozna
rownania (1), (@), (@), (B) 1°(6) przeksztatlci¢ do postaci

3 s v20(R,u) (1a)

" “T(u)] * Bes (2a)
em@u) *jfs (R,u)dv (4a)
v

QCu)B Om(uw (5)

Q=% 8m2 (6.
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M celu rozwigzania zagadnienia brzegowego (la), (2a)
zastosujemy dla funkcyj”okresowych @(r,u) i t(u) uogdlnione
przeksztatcenie Laplace *a-»Carsona [2] wzgledem zmiennej u.
Przeksztatcenie to definiuje sie nastepujaco

@
dla u>0 f@ ap i1 f(u eMMdu, p B86* + 10

dla u =0 f @ &pJj F) e“pudu, p 6"+ 1i0

0

Dla funkcyjn ograniczonych, a takimi sg funkcje 6 i I, od-

ciete zbieznosci &. = 00 » 0. Przeksztalcenie odwrotne
‘o £0

okreslone jest réwnaniem

6,ho0 6o

1
fU) gy JJ F(P) ePUdp+ J ~ fjp) e*Udp ®)
o] &1

Jesli funkcja F(u) jest funkcjag okresowg'', to funkcje f+(p)

i -f- (p) sa wzajemnie przedtuzeniami analitycznymi 1 przed-
stawiaja w ptaszczyznie zespolonej jedng funkcje

f(p) » F+@®) . - TIp)

Réwnanie (8) mozna wiec napisa¢ w postaci
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Proste catkowania 11 i L, tworza zamkniety kontur 1
okrazajacy os$ urojong (rys0z)9 w zwigzku z czym

f(U) - 27i”p ?2(p) ePKiP (8b)

le = vl
O

_?3_—@_2__—_; X, & >

X

4 Nv

Le Li
Rys»2» Ptaszczyzna zespolona zmiennej p

Poniewaz funkcja F (p) jest zwykdta jednostronng trans-
formatg laplace®a-Cars&naj wiec TF(p) oblicza sie jako takag
v/EaSnie transformate,, ROwniez 1 tok postepowania przy ro-
zwigzywaniu rownania rézniczkowego jest taki sam» Réznica
tkwi tylko w transformacji odwrotnej»

Po dokonaniu transformacji rownanie (la) i1 warunek brze-
gowy (2a) przyjmujac postac

p8 (R) - p9 (RsO) HV28 (R»p) (ib)

. Bi [g(R>p) . T(P)]. R6S



Periodyczna wymiana ciepta w ciatach statych»«. 49

Rozwigzanie powyzszego zagadnienia brzegowego mozna, ha za-
sadzie superpozycji warunkéw brzegowych i1 poczatkowych [3],
przedstawi¢ w postaci

®Crp)=pC.p)+ gl.p)

Funkcja p(R,p) Jest rozwigzaniem réwnania (ib) przy
O(R,0) a O i warunku brzegowym (2b), natomiast g(R,p2 DOst
rozwigzaniem rownania (ib) przy warunku brzegowym 9(R,p)« O
(ReS).

Funkcja p(r.,p) Jjest wiec transformatg funkcji przedsta-
wiajacej przebieg temperatury w ciele nagrzewajacym sie
w osrodku o zmiennej w czasie temperaturze t( ) (lub, w
przyp.2, przy zmiennej w czasie”temperaturze powierzchni),
od temperatury poczatkowej §(r ,0) a 0. Transformata ta da
sie zawsze przedstawi¢ w postaci [3]

pC*) - t()I8w(.p)

gdzie 0 (R,u) jest funkcjg opisujaca zjawisko wyréwnywania
sie temperatury ciata do statej temperatury osrodka (lub po-
wierzchni ) T » 1, od tej samej temperatury poczatkowej
fiv(R,0) - 0.

Rys .3. Temperatura ciata jako funkcja czasu, w przypadku sta-
tej temperatury osrodka
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Funkcja g(r,u) jest rozwigzaniem problemu nieustalone-
go przeptywu ciepta w ciele o nieréownomiernym poczatkowym
rozktadzie temperatury 3 (r,0), na powierzchni ktorego utrzy-
muje sie stata temperaturg T m O.

Po uwzglednieniu powyzszego,transformata poszukiwanej
przez nas okresowej funkcji 8 (r,u) wyrazi sie roéownaniem

*R,p) * t@)IOwG,p) + 3(r.p)

a sama funkcja

ai fi7” t(p) Ow(R,p) + g(r,p) epudp
L

lub

®C**u) sife~rp ~Cp) Ow(R,p)ePudp + IJSgFfij o(R,p)epudp
L L

Druga z catek jest réwna zeru, gdyz funkcja G(R,p) nie
posiada biegunéw wewnagtrz konturu catkowania L (na osi
urojonej). Gdyby bieguny takie istniaty, funkcja g(r.,u)
posiadata by sk#adniki periodyczne, a przeciez ze wzrostem
u dazy ona do zera (ze wzrostem czasu temperatura w dowol-
nym punkcie ciata zdgza do statej temperatury powierzchni).
Wobec powyzszego.

mroifiop @(p)?w(E,p) ePkip n

Wartos¢ tej catki rowna sie sumie residudw funkcji pod-
catkowej wzgledem biegunéw potozonych.wewngtrz konturu L.
Dla znalezienia biegunéw funkcji 8 (R,p) skorzystamy
z twierdzenia Boussinesaa [1], W mySIWtego twierdzenia funk-
cja 0 (5,u) opisujaca zjawisko nagrzewania sie lub ostyga-
nia ciata przy stalej temperaturze osrodka (lub powierzchni)
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I a 1, od temperatury poczatkowej #.~(5,0) = 0, da sie zawsze
(wytaczajac potprzestrzen) przedstawi¢ w postaci

8w(ru)-1-2 Vk®e V <1°)

przy czym funkcje wkasne v, (k) spedniajg réwnanie

72vk (R) + N\ (R ) =-=2 0

przy warunku brzegowym

9vk ~ T /*X 1
“aN  mBl [vk ™ “ 1

a ciag wartosci wkasnych spednia nieréwnosc

Wspétczynniki A. , wartosci wkasne im oraz funkcje wkasne
\Y; zalezg ponadto od liczby Biota tkwigcej w warunku brze-
gowym. Zaleznos¢ ta oczywiscie znika jesli dana jest tempe-
ratura powierzchni ciata, bo woéwczas Bi soo.

Prawg strone rownania (10) mozna przeksztatci¢ do posta-
ci dogodniejszej dla obliczenia transformaty 0 « Skorzystaj-
my w tym celu z warunku poczgtkowego OW(R»0) * O.

(0 0]
2 VK(R) - 1
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Uwzgledniwszy to w réwnaniu (10), otrzymamy

(0] “DL U
8w(R,u) - E \ vk “ e ) (10a)

Obliczmy transformate tak przedstawionej funkcji O®w

El

(0 0]
0,(LP) - E AV ® - (11a)

Biegunami funkcji 0 (R#p) sg wiec wartosci wkasne wziete
ze znakiem minus

pk s " “k

Bieguny funkcji f(p) najprosciej jest wyznaczyC¢ z ro™
zwiniecia w szereg Fouriera funkcji t(Q)

t@w) . E c exp@i-~ u) (12

L v
przy czym, wspodczynniki c” okreslone sg wzorem

cn - ~ 1 T(wexp (-1 u) du8 n m O,il »2
On °
° a3

Z réwnania (12) wynika
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a stad bieguny funkcji 1(p)

. 2nY%

dla wszystkich n, przy ktérych c™ ™

Na rys«2 przedstawiono rozmieszczenie biegunéw funkcji
podcatkowej w plaszczyznie zespolonej« Wewngtrz konturu L
znajduja sie tylko bieguny p « Po podstawieniu réwnania
(14) do rownania (9) i1 po wykonaniu catkowania8 otrzymamy
poszukiwang funkcje O0O(ru)

1 J\A vV . P a tn -
8(B» --STVT £-°» 7~1S1i S»(SP)e dp
L p ““
00 o}
8(r,») E Mn« 7 N
n=-00 ot P @ X y
= ZN7%
RSt~ o]
o
0 _
®(H,u) - £ cn OwW(R, i~")exp
n—o00 o o

Kazde dwa wyrazy szeregu (15) o przeciwnych wskaznikach
n sa liczbami zespolonymi sprzezonymi. Wyraz zerowy roéwny
jest zeru, bo na mocy (3) cq m O» Dzieki temu réwnanie (15)
mozna napisa¢ w postaci



54 Stanistaw Jerzy Gdula

Wielkosci zespolone ¢ , 0 (R, 1 A7™) oraz exp(i-“-pu)
uo

n w " A%
mozna rozbi¢ na czesci rzeczywiste I urojone, w nastepujacy
sposob

- + - 11
Cn m cn 1 cn

8w(r,t“ ) - e;<R. i 8@R. ir)
0] o] o]

0, 0, 19
a 2X% uy ® cos 2% 4w i osin 2Ty

0 0 0

otrzymujac w wyniku kolejng posta¢ rownania (15)

1 (" " _ A e

O(r,u )s 2 IP"? (Cnow c, OW_) cos % u ,(cn 0W

2nY% N15bn

+ c'9’ )sin n u 5b
n-w o

Funkcje T(u) mozna réwniez rozwing¢ w szereg Fouriera wzgle-
dem sinuséw 1 cosinusow

:m 0,
T{u)s—-9+2’\acos— u+ £ sin—znmu

0 0 (l2a)

przy czym wspodczynniki jego zwigzane sg ze wspodczynnikami
szeregu (12) zaleznosciag

-
O

cB £ n (nh s 0,1,2,3»000)
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Z zaleznosci tej wynika

a b
n n

cn= T « n“>»” 2n

Ostatecznie wiec

8(R,u) - £ (@n 8w +Tm«;) o00s -SasU

b o - _ 2%
+ —_— —
@ n- w % w) stn us, u

Catkujac po catej”objetosci ciata wszystkie wyzej wypi~
sane rownania na 6 (R,u) otrzymamy, na mocy (4a), analogicz<=
ne rownania na srednig temperature ciata Przepiszemy
tu tylko to ostatnie, wynikowe

00
O () =Y\((@ g +b 9" )cos u
tl n wm nv Uo
an
* (bno%vm _ann?wJ)SCm u Y

przy czym, podobnie jak poprzednio

9W -9W s-u).ReQW a- )
m m o] m o]

( 2ni) _jag (i ™5)
m m S (0] m UO

Funkcja 0 (u) podaje przebieg Sredniej temperatury cia-
wm

4a nagrzewajacego sie w osrodku o statej temperaturze lub

przy statej temperaturze powierzchni. Funkcje te otrzymamy
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z rownania (10), jesli obustronnie je scatkujemy w grani-
cach objetosci ciata

(18)

\

W przypadku nagrzewania sie lub ostygania ciata przy statej
temperaturze powierzchni, wspotczynniki B, zaleza tylko

od ksztattu ciata a w przypadku konwekcyjnej wymiany ciepta
na powierzchni, zalezg rowniez od liczby Biota®

Po zrézniczkowaniu wzgledem u réwnania (17) otrzymamy,
w mysl (5a), rownanie na strumien ciepta

2n% 19
u

Dla wyznaczenia ilosci ciepta wymienianego w czasie jed-
nego okresu, obliczmy ekstremalne Srednie temperatury ciakta
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Po podstawieniu powyzszego do réwnania (6a) i1 dokonaniu pro-
stych przeksztatcen, otrzymamy -

Q =2S sin n®(/S1-/732) ) cos nsrCr+17)-

*om m éo)

” Nan®w + bn®w )sin n3CMi+ P2) |
m m ) )J

Jesli rozpatrujemy wymiane ciepta przy periodycznych zmia-
nach temperatury osrodka, to funkcja 8% zalezy parame-

m
trycznie od liczby Biota tkwigcej w v/arunku brzegowym. Ta

sama zaleznos¢ pojawia sie wiec w funkcjach O i 97
m m
O'W :8W GBI, . Fo -
m m

o =0"  (Bi,,*_ =)
m m

Zaleznos¢ funkcjonalng Q mozna wiec w skroécie zapisa¢ naste-
pujaco

Q = f(Bi, Fo)

Jesli rozpatrujemy periodyczne zmiany temperatury powierz-
chni, znika zaleznos¢ od liczby Biota, wskutek podstawienia
Bi =00 !

Q = f(po)

Réwnania (16), (A7) , (19) i1 (20) rozwiagzuja problem sfor-
mudowany na wstepie pracy. Rozwigzanie sprowadza sie do zna-
lezienia funlccyy » (R,u) 1 9™ (U)- opisujacych zjawisko nie-

a
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ustalonego ruchu ciepta w ciele statym o tym samym ksztat-
cie, przy statej temperaturze osrodka lub powierzchni. Zja-
wisko to jest dobrze znane i szeroko opisywane w literatu-
rze poswieconej wymianie ciepta. Dla wielu regularnych ksztat-
téw ciat podane sg Sciste rozwiagzania analityczne, przy czym
ich transformaty Laplace a-Carsona majg postac¢ skornczong.
Dla ciat o nieregularnych ksztakttach mozna zastosowaé¢ Kkto-
ras z przyblizonych lub graficznych metod rozwigzywania.

Gdy wszystko to zawiedzie, mozna uciec sie do eksperymentu
m"bezposredniego lub przy uzyciu analogii), jest on jednak
znacznie prostszy od doswiadczalnego badania wprost zjawisk
periodycznych.

Przy doswiadczalnym wyznaczaniu funkcji 8 nalezy ja
mierzy¢ w tych punktach, dla ktdrych chcemy zSa¢ przebieg
temperatury periodycznej. Jesli chodzi nam tylko o okresle-
nie strumienia ciepta Q lub i1losci ciepta wymienianego za
okres Q, to wystarczy eksperymentalnie ustali¢ zmiennosc¢
w czasie Sredniej temperatury ciata 8W (u) przy nagrzewa-

niu wzglednie ostyganiu w osrodku o starej temperaturze.
Temperature te mozna wyznaczyC posrednio, mierzac i1los¢ cie-
pta pobieranego (oddawanego) przez ciato podczas nagrzewa-
nia (ostygania). Miedzy dwoma tymi wielkoSciami istnieje
prosty zwigzek.

Jesli ciato po pewnym czasie nagrzato sie do Sredniej
temperatury ~ , od temperatury poczatkowej ~ , to pochio-

neto ciepto w ilosci

Maksymalng ilos¢ ciepta pochtonie po czasie nieskonczenie
ddugim nagrzawszy sie do temperatury osrodka EW =t
m

% -*(t-7*)
max *

Biorgc stosunek obu tych wielkosci, otrzymamy
$ T
0 w p
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lub inaczej

1)

Przy opracowywaniu wynikow pomiarow nalezy poszukiwac
funkcyj 9 i ®y w postaci szeregow (10) i1 (13), biorac
oczywiscie sume skonczonej ilosci wyrazéw. Dla przypadkév/
najczesciej spotykanych w praktyce szeregi te sg szybkozbiez-
ne 1 uwzglednienie kilku pierwszych wyrazéw daje zupednie
zadowalajaca dokfadnosc.

Rekopis zdozono w Redakcji w dniu 26.1.1963 r.
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UEPMOJBVECKAH TEMOIIEPEUAHA 3 T3EPiS
TEJIAX BE3 BHyYTPEHffliX HCTOHHMKOB

P e 3» me

PaccMOTpeHa 3a,naga TenJionepeaaHH b TBepftOM
Tejie npn nepno;mrceeKHX HSMeneium: TeMnepaTypH
OKpyxcaiomefi opean hjm iiobepxhocth teJiax $opMyjm~
pyiomHe saaany ypaBHeHHH (1) * (60 npHBeaeHo k
oe3pa3MepHOMy BHay (la) + (6a)9 BBe.ua nprnepiia
no”~odua Ib) - (h)O

nojiyaeHHH ypaBHemia onpeaejuBoupie H3VeHeHne
bo BpeMeHH TeMnepaTypH b npoHSBOIJiBHofi Tornee Te-
jia U 6)9 TenjioBoro noTOKa nape3 riOBepxHocTL Te-
jia (19)h KOJiHaecTBo Tenlia ooMeHaeMoro TelioM 3
ojxhh nepuoa (20) o 3th ypaBHemia CBoaHT npodlieMy
pemeram naaH TenliooOMeHa npn nepnojmnecKHX
BO3setcTBnax k pememuo 3aanH TenjioodMena b Telie
toé Me caMol KOH$nrypauHn npn nocTOHHHOU Ter.me-
paType cpeaH u noBepxHocTH Tejia [ ypaBHemifl
(10; A (18;] o

PERIODIC.i1 HEAT EXCHANGE
IN THE SOLID BODIES WITHOUT INTERNAL SOURCES

Summary

Heat exchange problem in a solid body at periodical tem-
perature variations of a medium or a surface had been taken
into consideration Equations (1) - (6) formulating the pro-
blem had been verified up to dimensionless form (la)-(6a)
by introducing similarity criteria (b) -(h).

Equations defining mutability of temperature in time at
an arbitrary point of the body (16), heat stream across the
surface of a body 119) and the quantity of heat exchanged
during one period (*20), had been achieved.

These equations bring the solution of periodical heat
exchange to the solution of the problem of heat exchange
in a body of the same shape at constant temperatures of
the medium or of the surface [JjEq.(10)-(18)"]-



