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Streszczenie. W artykule przedstawiono modele ARMA stacjonarnych sze-
regéw czasowych, ich reprezentacje w przestrzeni stanu, réwnania filtru Kalmana,
rownania predyktora optymalnego oraz estymacje parametréw modelu za pomocg
metody najwiekszej wiarygodnosci. Dokonano szerokiego przegladu metod iden-
tyfikacji rzedu modelu ARMA(;>, q) oraz zaproponowano oryginalng modyfikacje
jednej z nich. Przedstawiono réwniez modele ARIMA niestacjonarnych szeregéw
czasowych z wielomianowym trendem deterministycznym. Podano oryginalne al-
gorytmy identyfikacji, estymacji i predykcji dla modeli niestacjonarnych.

IDENTIFICATION METHODS OF STATIONARY AND NONSTATIONARY TIME
SERIES

Summary. In the paper, ARMA models of stationary time series are pre-
sented along with their state-space representations, Kalman filter equations, the
optimal predictor, and the maximum-likelihood estimator of model parameters.
Based on an extensive survey of the identification methods of the ARMA(p, q)
model order, an original modification of one of them has been proposed. ARIMA
models of nonstationary time series with a polynomial deterministic trend are
addressed, and original algorithms of their identification, parameter estimation
and prediction arc presented.
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1. Wprowadzenie

Dane ekonomiczne, inzynierskie, Srodowiskowe lub inne w naukach przyrodniczych sg
czesto podawane w zazwyczaj réwno odlegtych odcinkach czasu, np. godzinach, dniach
miesigcach lub latach. Dane takie nazywa sie szeregami czasowymi.

W wielu zagadnieniach musimy rozwaza¢ zjawiska, w ktérych wystepuje duza liczba
nieznanych czynnikéw i znalezienie modelu deterministycznego jest niemozliwe. Niemniej
jednak na ogét mozna w takiej sytuacji znalezé model pozwalajacy okresli¢ prawdopo-
dobienstwo, ze przyszta warto$¢ zawarta bedzie w okresSlonych granicach. Model taki
nazywamy modelem probabilistycznym lub modelem stochastycznym. Konstrukcja mo-
deli stochastycznych na podstawie praw fizyki lub ekonomii na ogét nie jest mozliwa i
buduje sie jg korzystajagc z procedur identyfikacji, bazujagcych na obserwacjach modelo-
wanych zjawisk. W dalszym ciggu konieczne jest rozréznienie modelu probabilistycznego
lub procesu stochastycznego i obserwowanego szeregu czasowego. Tak wiec szereg cza-
sowy zi, Zj,... ,zn, ztozony z N kolejnych obserwacji, uwaza sie za realizacje prébkowa
z nieskonczonej populacji takich szeregéw czasowych, ktére moga by¢ generowane przez
proces stochastyczny.

Ze wzgledu na inercje systemow dane szeregéw czasowych sg czesto skorelowane mie-
dzy soba. Na przyktad temperatura o danej godzinie ma na og6t warto$é skorelowang
z temperaturg mierzong godzine wczesniej, wskaznik zanieczyszczenia powietrza w po-
tudnie moze by¢ silnie uzalezniony od warunkéw pogodowych i natezenia ruchu rano,
za$ wydatki ludzi w danym miesigcu mogg by¢ silnie skorelowane z ich dochodami i
wydatkami w poprzednich miesigcach.

Metody analizy takich ciggéw obserwacji zaleznych oraz tworzenie ich modeli mate-
matycznych nazywa sie analizg szeregéw czasowych.

Mozliwosci optymalnego prognozowania, zrozumienia zwigzkéw dynamicznych pomie-
dzy zmiennymi i optymalnego sterowania oferowane przez modele szeregéw czasowych
majg donioste znaczenie w praktyce. Niniejsze opracowanie jest poSwiecone typom mo-
deli matematycznych szeregéw czasowych, ich identyfikacji oraz wykorzystaniu do celéw

predykcji.

2. Model autoregresji i Sredniej ruchomej ARMA(p,e)

Szereg czasowy z(i), bedacy realizacjg procesu losowego, w ktérym kolejne wartosci
sg silnie zalezne, mozna rozpatrywac jako szereg generowany przez cigg niezaleznych
zmiennych losowych a(t) o rozktadzie normalnym z zerowg warto$cig $rednig i kowariancja

01l (Box, Jenkins, 1983).
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Proces a(t) oznacza sie skrétowo jako n.i.d(0,er2) (normally independently distributed).
Modelem zapewniajacym elastyczno$¢ w dopasowaniu do rzeczywistego szeregu cza-

sowego jest model ARMA(p, q):
9(B)z(t) = 0(5)<z(t), (2.1)
w ktérym $(5) oraz 0(5) sa wielomianami
$(5)- 1-faB- faB2...- 6,5°- ... - 4pB\ (2.2)

0(5) = 1- OiB- 02B2...- 0,5'- ... - 0gB\ (2.3)

za$ 5 jest operatorem opéznienia, tzn. z(t —1) = Bz(t).

Wzér (2.1) mozna zapisa¢é w réwnowaznej postaci:

2(0) = )T & (=0 +a(@ - ~ *m (24)

W modelu tym biezgca warto$¢ procesu wyrazona jest przez skonczong kombinacje li-
niowa poprzednich warto$ci procesu (regresja wzgledem swoich poprzednich wartoSci)
oraz skonczong kombinacje liniowg a(t) i warto$ci poprzednich ($rednia ruchoma).
Modelem stochastycznym szczeg6lnie uzytecznym przy opisywaniu pewnych praktycz-
nie wystepujacych szeregéw jest model autoregresji AR(p) rzedu p (z ang. AutoRegressive
Process):
4>(B)z(t) = a(t), (2.5)

Z(t) = tj>iz(t- 1) + Bz(t - 2) + ... fpz(t- p)+a(t). (2.6)

Procesy autoregresji mogga by¢ stacjonarne lub niestacjonarne.Warunkiem koniecz-
nym i wystarczajacym stacjonarnos$ci procesu AR jest, aby wszystkiepierwiastki A- (i =
1,2...p) wielomianu <$(A) lezaly na zewnatrz okregu jednostkowegona ptaszczyznie ze-
spolonej A. Wielomian taki nazywa si¢ wielomianem stabilnym.

Jezeli wzor (2.5) zapiszemy w nastepujacy sposob:
z(t) = *(5)a(f), 2.7)
to otrzymamy przedstawienie za pomoca nieskorficzonego wielomianu
«(5) = $_1(5), (2.8)

przy czym

m9(B) = 1+ ip2B + V>ib2+ ... + 4>iB" + ... (2.9)
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Jezeli wielomian $(B) jest stabilny, to ciag wag 3, mmmjest zbiezny do zera, a
proces z(t) jest procesem stacjonarnym. Oznacza to, ze wptyw poprzednich wartosci a(t)
na aktualng warto$¢ z(t) maleje wraz z odlegtoscig od aktualnej chwili czasowej t.

W modelu $redniej ruchomej MA(e) (z ang. Moving Average Process) z(t) zalezy

liniowo od a(i) oraz skonczonej liczby q poprzednich wartosci a(t —j ), (j = 1,2 ... ¢
z(t) = 0(B)a(i). (2.10)

Procesy $redniej ruchomej sg zawsze stacjonarne. Pojeciem dualnym do stacjonarnosci
jest pojecie odwracalnosci, wazne dla konstrukcji predyktora. Przedstawmy model (2.10)
W postaci:

a(t) = U(B)z(t), (2.11)

gdzie
11(B) = ©"(B) = 1+ tt,B + m2B2 + ttaB3 + ... (2.12)

Odpowiada to odwréceniu problemu. Obecnie na podstawie aktualnej i uprzednich war-
tosci obserwowanego szeregu czasowego z(t) stajamy sie odtworzy¢ warto$ci pobudzenia
a(t). Jezeli ciagg wag 7Ti, m2,773,... jest zbiezny do zera, to model MA nazywamy modelem
odwracalnym. Oznacza to, ze wptyw poprzednich warto$ci z(t) na aktualng warto$¢ a(t)
maleje wraz z odlegtoscig od aktualnej chwili czasowej t.

W arunkiem koniecznym i wystarczajacym odwracalno$ci modelu MA jest, aby wszyst-
kie pierwiastki A- (i = 1,2... q) wielomianu 0(A) lezaty na zewnatrz okregu jednostko-
wego na ptaszczyznie zespolonej A

Model ARMA(p, q) mozna przedstawi¢ réwniez w postaci rozwiniecia nieskofczonego,

tzn.:
z(i) = V(B)a(t) = "~1(B)Q{B)a(t) = (1+ ~B + tf2B2+ .. ,)a(}), (2.13)
gdzie:
min(p,i-1)
Vo =1 Vi= t&-0i, e ij3= ¢ +<=- 0, (s=2,3,...) (2.14)
1=1

Podobnie mozna wyznaczy¢ rozwiniecie nieskofczone
«(<) = 11(B)z(i) = *(B)9~I(B)z(t) = (1 + + mB2+ .. )*(«)e (2.15)

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym stacjonarno$ci modelu ARMA jest stabil-
no$¢ wielomianu $(B). Podobnie warunkiem koniecznym i wystarczajagcym odwracalnosci

modelu ARMA jest stabilno$¢ wielomianu 0(B).
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3. Reprezentacja modelu ARMATp,?) w przestrzeni stanu

Roéwnaniom (2.1) modelu ARMA(p, q) mozna przypisa¢ model w przestrzeni stanéw

0 postaci:

x(t+1) = Ax{t) +ga(t)
z(t) = d'x(t) + a(f), (3.1)

gdzie na przyktad wg Shea (1989):

ey 1. . .0 4 -0i T
@2 —02 0
A= B0 0 d= (3.2)

przy czym r = max(p, q), za$ x(t) jest r-wymiarowym wektorem stanu. Model ten jest

przydatny do konstrukcji rownan predyktora optymalnego. Réwnania (3.1) mozna, eli-
minujac z réwnania stanu wielko$¢ a(i), zapisa¢ w postaci:
*e+ 1) = Fx(t) +9z(1),

a(t)

z (i) - d'x(t), (3.3)

gdzie
F=A-gd. (3.4)
tatwo sprawdzié, ze warto$ci wiasne macierzy F sa pierwiastkami wielomianu $redniej
ruchomej A 0(A~1).
Innym, alternatywnym modelem w przestrzeni stanu odpowiadajgcym modelowi
ARMA(p.e) jest:

x(i-fl) = Ax(t) +ga(t+ 1)
z(t) = d'x(t), (3.5)
gdzie (M¢lard, 1984):

4 1 . . .0 i \%

% 0 1 0 -0i 0
A= ,a= —2 ,d= 0 (3.6)

4> 0. . 1
mtr O . . . 0 . 0 .0.

.przy czym r = max(p,q+ 1), za$ x(t) jest r-wymiarowym wektorem stanu. Model ten,
aczkolwiek o rzedzie wyzszym o jeden od modelu poprzedniego, jest réwniez przydatny

do konstrukcji réwnan predyktora optymalnego.
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4. Predykcja szeregu stacjonarnego

Podamy obecnie réwnania predyktora optymalnego, bazujgce na opisie (3.5)-(3.6) w
przestrzeni stanu. Punktem wyjsciadla predyktora ;-krokowego jest optymalny predyktor
1-krokowy, okres$lony przez filtr Kalmana. Zat6zmy, ze macierz kowariancji stanu w chwili

poczatkowej t = o jest okre$lona nastepujgco:
cov (x0) = QoOa\ (4.1)
przy czym QO jest rozwigzaniem algebraicznego réwnania Lapunowa
Q0= AQOA'+gg"'. (4.2)

Oznaczmy przez liniowg ocene stanu, zapewniajgcg minimum btedu $redniokwa-
dratowego stanu xt przy danych pomiarach do chwili t —1, za$ kowariancje btedu oceny
stanu Xt —xt— przez

cov(i<) = Al,_la2 (4.3)

Woéwczasjednokrokowy predyktor stanu jest okre$lony poprzezreprezentacje innowa-
cyjng. Dlat = 1,2...n btedy predykcji jednokrokowej e<orazich wariancjavar(e() =

cr3/( sg okreslone zalezno$ciami:

—zt d (4*4)

gdzie
*i+ilt = + M«(,*01-1 = 0, (4.5)
i — (4.6)
Et+\\t — +39° ~ (4-7)

oraz
/(= d'Et\t_1d. (4-8)

Korzystajac z powyzszych zalezno$ci mozna okresli¢ ¢-krokowga predykcje wyjscia zt+k\t
i wariancje jej btedu zZ++*|, = z,+k - nastepujaco:
zt+k\t = d x t+\t = d Ak Ix1+1], = dkxw \t (4-9)

k-1
a?Ht ~  (dinri+ijid* + ej)er2,e0= 1,ej = d!-g,j =1,2... (4-10)
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Dla = r+ I,r+2... fc-krokowe predykcje spetniajg rownanie rekurencyjne:
ft+k\t — <t>lat+k~I\t + feZt+k-At + + <i>rt+Hert (4-11)

Przy t—peozachodzi -* gg', fci —»g" = Ag iréwnaniapredyktora przyjma

posta¢ asymptotyczna:

*t4llt = A**<11 + gr*t, *ol-i = O, (4.12)
gdzie:
0i 1 0 & - 0i
02 0 [ .0 £ — o2
F m= e - d= (4-13)
or-1 o . . ot <t>r-\ ~ Or
Or 0 . . . 0 0

Predyktor ten, aczkolwiek czesto uzywany, nie jest predyktorem optymalnym i jest
stabilny tylko dla modeli odwracalnych, w przeciwienstwie do predyktora Kalmana, pra-

cujagcego poprawnie réwniez dla modeli nieodwracalnych.

5. Estymator ML parametréw modeli ARMA

Najefektywniejszym estymatorem parametréow jest estymator najwiekszej wiarygod-
nosci.

Poniewaz innowacje uzyskiwane z filtru Kalmana sg ciggiem zmiennych losowych nie-
zaleznych o wariancji /<, wiec funkcja wiarygodnosci dla szeregu czasowego z — {zt,t =

1..T} generowanego przez model ARMA jest okre$lona wzorem:
/ /

In¢g (z,M ,a2= const - r/21lnad- I/2£1In/f- l/(2cr2)£>?//, (5.1)
*=1 t=1

Oceny najwiekszej wiarygodnosci parametréow 0 6, a2 znajduje sie maksymalizujac
InL{z, O, &u2).

Zalezno$¢ (5.1) jest ogblng postacig funkcji wiarygodnosci, niezalezng od metody jej
obliczenia. Praktyczne algorytmy obliczania funkcji wiarygodnos$ci korzystajg na ogél z
innych algorytmdéw filtracji, mniej pracochtonnych od rekurencji rownan (4.6)-(4.8). Je-
den z takich algorytméw jest zamieszczony w pracy Melarda (1984). Osobnym istotnym
problemem jest metodyka minimalizacji (5.1) i sktadajgce sie na nig elementy: wyznacza-
nie wstepnych ocen parametréw oraz obliczanie gradientu i hesjanu funkcji wiarygodnosci
wzgledem estymowanych parametréw. W literaturze (np. Burshtein, 1993; Kohn, Ansley,
1982) istniejg analityczne algorytmy wyznaczania gradientu funkcji wiarygodnosci. Jedna
z metod wyznaczania wstepnych ocen parametrow jest opisana w punktach 6.5 i6.6. Po-

zostate problemy wykraczajg jednak poza zakres niniejszego opracowania.
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6. ldentyfikacja modeli ARMA

ldentyfikacja modelu ARMA polega na ocenie stopnia p wielomianu autoregresyj-
nego $(5), stopnia q wielomianu $redniej ruchomej 0(B) oraz wartosci wspotczynnikow
<fS... $p, di... 9gna podstawie realizacji z(1)... z(T).

Okreslenie rzedu procesu (p,q) jest wazna, trudng i delikatng cze$cig analizy szeregu
czasowego. Analitycy szeregéw czasowych czesto stosujg podejécie zaproponowane przez
BoxaiJenkinsa (1983). Metoda ta bazuje na wycigganiu wnioskéw z charakterystycznych
ksztattow funkcji autokorelacji i korelacji czastkowych estymowanych na podstawie da-
nego szeregu czasowego. Podejscie to w znacznym stopniu polega na subiektywnych oce-
nach analityka. W tym rozdziale dokonamy przeglagdu najwazniejszych alternatywnych,
mniej heurystycznych, metod okre$lania rzedu modelu ARMA. Jednym z kryteriéw kla-
syfikacji metod jest przyporzadkowanie im okre$lenia "subiektywna” lub "obiektywna”.

W przypadku metody subiektywnej decyzja jest zawsze pozostawiona analitykowi.
Moze ona polega¢ na wyborze poziomu istotnosci testu lub wizualnym zbadaniu wykre-
sow lub tablic w celu uchwycenia charakterystycznego wzoru w zachowaniu analizowanej
charakterystyki.

Metody obiektywne moga by¢ scharakteryzowane przez fakt, ze udziat analityka w
procesie modelowania nie jest niezbedny, za$ oceny rzedu (p,q) modelu ARMA(p, q) do-
konuje sie zazwyczaj poszukujgc ekstremum pewnej funkcji.

Klasa metod subiektywnych moze by¢ podzielona na metody bazujgce na testowa-
niu hipotez statystycznych oraz na metody bazujgce na teorii realizacji stochastycznych.
Wréd klasy metod obiektywnych nalezy wymieni¢ metody bazujace na biedzie jedno-

krokowej predykcji, miarach informacyjnych i metodach bayesowskich.

6.1. Metody bazujgce na teorii testowania hipotez statystycznych

Jednym z najczestszych probleméw wnioskowania statystycznego jest zdecydowanie,
na bazie skonczonego zbhioru obserwacji, czy zbiér parametrow 0 spetnia s niezaleznych
ograniczen =0, (t=1,2...5).

Zatézmy, ze wszystkie ograniczenia polegajg na zerowaniu sie czesci parametrow.
Przyjmijmy, ze wektor parametréow /? jest podzielony na dwie czesci: (/3[,/?()', a hipotezg
zerowg jest HO : 02 = (0,0,----- 0)'. Wéwczas, pod warunkiem Ho, dowolna ze statystyk:
LR (Likelihod Ratio), W (Walda) czy tez LM (Lagrange Multiplier) posiada asympto-
tyczny rozktad y2 o s stopniach swobody (Harvey, 19816).

Jest jasne, ze Hq jest zagniezdzona w hipotezie alternatywnej poprzez ograniczenie

Pi — (0,0,----- 0)'. Hipotezy tworzg zbiér jednoznacznie uporzadkowany, co pozwala na
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przeprowadzenie sekwencyjnej procedury testujacej. T.W. Anderson (1971) przedstawi!
procedure sekwencyjng do ustalania rzedu procesu AR. Zaktada ona okre$lenie liczby L
takiej, ze prawdziwy rzad jest mniejszy lub réwny L. Nastepnie sg testowane sekwencyjnie

wzajemnie wykluczajgce sie hipotezy:

Hi @ $¢ -0,

Hi - - $1-i = o,

(6.1)

Jesli jakakolwiek hipoteza jest prawdziwa, poprzedzajgce hipotezy sg tez prawdziwe, je-
$li jakakolwiek z tych hipotez jest fatlszywa, nastepne sg réwniez falszywe. W ostatnim
przypadku procedura konczy sie.

W hittle (1954) pokazat, ze dla testowania dwu zagniezdzonych hipotez - HO: zatozony
model jest autoregresjg rzedu s, (s = 0,1,2,... L —1) przeciwko Il\: dana realizacja jest

generowana przez proces AR(L) - statystyka testowa LR przyjmie w przyblizeniu postac:
LR = -{T-L)\og(4i/&l), (6.2)

gdzie a\ ib\ sg ocenami najwiekszej wiarygodnosci odpowiednio przy HOi Hi. Statystyka
ta posiada asymptotycznie rozktad x2 ° L —s stopniach swobody.

Anderson (1971) zaproponowat statystyke bazujacg na testowaniu hipotezy zerowej
$J+i = ..$£, =0, (s = 0,1,2...L —1) w modelu AR(L). Niech Ri bedzie macierza
L x L wymiarowg, podzielong na s i L —s wierszy i kolumn odpowiednio do wektora

parametrow:

RIRI2 $(>)
RS e R (@) ©3)

gdzie (i,j)-ty element R i, r,_j jest funkcja autokorelacji z préby, zdefiniowang jako:

T-k T-k
(6.4)
i gdzie $ jest wektorem ocen parametréw modelu AR(L). Wéwczas statystyka
TSWI[Ri - RuR ;'R u}$W/crl (6.5)

jest statystyka testu Walda.
Po zastgpieniu parametréw <% przez 0; sekwencyjna procedura testujgca moze by¢

takze uzyta dla testowania hipotez w czystym modelu MA.
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Procedura testowania sekwencyjnego ma niestety dwie wady. Pierwszg jest to, ze rzad
modelu AR lub MA konieczny do wasciwego dopasowania sie do szeregu czasowego moze
by¢ duzy. Drugg wadg jest trudnos$¢ znalezienia wtasciwego poziomu istotnosci na bazie
kompromisu pomiedzy prawdopodobiefstwami btedu | i Il rodzaju, poniewaz to drugie

nie jest znane dla rozwazanego testu.

6.2. Metody bazujagce na teorii realizacji stochastycznych

Rozpatrzymy tu procedury nie wymagajace, w przeciwienstwie do poprzednich,

uprzedniej estymacji parametréw modelu.

6.2.1. Odwrotne autokorealacje i korelacje czastkowe

Chatfield (1979) i Cleveland (1972) przedstawili argumenty na rzecz uzywania w pro-
cedurze Boxa-Jenkinsa odwrotnych autokorelacji IAC (Inverse Autocorrelations) zamiast
autokorelacji.

Odwrotna autokowariancja dla ;-tego op6Znienia, oznaczana jako 7,(£), moze by¢ zde-
finiowana jako wspotczynnik przy Bh, w funkcji generujacej r,(B), spetniajacej warunek

r,(B)r(£) = 1. Jest zatem oczywiste, ze dla procesu ARMA(p, q):

T.IB) 0,(5)0,(5-i) al' (6°6)

Z kolei odwrotne autokorelacje sg zdefiniowane jako pi(k) —7;(&)/7;(0). Implikuje to,

ze odwrotne autokorelacje dla procesu AR(p) sa okre$lone nastepujgcym wzorem:

Pi(k) = (-#* + E <W *)/(1 +E *m), k<P (6.7)
j=i j=i
oraz
Pi(k) = 0, dla k > p. (6.8)

W zwiazku z tym w przypadku autoregresyjnym />,(£) jest uciete dla k >p. Wtasnos¢
ta czyni pi(k) konkurencyjnym w stosunku do PACF (Partial Autocorrelation Function).
Alternatywng funkcje, znang jako odwrotna funkcja autokorelacji czastkowych IPACF
(Inverse Partial Autocorrelation Function) omawia Chatfield (1979). Mozna ja zdefinio-
wac jako PACF dla modelu odwrotnego Qq(B)zt = <p(B)at i obliczy¢ z réwnan Youle’a
- Walkera poprzez zastgpienie autokorelacji autokorelacjami odwrotnymi. Zachowanie sie

IPACF jest podobne do zachowania sie funkcji autokorelacji.
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6.2.2. Metoda naroznikowa

Metodg wykorzystujacg autokorelacje do wygenerowania tablicy dla identyfikacji rzedu
modelu ARMA jest tzw. metoda katowa zaproponowana przez Beguina, Gourieroux i
Monforta (1980). Bazg dla tej metody jest wyznacznik A (i,j) macierzy j x j-wymiarowej,
zdefiniowany jako,

pi pi-i e Pi-j+\

AGj) = Pt P Pi-}+2

c (= 1,2,00000) (6.9)
pi+7-1 pi+7-2 +m Pi

Beguin i inni (1980) dowodza, ze proces stacjonarny ma minimalng reprezentacje

ARMA(p, q) wtedy i tylko wtedy, gdy A(i,j) = 0 dla wszystkich wartosci i > q4-1

orazj > p + 1, podczas gdy A (i,p) N o dla wszystkich wartoéci i > q oraz A(q,j) » o

dla wszystkich warto$ci j > p. Tablica wartosci A (i,j) nazywa sie tablicg A. Identyfikacja

p i qgjest rownowazna identyfikacji naroznika warto$ci zerowych w tablicy A.

6.2.3. Uogéblnione autokorelacje

Uogo6lniong funkcje autokorelacji uzyteczng dla okre$lenia rzedu procesu ARMA za-

proponowat Takemura (1984). Oznaczajac: 7 (7,t) = (77,77+1,me-, 77-12+1)', dla i > O,
oraz

"7 7.-1 eee 71-7+1

7ivi 71 M2 k= 10,- 1) (6.10)

7147-1  7147-2 71
gdzie 7," autokowariancja teoretyczna, uog6lnione autokorelacje wyrazg sie wzorami:

p(t+ 1,j +1)=o0,

dla det T(j,t) = o oraz

p{i+1,;+1) = 7(*+J+1)-7(i+ M)T(i>0-170'+ M)
X [ro- 27(j,)T(j, t)-27 (i + 1,%)

+ 7+ 0,i)r0n 0 r(oli)r(j,eri7 (¢+ixret (6.12)

dla detT(j,t) ySo.

Takemura (1984) dowodzi, ze p(i,j) ma nastepujace wiasnosci: p(l,j) —Pj dlaj >
1, p(i, 1) = 6i? tfiai > 1, —1 < p(i,j) < 1 oraz dla procesu ARMA(p,q) p[i,j) =
0 dla i > p oraz j > q. Jest oczywiste, ze witasno$é ta moze byé wykorzystana do

identyfikacji rzedu (p, q) procesu. Wéwczas autokowariancje teoretyczne 7; sg zastepowane
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przez autokowariancje z proby. Takemura pokazat, ze jesli przez r(i+1,j +1) oznaczymy
uog6lniony wspétczynnik autokorelacji z proby, to dla procesu ARMA(p,q) o rooi

0, y$ o statystyka:

ni'\(p + 1,9+ 1)1 + 2¢ (r2)211/2 (6.12)
i=i

posiada asymptotycznie standardowy rozktad normalny, przy czym rf oznacza zgodng

ocene 7f=cov(xi,x(_1), gdzie x, = $p(B)z, = Qq(B)at.

6.2.4. Iterowane regresje i rozszerzona funkcja autokorelacji z préby

Tiao i Tsay (1983a,6) oraz Tsay i Tiao (1984) uzyli zgodnych ocen parametréw AR
stacjonarnego lub niestacjonarnego procesu ARMA(p,q) dla zdefiniowania rozszerzonej
funkcji autokorelacji z proby ( ESACF - Extended Sample Autocorrelation Function), na
podstawie ktérej mozna okresli¢ rzad R)rlqgesu ARMA(p, q). Mozna pokaza¢, ze — P,
dlal = 1,2,...p, jeSli j > q, gdzie jest jest oceng | -tego parametru wielomianu
AR j-tej jterowanej regresji AR(p). Dla ufatwienia obliczen oceny tych parametrow sa

otrzymywane rekursywnie dlaj > 1 za pomoca formuty:

Woo- 1% AW = “AV W U /% )1 (6-13)

Aby obliczy¢ ESACF konieczne jest obliczenie zwyktych ocen najmniejszych kwa-
dratow dla p = 1,2,...,p0 + 90 0raz / = 1,2,...,p poprzez sukcesywne do-
pasowania AR, poczynajac od AR(1) do AR(po + go), gdzie po i 90 sg warto$ciami
uprzednio okreslonymi, oblicza sie nastepnie za pomocg formuty rekurencyjnej dla
p= 1,2,...,po, /= 1,2,...,poraz j = 1,2,...,90.

Dla skofnczonych warto$ci m, m-ty ESACF jest definiowany nastepujgco:

Dr(m)= cov(y,yt+k)/ cov(ytyt), (6.14)

gdzie

= (6.15)
I=i

Tsay i Tiao (1984) pokazuja, ze dla procesu ARMA(p, 9) ESACF posiada nastepujaca

wiasno$é asymptotyczng:

r*@) = cti-P<k-q), @ <k-g<j-p)
Dic(j) 0, k- 9>j-p>o0) (6.16)

gdzie c(j —p.,k —q) jest niezerowg statg lub zmienng losowga ograniczong miedzy —1 a 1.

W iasnos$¢ ta moze by¢ uzyta do zidentyfikowania rzedu procesu (p, 9).
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Dla skonczonych warto$ci T, nie wszystkier b e d 3 zerowe. Jako dodatkowego narze-
dzia do okre$lania momentu uciecia rjty) Tiao i Tsay proponujg uzycie formuty Bartletta
(n —j —k)~1 jako asymptotycznej aproksymacji wariancji Bazuje to na hipotezie,

ze szereg przetransformowany t/t jest biatym szumem.

6.3. Metody bazujace na btedzie jednokrokowej predykcji

Trudnosci w okre$leniu rzedu modelu ARMA pozwalajg na stwierdzenie, ze na podsta-
wie szeregu czasowego o skofczonej dtugosci nie mozna oczekiwaé wyraznej odpowiedzi na
temat prawdziwego rzedu procesu. Ponadto zalozenie, ze proces rzeczywisty jest istotnie
procesem ARMA(p, q), jest wygodne tylko koncepcyjnie.

Jesli celem identyfikacji jest znalezienie modelu najlepiej aproksymujgcego proces,
woéwczas rozsadnie jest robi¢ to majagc na uwadze cel, ktdremu model ma stuzy¢. Typowym
celem jest predykcja przysztych wartosci procesu.

Akaike (1970) zaproponowat metode wybierajagcg rzad p autoregresji tak, aby mi-
nimalizowaé warto$¢ oczekiwang kwadratu btedu jednokrokowej predykcji FPE (Finat

Prediction Error). FPE Akaike jest woéwczas wyrazone zaleznoscia:
FPE(p) = érllEM , (6.17)
-p

przy czym wyboru rzedu dokonuje sie tak, aby FPE(p), (p = 1,2,... Z) osiggneto war-
to$¢ minimalng. Jednakze dla duzych warto$ci T wyrazenie (T +p)/(T —p) jest zalezne
od p w znikomym stopniu i w konsekwencji trudno jest dobra¢ wtasciwy rzad modelu.
W istocie dla szeregéw dituzszych od 50 kryterium to prowadzi do nadparametryzaciji.
Sdéderstrom (1977) pokazat, ze FPE moze byé uzyte niezaleznie od struktury modelu
poprzez zastapienie p przez liczbe estymowanych parametrow.

Z kolei Bhansali i Downham (1977) zasugerowali wybér rzedu modelu na bazie mini-

malizacji funkcji

EPEs(p) = ct,(1 + Sp/T), (p=0,1,2,... L), (6.18)
gdzie 6 > 2 jest statg. Przy zwiekszaniu 6 zwigksza sie kara za nadparametryzacje.B}
sali i Downham pokazali,ze dla T > 300 witasciwy model jest znajdowanyznacznie

czesciej przy 6 > 2.

6.4. Metody bazujgce na mierze informacji

Koncepcja informacji wg Fishera i zwigzane z nig pojecie entropii stato sie bazg szeregu

metod estymacji rzedu. Akaike (1973, 1974) pierwszy dostrzegt znaczenie entropii dla
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estymacji rzedu modelu ARMA. W szczeg6lnosci pokazat on, ze minimalizacja funkcji
AIC(p,q) =T logén + 2(p + q), (6.19)

(Akaike Information Criterion) jest réwnowazna minimalizacji miary informacji
Kullbacka-Leiblera.

Jednakze Hannan (1982) udowodnit, ze jesli (p‘,e*) jest prawdziwym rzedem modelu
ARMA(p, q) oraz p* < P i g" < Q, wbéwczas AIC asymptotycznie przeestymowuje (p*, q’)

z niezerowym prawdopodobiefistwem.

6.5. Metody bayesowskie

Metody bayesowskie dla okre$lenia rzedu modelu szeregu czasowego hiorg pod uwage
wiedze a’priori w postaci funkcji gesto$ci prawdopodobiefistwa o parametrach modelu.
Wychodzac z tej metody, Schwarz (1978) dla wyboru najodpowiedniejszego modelu w
zbiorze modeli ARMA(p,q), (p,q=0,1...L) zaproponowat minimalizacje funkcji:

AP . ANrioga”™ + tp-t-eJlogT. (6.20)

Z kolei Rissanen (1978) do okre$lania rzedu modelu ARMA zaproponowatl minimali-
zacje funkcji
BIC =loga\ + (p+ <j)(logT)/T, (p,e=0,1...L). (6.21)

Jego wyprowadzenie bazuje na zasadzie minimalizacji liczby liczb dwdéjkowych potrzeb-
nych do odtworzenia obserwowanych danych, gdy kazda obserwacjajest dana z pewng pre-
cyzja, z zastosowaniem najlepszego kodowania i zatozonego modelu procesu. Zauwazmy,
ze BIC* (Bayesian Information Criterion) jest w istocie kryterium Schwarza.

Hannan (1980) oraz Hannan i Rissanen (1982) wykazali, ze BIC* daje zgodne oceny
rzedu modelu ARMA.

Dwa inne kryteria oceny rzedu procesu majgce charakter bayesowski to: bayesowskie
kryterium estymacji BEC (Bayesian Estimation Criterion) Geweke i Meese’a (1981) oraz

kryterium HQ Hannana i Quinna (1979) i Hannana (1980). Pierwsze z nich ma posta¢:
BEC(p.q) = al + (p+q)allogT/(T-L), (p.q=0.1,... 1), (6.22)

gdzie 6\ jest oceng najwiekszej wiarygodnos$ci wariancji reszt po dopasowaniu modelu
najwyzszego rzedu.

Hannan i Quinn sugerujg poszukiwanie rzedu modelu poprzez minimalizacje wielkoSci:

HQ{p, q) = loga\ + (p+ ?)c(loglog T)/T, (p,q= 0,1... L), (6.23)



Metody identyfikacji stacjonarnych i niestacjonarnych modeli ARMA 29

gdzie c jest statg, ktorag nalezy okre$lic. W pracy Hannana (1980) pokazano, ze czton
(loglog T) raczej wykresla linie pomiedzy estymatorami zgodnymi i niezgodnymi niz jest
rezultatem, ktéry nalezatoby wykorzystywac.

Hannan i Rissanen ( 1982) zaproponowali praktyczng procedure okreslania rzedu mo-
delu ARMA(p, q) bazujaca na trzech etapach.

W pierwszym etapie do danych dopasowuje sie wielomian AR(£), gdzie L dobiera
sie z kryterium AIC lub BIC. Oceny parametréw <, (j — 1,... L) stuzg do okreslenia
ocen at = z, —E$jZt-j dlat > L + 1, przy czym suma jest po j — 1,2..L. W drugim
etapie znajduje sie oceny parametrow poprzez regresje zt na ¢ (J = 1,2,...p)oraz na
at-j, (j = 1,2...q). Aby to wykona¢, proponuja oni rekurencyjny algorytm estymaciji,
ktéry mozna uwaza¢ za uogo6lnienie algorytmu Durbina-Levinsona. Je$li przez d* qozna-
czyé wariancje reszt regresji, to ocena (p, q) rzedu jest okre$lona poprzez minimalizacje
funkcji:

log*p,, + (P + 9)(I°g71)/7\ (p < P,Q), (6.24)

gdzie P, Q sg uprzednio zatozonymi, odpowiednio duzymi liczbami catkowitymi.

Poniewaz wspoétczynniki 0;, dla ktérych (6.24) przyjmuje minimum, nie sg asymp-
totycznie efektywne, Hannan i Rissanen (1982) sugeruja estymacje parametréw za po-
mocg dowolnego algorytmu maksymalizacji gaussowskiej funkcji wiarygodnosci, przyjmu-
jac wartoséci (p,q) dla rzedu oraz e, Ot jako poczatkowe warto$ci parametrow. Jest to
trzeci etap procedury.

Okazuje sie, ze na drugim etapie procedury moze doj$¢ do nadestymacji rzedu. Hannan
i Kavalieris (1984) wprowadzili do swej oryginalnej procedury poprawki prowadzace do

zgodnych ocen rzedu.

6.6. Zmodyfikowana metoda Hannana-Rissanena

Modyfikacje metody Hannana-Rissanena zaproponowane w tej pracy sa zwigzane z
modyfikacjag drugiego i trzeciego etapu procedury. Polegajg one na tym, ze metoda naj-
mniejszych kwadratébw wyznacza si¢ modele ARMA(r,r) dlar = 1,2, rnmx, co pro-
wadzi do ustalenia P = Q; stosuje sie petng metode najmniejszych kwadratéw a nie jej
uproszczony wariant rekurencyjny. W celu ostatecznej selekcji najlepszego modelu wyzna-
cza sie doktadng funkcje wiarygodnosci dla kilku modeli wytypowanych w poprzednich
etapach.

Pewng modyfikacja techniczng jest korzystanie z eksponent funkcji AIC oraz BIC”,
oznaczanych nadal jako AIC oraz BIC. Zastosowne modyfikacje znacznie podwyzszajg

efektywnos$¢ estymatora kosztem podniesienia ztozonosci obliczeniowej, co jednak przy
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wilasciwej organizacji obliczeh dla metody najmniejszych kwadratow, modyfikujacej je-
dynie pewne macierze wyznaczone dla modeli nizszych rzedéw zamiast obliczenia tych
macierzy dla modeli o rzedach wyzszych oraz efektywnych algorytmach wyznaczania
funkcji wiarygodnosci jest szybka nawet przy obliczeniach prowadzonych na kompute-
rach klasy PC (Btachuta, 1994).

Procedura identyfikacji jest nastepujgca:

(1) Dopasowanie metoda najmniejszych kwadratéw wielomianu autoregresyjnego d>1(f?)
stopnia n. Liczbe n okre$la sie dopasowujac kolejno wielomiany stopnia n —

0,...nmax i wybierajagc model dajgcy minimalng warto$¢ AIC
Al1C = cr*exp (6-25)
Wyznaczenie ocen innowacji

£ = #»(*)»«.*>» + lo (6.26)

(2) Dopasowanie metodg najmniejszych kwadratdw na podstawie szeregéw yt i ct ciggu
modeli AEMA(r,r), dlar = 0,1,...rmax.

Znalezienie rO minimalizujgcego BIC

BIC = a2exp{2r*Y~}, r=0,l, ...ro+ I (6.27)

(3) Wyznaczenie metodg najmniejszych kwadratéw modeli ARMA(p, q) dla wszystkich

p <ro+ loraz q < ro+ 1. Selekcja modeli o najmniejszych wartosciach BIC

BIC = aM?exp{(p + <) —} (6.28)

(4) Estymacja metoda najwiekszej wiarygodnosci parametréw modeli wyselekcjonowa-

nych w etapie 3. Wyb6r modelu o najmniejszej wartosci BIC.

7. Procesy niestacjonarne

Modele (2.3) i (3.1) sa stacjonarne, jesli wszystkie zera wielomianu <f>B) lezg na ze-
wnatrz kota jednostkowego. Teoretycznie stacjonarno$¢ oznacza, ze funkcje gestosci praw-
dopodobienstwa (z(ii), r(fi+ 1),..., z(<i+h)] oraz (z(t2), z(t7+ 1),..., z(47+ k)] posiadaja
identyczng posta¢ dla dowolnego wyboru parametréw (ti,t7,k). W praktyce oznacza to,
ze zachowanie sie wynik6w obserwacji pozostaje takie samo w czasie. Jednakze rzeczywi-

ste szeregi czasowe czesto wykazujg zachowanie dryfujace. Takie niestacjonarne szeregi
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czasowe mogg by¢ zamodelowane poprzez dopuszczenie niektérych zer $(5) na okregu

jednostkowym. Piszac zatem $(B) —y>(B)(l —B)d mamy:
<p(B)(I-B)dz(t) = li + Q(B)a(t), (7.1)

gdziezera$(B) —ml —iB -faB 2- .., <j>,-iB p~d lezg na zewnatrz okregu jednostkowego.
Model (7.1) jest znany jako model ARIMA(p - d,d,q) rzedu (p - d,d,q). Réwniez
niektore szeregi czasowe z zachowaniem cyklicznym moga by¢ reprezentowane poprzez

$(5), posiadajace zera na okregu jednostkowym. Tak wiec (7.1) moze by¢ zapisane ogol-

niej jako:

<p(B)U(B)z(t) = p + Q(B)a(t), (7.2)
gdzie U(B) = 1 —U\B —UiBil—... —UdB~d posiada wszystkie zera na okregu jednost-
kowym.

Specjalna postaé U[B) = (1-B)d(I-B*)dl, gdzie sjest pewng liczbg catkowitg dodat-
nig, jest szeroko stosowana w praktyce do modelowania sezonowych szeregéw czasowych

(np. w ekonometrii s = 12 dla danych miesiecznych oraz s = 4 dla danych kwartalnych).

8. Procesy niestacjonarne z trendem deterministycznym

Rozwazmy proces opisany ré6wnaniem:
yt — + 6o + + mee+ &dtd -f mme+ O<rt.TTi-it<i+CT 1, (8-1)

w ktérym:
B - operator op6znienia, A = 1 —B - operator roznicy, t - czas dyskretny,

at - n.i.d (0, cr2) oraz $(B),0(R) - stabilne wielomiany zmiennej B:
$(5)=I1-~B -...-"np,

0(£) = 1- dxB - ... - 0,B".

Wezmy d-krotng r6znice szeregu czasowego yt. Proces réznic tg bedzie wéwczas opisany
rownaniem:

u, = Adyt= |||ja, + 6] + 6d+1t + .. (8.2)

Pierwszy sktadnik w powyzszej zaleznosci opisuje stacjonarny proces ARMA, za$ po-
zostate sktadniki majg charakter trendu deterministycznego.

W spoétczynniki Sj... ;2+m-i mogg by¢ wyrazone poprzez wspétczynniki Sj...
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Dalsze m-krotne réznicowanie pozwala na catkowite wyeliminowanie trendu, jednakze
obecnie proces wt bedzie nieodwracalny:
Q’(B) Q(B)Am

ta< = gl-
$ (H) : $(B)

(8.3)

1ot

Nieodwracalno$¢ procesu wt wynika z faktu, iz wielomian 0*(B) posiada m-krotny pier-
wiastek na okregu jednostkowym.

Model (8.3) moze by¢ uzyty do prognozowania szeregu czasowego za pomocg specjal-
nego predyktora skonstruowanego na podstawie filtru Kalmana. Znajomo$¢ wspoétczyn-

nikéw Sd ... Sd+m-i nie jest wowczas konieczna.

9. Predykcja optymalna szeregu niestacjonarnego z trendem

Rozwazmy problem predykcji za pomocg modelu ARIMA(p,s,e), (Harvey 1981a, Ha-
rvey, McKenzie 1982). W tym celu nalezy utworzy¢ reprezentacje w przestrzeni stanu
procesu stacjonarnego wt = A‘z,, dla ktdrego mozna znalezé predykcje optymalng za
pomocg filtru Kalmana.

Nastepnie tworzy sie model rozszerzony poprzez dodanie do wektora stanu s —1 op6z-
nionych wartosci zt-i,... zr-d- Niech ten wektor op6znionych wartos$ci bedzie oznaczony
przez Ct—+ = eee7t-d) dla wszystkich t = d -f 1,.. .T. Estymatorem rozszerzonego
wektora stanu £< = (*i,Ci_i) w chwili T jest wéwczas £r = (xt Cr-i) i najlepszy esty-
mator zapewniajagcy minimum $redniokwadratowego btedu predykcji. Poniewaz £r-i jest

znane, wiec macierzg btedu $redniokwadratowego jest er*Pt, gdzie:

E t 0
Pt 0. m ©1

Niech —Uj,j = 1,2... s bedzie wspétczynnikiem przy w rozwinieciu A* = (1 —B)*

oraz przyjmijmy, ze :
x(i+1) = Ax(t) +ga(t+ 1), (9.2)
to(i) = dIx(h) (9.3)

jest uktadem réwnan stanu dla procesu wt = {wt,t = 1,...T}. Rdéwnanie stanu dla
rozszerzonego wektora stanu £< = [asj, Ci—]/ bedzie miato postac:
Xt A 0 Xt-2 y
= 10 ... 0 Sy, + (9.4)
C-1. i Lo e Sii-2 0
dlat=s+1,...
Zastosowanie réwnan predyktora Kalmana do rozszerzonego ro6wnania stanu daje opty-

malny predyktor zr+k, dlak = 1,2,
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10. Identyfikacja proceséw z trendami wielomianowymi

Zalézmy, ze dana jest realizacja y(l)... y(T) procesu opisanego rownaniem (8.1).

Zadanie identyfikacji polega na ocenie

e liczb catkowitych d i m charakteryzujacych rzad réznicy koniecznej dla stacjonary-

zacji sktadowej stochastycznej oraz stopien trendu deterministycznego,
e liczb catkowitych p i q okre$lajacych stopnie wielomianéw $(/?) i o (B),

e wspdtczynnnikdw 0\...o0,.

Procedura identyfikacji jest wieloetapowa i polega na selekcjonowaniu modeli na pod-
stawie kryteriéw informacyjnych. W pierwszym etapie dokonuje sie oceny liczb d i m
postugujac sie modelem autoregresyjnym sktadowej stochastycznej, okreSlonym wielo-
mianem <£>,(£) stopnia n. W drugim etapie na podstawie modelu autoregresyjnego oraz
zréznicowanej realizacji z usunietym trendem okreéla sie strukture modelu ARMA i jego
parametry. W etapie trzecim, po okresleniu struktury i wstepnej ocenie parametréw, do-
konuje sie ostatecznej tgcznej oceny parametréw trendu i parametrow modelu ARMA za
pomoca metody najwiekszej wiarygodnosci.

Doktadniejsze omdéwienie elementéw sktadowych tej procedury znajduje sie w punk-

tach 9.1 i 6, za§ w punkcie 9.2 omawia sie kompletny algorytm.

10.1. Identyfikacja trendu deterministycznego

Zatozmy, ze dysponujemy realizacjg u(l) ... v(T) procesu

= f(f)at+ *3+ + oem t10-1)

Zadanie polega na ocenie liczby m oraz wspétczynnikow
Procedura identyfikacji polega na wykonywaniu dla wartoéci m = 0... roma* nastepu-

jacych dziatan:
(a) Ocena wspoétczynnikéw 5J ... za pomocg metody najmniejszych kwadratow.

(b) Usuniecie trendu i dopasowanie wielomianu autoregresyjnego <£>,(/?) stopnia n.
Liczbe n okresla sie dopasowujgc kolejno wielomiany stopnia n = o ... nmiXi wy-

bierajac model dajacy minimalng wartos¢
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(c) Korekcja warto$ci wspétczynnikéw Sj ... Sj+m_1przy danym metoda najwiek-

szej wiarygodnosci.

(d) Korekcja wspoétczynnikéw wielomianu $n(B) przy danych Sj...

(e) Powtdrzenie punktow c i d az do uzyskania ekstremum funkcji wiarygodnosci.

(f) Ustalenie oceny m z warunku min BIC

BIC =cr’mexp{(n+ m )i*}. (10.3)

10.2. Identyfikacja modelu z trendem

Procedura identyfikacji jest wieloetapowa.

Etap i

Oceny liczby réznicowan d oraz stopnia m skfadowej deterministycznej dokonuje sie
powtarzajac procedure z punktu 9.2 kolejno dla d = 0,1... din&. Jako oceny przyjmuje
sie ten zestaw wartos$ci d i m, przy ktérym warto$¢ BIC jest najmniejsza.

Etap 2

Na podstawie modelu autoregresyjnego oraz zréznicowanej realizacji z usunietym tren-
dem okres$la sie zgodnie z procedurg z punktu 7 strukture modelu ARM A ijego parametry.

Etap 3

Po okresleniu struktury i wstepnej ocenie parametréw dokonuje sie ostatecznej tgcznej
oceny parametréw trendu i parametréw modelu ARMA za pomoca metody najwiekszej

wiarygodnosci.

11. Podsumowanie

W artykule przedstawiono modele ARMA stacjonarnych szeregdw czasowych, ich re-
prezentacje w przestrzeni stanu, réwnania filtru Kalmana, rownania predyktora opty-
malnego oraz estymacje parametrow modelu za pomocg metody najwiekszej wiarygod-
noéci. Dokonano szerokiego przegladu metod identyfikacji rzedu modelu ARMA(p, q)
oraz zaproponowano oryginalng modyfikacje jednej z nich. Przedstawiono réwniez modele
AR1MA niestacjonarnych szeregéw czasowych z wielomianowym trendem deterministycz-
nym. Podano oryginalne algorytmy identyfikacji, estymacji i predykcji dla modeli niesta-
cjonarnych. Ich implementacje komputerowa przedstawiono w pracy (Btachuta, 1996).

Przedstawione tam przyktady wskazujg na wysoka efektywno$é opracowanej metody.
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Abstract

In the paper, ARMA models of stationary time series are presented along with their
state-space representations, Kalman filter equations, the optimal predictor, and the
maximum-likelihood estimator of model parameters. The methods of identification of
the ARMA(p,q) model order have been surveyed including those based on testing of
statistical hypotheses, the realization theory and the information criteria. An original
modification of one of them has been proposed. ARIMA models of nonstationary time
series with a polynomial deterministic trend are also addressed, and original algorithms

of their identification, parameter estimation and prediction are presented.



