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N Y C H  M O D E L I  A R M A  *

S tr e s z c z e n ie .  W  artyku le  przedstaw iono m odele A R M A  stac jo n arn y ch  sze
regów czasow ych, ich reprezen tac je  w przestrzeni s tan u , rów nan ia  filtru  K alm ana , 
rów nan ia  p red y k to ra  optym alnego oraz estym ację  param etrów  m odelu  za  pom ocą 
m etody  najw iększej w iarygodności. D okonano szerokiego przeg lądu  m eto d  iden
tyfikacji rzędu  m odelu  ARMA(;>, q) oraz zaproponow ano o ryg inalną  m odyfikację 
jednej z n ich. P rzedstaw iono  również m odele A RIM A  n iestac jonarnych  szeregów 
czasow ych z w ielom ianow ym  trendem  determ in istycznym . P o d an o  o ryginalne a l
g o ry tm y  identyfikacji, estym acji i predykcji d la  m odeli n iestac jonarnych .

ID E N T IF IC A T IO N  M E T H O D S O F  STA TIO N A R Y  AND N O N STA T IO N A R Y  T IM E  
SE R IES

S u m m a r y .  In  th e  p aper, ARM A  m odels of s ta tio n a ry  tim e  series a re  p re 
sen ted  along w ith  th e ir  sta te-space  rep resen ta tions, K alm an  filte r equa tions, th e  
o p tim a l p red ic to r, and  th e  m axim um -likelihood e s tim a to r o f m odel param ete rs . 
B ased on an  ex tensive survey of th e  identification  m ethods of th e  A R M A (p, q )  
m odel o rder, an  orig inal m odification of one of th em  has been  proposed . A RIM A  
m odels o f non sta tio n a ry  tim e  series w ith a  po lynom ial de te rm in is tic  tre n d  are  
addressed , and  orig inal a lgorithm s of th e ir  identification , p a ram e te r e stim atio n  
and  p red ic tion  arc  presented .

'N in ie j s z a  praca zosta ła  w ykonana  w ram ach P ro jek tu  Badaw czego K B N  n r  S  PĄ 03 010  06 w  czasie  

pobytu  au tora  w T h e  U n ivers ity  o f  B irm in g h a m .
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1 . W p r o w a d z e n ie

D ane  ekonom iczne, inżynierskie, środowiskowe lub inne w naukach p rzyrodniczych  są 

często  podaw ane w zazw yczaj równo odległych odcinkach czasu, np. godzinach, dniach 

m iesiącach  lu b  la tach . D ane tak ie  nazyw a się szeregami czasowymi.

W  w ielu zagadn ien iach  m usim y rozw ażać zjawiska, w k tórych  w ystępuje  d uża  liczba 

n ieznanych  czynników  i znalezienie m odelu determ inistycznego je s t niem ożliw e. N iem niej 

jed n ak  n a  ogół m ożna w takiej sy tuacji znaleźć m odel pozw alający określić p raw dopo

dobieństw o, że p rzysz ła  w artość zaw arta  będzie w określonych granicach. M odel tak i 

nazyw am y modelem probabilistycznym  lub modelem stochastycznym. K o n stru k c ja  m o

deli s tochastycznych  n a  podstaw ie  praw  fizyki lub  ekonom ii n a  ogół nie je s t m ożliw a i 

b u d u je  się j ą  k o rzy sta jąc  z p rocedur identyfikacji, bazujących n a  obserw acjach m odelo

w anych zjaw isk. W  dalszym  ciągu konieczne je s t rozróżnienie m odelu  probabilistycznego  

lu b  procesu stochastycznego  i obserwowanego szeregu czasowego. Tak więc szereg cza

sowy z i ,  Z j , . . .  , z n , złożony z N  kolejnych obserw acji, uw aża się za  realizację próbkową 

z n ieskończonej populacji tak ich  szeregów czasowych, k tó re  m ogą być generow ane przez 

proces stochastyczny .

Ze w zględu n a  inercję system ów  dane szeregów czasowych są często skorelow ane m ię

dzy sobą. N a p rzyk ład  tem p e ra tu ra  o danej godzinie m a n a  ogół w artość skorelow aną 

z te m p e ra tu rą  m ierzoną godzinę wcześniej, wskaźnik zanieczyszczenia pow ie trza  w po

łudn ie  m oże być silnie uzależniony od warunków  pogodow ych i na tężen ia  ruchu  rano, 

zaś w y d atk i ludzi w danym  m iesiącu m ogą być silnie skorelow ane z ich dochodam i i 

w yda tkam i w poprzednich  m iesiącach.

M etody  analizy  tak ich  ciągów obserwacji zależnych oraz tw orzenie ich m odeli m a te 

m atycznych  nazyw a się analizą szeregów czasowych.

M ożliwości op tym alnego  prognozow ania, zrozum ienia związków dynam icznych  pom ię

dzy  zm iennym i i optym alnego  sterow ania oferowane przez m odele szeregów czasow ych 

m a ją  doniosłe  znaczenie w praktyce. N iniejsze opracow anie je s t pośw ięcone ty p o m  m o

deli m a tem atycznych  szeregów czasowych, ich identyfikacji oraz w ykorzystan iu  do celów 

p redykcji.

2 . M o d e l  a u to r e g r e s j i  i ś r e d n ie j  r u c h o m e j A R M A (p ,ę )

Szereg czasow y z ( i) ,  będący realizacją procesu losowego, w k tó rym  kolejne w artości 

są  siln ie  zależne, m ożna  rozpatryw ać jako  szereg generow any przez ciąg  niezależnych 

zm iennych  losowych a(t)  o rozkładzie norm alnym  z zerow ą w artością  śred n ią  i kow ariancją  

o 1 (B ox, Jen k in s , 1983).
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P roces a(t)  o znacza  się skrótow o jako  n .i.d (0 ,e r2) ( normally independently distributed).  

M odelem  zapew n ia jącym  elastyczność w dopasow aniu do rzeczyw istego szeregu cza

sowego je s t m odel A R M A (p, q):

9 ( B ) z ( t )  =  0 (5 )< z(t), (2.1)

w k tó ry m  $ ( 5 )  oraz 0 ( 5 )  są  w ielom ianam i

$ ( 5 )  -  1 - f a B -  f a B 2 . . .  -  ó , 5 ‘ -  . . .  -  <t>pB \  (2.2)

0 ( 5 )  =  1 -  OiB -  02B 2 . . .  -  0 ,5 ' -  . . .  -  0qB \  (2.3)

zaś 5  je s t  o p e ra to rem  opóźnienia, tzn . z ( t  — 1) =  B z ( t ) .

W zór (2.1) m ożna  zapisać w równoważnej postaci:

z ( t )  =  ] T  &*(* ~  0  +  a ( 0  ~  ~  *)■ (2-4 )
i—1 1=1

W  m odelu  ty m  b ieżąca w artość procesu w yrażona je s t przez skończoną kom binację  li

n iow ą pop rzedn ich  w artości procesu (regresja  względem  swoich poprzedn ich  w artości) 

oraz skończoną kom binację  liniow ą a(t)  i w artości poprzednich  (średn ia  ruchom a).

M odelem  stochastycznym  szczególnie użytecznym  przy opisyw aniu pew nych p rak ty cz 

n ie  w ystępu jących  szeregów je s t m odel au toregresji A R (p) rzędu  p  (z ang. A u to  Regressive 

Process):

4>(B)z(t) =  a ( t) ,  (2.5)

z ( t )  =  tj>iz(t -  1 ) +  4>2z( t  -  2 ) +  . . .  <f>pz ( t  -  p) +  a(t) .  (2 .6 )

P rocesy  au to reg resji m ogą być stac jonarne  lub  n ies tacjonarne. W arunk iem  koniecz

nym  i w y sta rcza jący m  stacjonarności procesu A R  je s t, aby w szystk ie p ierw iastk i A,-, ( i =

1 , 2 . . .  p) w ielom ianu <$(A) leżały  n a  zew nątrz  okręgu jednostkow ego n a  p łaszczyźnie ze

spolonej A. W ielom ian tak i nazyw a się wielomianem stabilnym.

Jeżeli w zór (2.5) zapiszem y w n astępu jący  sposób:

z ( t)  =  * ( 5 ) a ( f ) ,  (2.7)

to  o trzy m am y  przedstaw ien ie  za  pom ocą nieskończonego w ielom ianu

« ( 5 )  =  $ _ 1 ( 5 ) ,  (2.8)

p rzy  czym

■9(B) =  1 +  ip2B  +  V>i52 +  . . .  +  4>iB' +  . . .  (2.9)
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Jeżeli w ielom ian $ ( B )  je s t stabilny, to  ciąg wag 'lp3 , ■ ■ ■ je s t zbieżny do zera , a

proces z ( t )  je s t procesem  stac jonarnym . O znacza to , że w pływ poprzedn ich  w artości a(t)  

n a  a k tu a ln ą  w artość z ( t )  m aleje  w raz z odległością od ak tualnej chwili czasowej t.

W  m odelu  średniej ruchom ej M A (ę) (z ang. Moving Average Process) z ( t )  zależy 

liniowo od  a ( i)  oraz skończonej liczby q poprzednich  w artości a(t  — j ), ( j  =  1 , 2 . . .  q:

z ( t )  =  0 (B )a ( i ) .  (2 . 1 0 )

P rocesy  średniej ruchom ej są  zawsze stacjonarne. Pojęciem  dualnym  do  stac jonarności 

je s t  po jęc ie  odwracalności,  w ażne d la  konstrukcji p redyk to ra . P rzedstaw m y m odel (2.10) 

w postac i:

a(t)  =  U (B ) z ( t ) ,  (2.11)

gdzie

11(B) =  © ^ ( B )  =  1 +  t t ,B  +  7r2B 2 +  tt3 B 3 +  . . .  (2.12)

O dpow iada to  odw róceniu  problem u. O becnie n a  podstaw ie ak tualnej i up rzedn ich  w ar

tości obserw ow anego szeregu czasowego z ( t )  s ta jam y  się odtw orzyć w artości pobudzen ia  

a(t) .  Jeżeli c iąg  wag 7Ti, 7r2 , 773, . . .  je s t zbieżny do zera, to  m odel MA nazyw am y m odelem  

odw racalnym . O znacza  to , że w pływ  poprzednich  w artości z ( t )  n a  a k tu a ln ą  w artość a(t)  

m ale je  w raz z od ległością od ak tualnej chwili czasowej t.

W arunk iem  koniecznym  i w ystarczającym  odw racalności m odelu  M A je s t, aby  w szyst

k ie p ierw iastk i A,-, ( i =  1 , 2 . . .  q) w ielom ianu 0 (A ) leżały n a  zew nątrz  okręgu  jed n o stk o 

wego n a  p łaszczyźn ie  zespolonej A.

M odel A R M A (p, q) m ożna przedstaw ić również w postaci rozw inięcia nieskończonego, 

tzn .:

z ( i )  =  V ( B ) a ( t )  =  ^ ~ 1(B )Q { B )a ( t )  =  ( 1 +  ^ B  +  tf,2B 2 +  . .  ,)a ( ł) , (2.13)

gdzie:

m in (p ,i- l )

V>0  =  1, V>i =  <t>\ - 0 i ,  ••• i¡>, =  ¿  + <t>. -  0„  (s =  2 , 3 , . . . )  (2.14)
1=1

Podobn ie  m ożna w yznaczyć rozw inięcie nieskończone

«(<) =  I I (B )z ( i )  =  * ( B ) 9  ~l ( B ) z ( t )  =  (1 +  +  7r2 B 2 + . .  .)*(«)• (2.15)

W arunk iem  koniecznym  i w ystarczającym  stacjonarności m odelu  A R M A  je s t s ta b il

ność w ielom ianu $ ( B ) .  Podobnie  w arunkiem  koniecznym  i w ysta rcza jącym  odw racalności 

m odelu  A R M A  je s t s tab ilność w ielom ianu 0 (B ) .
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3 . R e p r e z e n t a c j a  m o d e lu  A R M A fp ,? )  w  p r z e s t r z e n i  s t a n u

R ów naniom  (2.1) m odelu  A RM A (p, q) m ożna przypisać m odel w p rzestrzen i stanów  

o postac i:

x ( t + l )  =  A x { t )  + g a ( t )  

z ( t)  = d ' x ( t )  +  a (f) ,

gdzie n a  p rzy k ład  wg Shea (1989):

' <t>\ 1 . . . 0 ’ <t>i - 0 i T

A  =
(¡>2 0 1 . . 0

i a  =
<t> 2 — 02

, d  =
0

.4>r 0 . . • o. . łr  ~  0r . .0.

(3.1)

(3.2)

p rzy  czym  r  =  m ax(p , q),  zaś x ( t )  je s t r-w ym iarow ym  w ektorem  stan u . M odel te n  je s t 

p rz y d a tn y  do  konstrukcji rów nań p redyk to ra  optym alnego. R ów nania (3.1) m ożna, eli

m in u jąc  z rów nan ia  s tan u  wielkość a ( i) ,  zapisać w postaci:

*(¿  +  1) =  F x ( t )  + g z ( ł ) ,  

a(t)  =  z  ( i ) -  d 'x ( t ) , (3.3)

gdzie

F  = A -  g d ' .  (3.4)

Łatw o sp raw dzić, że w artości w łasne m acierzy F  są  pierw iastkam i w ielom ianu średniej 

ruchom ej A, 0 (A ~ 1).

Innym , a lte rn a ty w n y m  m odelem  w przestrzeni s tanu  odpow iada jącym  m odelow i 

A R M A (p ,ę ) jes t:

x ( i - f l )  =  A x ( t )  +  g a ( t  +  1) 

z ( t )  = d ' x ( t ) , (3.5)

gdzie (M ćlard , 1984):

A  =

4> i 1 . . . 0' ' i ' V
<t> i 0 1 . . 0 -0 i 0

, a = —02 , d = 0
4>r-l 0 . . . 1

■ <t>r 0 . . . 0. . 0)—1. .0.

(3.6)

. p rzy  czym  r  =  m ax(p , q +  1), zaś x ( t )  je s t r-w ym iarow ym  w ektorem  stan u . M odel ten , 

aczkolw iek o rzędzie w yższym  o jeden  od m odelu  poprzedniego, je s t rów nież p rzy d a tn y  

do konstrukc ji rów nań p red y k to ra  optym alnego.
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4 . P r e d y k c j a  s z e r e g u  s t a c jo n a r n e g o

P o d am y  obecnie rów nania  p red y k to ra  op tym alnego, bazu jące n a  opisie  (3 .5)-(3 .6) w 

p rzes trzen i s tan u . P u n k te m  w yjścia d la  p red y k to ra  ¿-krokowego je s t op ty m aln y  p red y k to r 

1 -krokowy, określony przez filtr K alm ana. Załóżm y, że m acierz kow ariancji s ta n u  w chwili 

początkow ej t  =  0  je s t określona następująco:

cov (x 0) =  Q 0a \  (4.1)

przy  czym  Q 0 je s t rozw iązaniem  algebraicznego rów nania Lapunow a

Q 0 =  A Q 0A ' + g g ' .  (4.2)

O znaczm y przez liniow ą ocenę stan u , zapew nia jącą  m in im um  b łędu  średniokw a- 

dratow ego s ta n u  x t p rzy  danych pom iarach do chwili t — 1 , zaś kow ariancję b łęd u  oceny 

stan u  Xt — x t — przez

co v (i< ) =  Ą |,_ ]  a 2. (4 .3 )

W ówczas jednokrokow y p redyk to r s tan u  je s t określony poprzez rep rezen tac ję  innow a

cy jną . D la t  =  l , 2 . . . n  b łędy  predykcji jednokrokow ej e< oraz ich w arian c ja  v a r(e () =

cr3/(  są  określone zależnościam i:

— z t d  (4*4)

gdzie

*i+i|t =  +  ^(«(,*01-1 =  0, (4.5)

(4.6)i —

£ t+ \\t  —  +  3 9  ’ ~  (4-7)

oraz

/(  =  d ' £ t\t_ 1d .  (4-8)

K o rzy sta jąc  z pow yższych zależności m ożna określić ¿-krokow ą p redykcję  w yjścia  z t+k\t 

i w ariancję  je j b łędu  ź ł+*|, =  z ,+k -  następująco:

źt+k\t =  d  x t+k\t =  d  A k l x 1+1|, =  d'kx w \t (4-9)

k - l
a ?+k\t ~  (d i^ i+ i j id *  +  ej)cr2,e 0 =  1, ej = d !-g , j  =  1 , 2 . . .  (4-10)
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D la  Jfc =  r  +  l , r  +  2 . . .  fc-krokowe predykcje sp e łn ia ją  rów nanie rekurencyjne:

źt+k\ł — <t>lźt+k~l\t +  fcŹt+k-Ąt +  +  <i>r t̂+k-r\t (4-11)

P rzy  t —► co zachodzi -*  g g ' ,  fci —► g" =  A g  i rów nania  p red y k to ra  p rzy jm ą

p ostać  asy m p to ty czn ą :

* t+ ł|t =  ^**< 11-1 +  g**t, *o l- i =  O, (4.12)

gdzie:

F m =

0 i 1  .  . .  0 - 4>i  -  0 i

0 2 0  1  . .  0

,  5 *  =

<f> 2  —  0 2

O r-1 0  .  . .  1 <t>r-\ ~  Or
Or 0  .  . .  0 . 0

d  = (4-13)

P re d y k to r  ten , aczkolwiek często używany, nie je s t p red y k to rem  o p ty m aln y m  i je s t 

s tab iln y  ty lko  d la  m odeli odw racalnych , w przeciw ieństw ie do p red y k to ra  K alm an a , p ra 

cującego pop raw n ie  rów nież d la  m odeli nieodw racalnych.

5. E s t y m a t o r  M L  p a r a m e t r ó w  m o d e l i  A R M A

N ajefek tyw nie jszym  estym ato rem  param etrów  je s t esty m ato r najw iększej w iarygod

ności.

Poniew aż innow acje uzyskiw ane z filtru  K alm ana  są ciągiem  zm iennych losowych n ie

zależnych o w ariancji /<, w ięc funkcja  w iarygodności d la  szeregu czasowego z  — { z t, t  =

1 ..T }  generow anego przez m odel A R M A  je s t określona w zorem :
/ /

ln ¿ ( z , M , a 2) =  const -  r / 2 1 n a J -  l / 2 £ l n / f -  l/(2cr2) £ > ? / / ,  (5.1)
*=1 t=l

O ceny najw iększej w iarygodności param etrów  Ó, ó , a 2 zn a jd u je  się m aksym alizu jąc  

ln L { z ,  O, <f>, u 2).

Zależność (5.1) je s t ogólną p ostac ią  funkcji w iarygodności, n iezależną od m eto d y  jej 

obliczenia. P rak ty czn e  algo ry tm y  obliczania funkcji w iarygodności k o rzy s ta ją  n a  ogól z 

innych algory tm ów  filtracji, m niej pracochłonnych od rekurencji rów nań (4 .6)-(4 .8). J e 

den  z tak ich  a lgory tm ów  je s t zam ieszczony w p racy  M elarda  (1984). O sobnym  is to tn y m  

p rob lem em  je s t  m e to d y k a  m inim alizacji (5.1) i sk łada jące  się n a  n ią  elem enty: w yznacza

nie w stępnych  ocen param etrów  oraz obliczanie g rad ien tu  i hesjanu funkcji w iarygodności 

w zględem  estym ow anych  param etrów . W  lite ra tu rze  (np . B u rsh te in , 1993; K ohn, Ansley, 

1982) is tn ie ją  ana lityczne  algory tm y  w yznaczania g rad ien tu  funkcji w iarygodności. Je d n a  

z m e to d  w yznaczan ia  w stępnych ocen param etrów  je s t op isana  w p u n k tach  6.5 i 6 .6 . P o 

zosta łe  p rob lem y  w ykraczają  jednak  poza zakres niniejszego opracow ania.
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6 . I d e n ty f ik a c ja  m o d e l i  A R M A

Iden ty fikacja  m odelu  A RM A  polega n a  ocenie stopn ia  p  w ielom ianu autoregresy j- 

nego $ ( 5 ) ,  s to p n ia  q w ielom ianu średniej ruchom ej 0 ( B )  oraz w artości w spółczynników  

<f>i. . .  <j>p, d i . . .  9q n a  podstaw ie  realizacji z ( l ) . . .  z (T ).

O kreślen ie  rzędu  procesu (p, q) je s t w ażną, tru d n ą  i de lika tną  częścią analizy  szeregu 

czasowego. A nalitycy  szeregów czasowych często s tosu ją  podejście zaproponow ane przez 

B oxa i Je n k in sa  (1983). M etoda  ta  bazu je  n a  w yciąganiu wniosków z charak terystycznych  

k sz ta łtó w  funkcji autokorelacji i korelacji cząstkowych estym ow anych n a  pod staw ie  d a 

nego szeregu czasowego. Podejście to  w znacznym  stopn iu  polega n a  subiek tyw nych  oce

nach  ana lityka . W  ty m  rozdziale dokonam y przeglądu najw ażniejszych alternatyw nych , 

m niej heurystycznych , m eto d  określan ia  rzędu  m odelu A RM A . Jednym  z k ry teriów  kla

syfikacji m e to d  je s t przyporządkow anie im  określenia "sub iek tyw na” lub  "ob iek tyw na” .

W  p rzy p ad k u  m eto d y  subiektyw nej decyzja je s t zawsze pozostaw iona analitykow i. 

M oże o n a  po legać n a  w yborze poziom u isto tności te s tu  lub  w izualnym  zbad an iu  w ykre

sów lub  ta b lic  w celu uchw ycenia charakterystycznego  wzoru w zachow aniu analizow anej 

ch a rak te ry s ty k i.

M etody  ob iek tyw ne m ogą być scharakteryzow ane przez fak t, że u dz ia ł an a lity k a  w 

procesie  m odelow ania nie je s t niezbędny, zaś oceny rzędu (p, q) m odelu  A R M A (p, q) do

konuje się zazw yczaj poszukując ekstrem um  pew nej funkcji.

K lasa  m e to d  subiektyw nych m oże być podzielona na  m etody  bazu jące  n a  testow a

niu  h ip o tez  s ta ty stycznych  oraz n a  m etody  bazujące n a  teorii realizacji stochastycznych . 

W śród  klasy  m etod  obiektyw nych należy w ym ienić m etody  bazu jące  n a  b łędzie  jedno- 

krokow ej p redykcji, m iarach  inform acyjnych i m etodach  bayesowskich.

6 . 1 . M e t o d y  b a z u ją c e  n a  te o r i i  t e s to w a n ia  h ip o te z  s t a ty s ty c z n y c h

Jed n y m  z najczęstszych  problem ów  wnioskow ania sta tystycznego  je s t zdecydow anie, 

n a  bazie  skończonego zbioru  obserw acji, czy zbiór param etrów  0  sp e łn ia  s niezależnych 

ogran iczeń  =  0 , (t =  1 , 2 . . .  s ) .

Załóżm y, że w szystk ie ograniczenia po legają  n a  zerow aniu się części param etrów . 

P rzy jm ijm y , że w ektor param etrów  /? je s t podzielony na dw ie części: (/3[, /?()', a  h ip o tezą

zerow ą je s t  H 0 : 02 =  ( 0 ,0 , -----0 ) '. W ówczas, pod w arunkiem  Ho,  dow olna ze s ta ty s ty k :

L R  (Likelihod Ratio),  W  ( Walda)  czy też LM (Lagrange Multiplier)  p o siada  asy m p to 

tyczny  rozk ład  y 2 o s  stopniach  sw obody (H arvey, 19816).

Je s t ja sn e , że  H q je s t zagnieżdżona w h ipotezie a lternatyw nej poprzez ograniczenie 

P i  — ( 0 ,0 , -----0)'. H ipotezy  tw orzą zbiór jednoznacznie uporządkow any, co pozw ala na
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przeprow adzenie  sekw encyjnej procedury  testu jącej. T .W . A nderson (1971) p rzedstaw i! 

p rocedu rę  sekw encyjną do u s ta lan ia  rzędu procesu AR. Z ak łada  ona  określen ie  liczby L  

tak ie j, że  p raw dziw y rząd  je s t m niejszy lub równy L. N astępn ie są  tes tow ane sekw encyjnie 

w zajem nie w yk luczające się h ipotezy:

H i  : $ ¿ - 0 ,

H i : -  $ l - i =  0 ,

(6.1)

Jeśli jakakolw iek  h ip o teza  je s t praw dziw a, poprzedzające h ipo tezy  są  też  p raw dziw e, je 

śli jakakolw iek  z tych  h ipo tez  je s t fałszyw a, następne są  rów nież fałszyw e. W  o sta tn im  

p rzy p ad k u  p ro ced u ra  kończy się.

W h ittle  (1954) pokazał, że d la  testow ania dw u zagnieżdżonych h ipo tez  - H 0: założony 

m odel je s t au to reg resją  rzędu  s, (s =  0 ,1 ,2 , . . .  L  — 1) przeciw ko I I \ : d an a  rea lizac ja  je s t 

generow ana przez proces A R (L ) - s ta ty s ty k a  testow a L R  przyjm ie w p rzybliżen iu  postać:

L R  =  - { T - L ) \ o g ( á ¡ / & l ) , (6 .2 )

gdzie a \  i b \  są  ocenam i najw iększej w iarygodności odpow iednio p rzy  H 0 i H i . S ta ty s ty k a  

ta  p o siad a  a sym pto tyczn ie  rozk ład  x 2 °  L  — s  s topn iach  swobody.

A nderson  (1971) zaproponow ał sta ty sty k ę  bazu jącą  n a  testow an iu  h ipo tezy  zerowej 

$ J+i =  . . . $ £ ,  =  0, (s  =  0 ,1 , 2 . . .  L  — 1) w m odelu  A R (L ). Niech R i  będzie  m acierzą 

L  x  L  w ym iarow ą, podzieloną n a  s i L  — s w ierszy i kolum n odpow iednio  do w ek to ra  

param etrów :
R l  R l 2

R l  =
$(>)
<|(2)■H*\2 R 2

gdzie ( i , j ) - t y  e lem ent R i ,  r,_ j je s t funkcją autokorelacji z próby, zdefiniow aną jako :

T - k  T - k

(6.3)

(6.4)

i gdzie $  je s t w ek to rem  ocen param etrów  m odelu  A R (L ). W ówczas s ta ty s ty k a

T $ W [ R i  -  R 'u R ; ' R u } $ W /c r l (6.5)

je s t s ta ty s ty k ą  te s tu  W alda.

Po  za s tąp ien iu  param etrów  <j>i przez 0; sekw encyjna p rocedu ra  te s tu ją c a  m oże być 

tak że  u ż y ta  d la  tes tow an ia  h ipo tez  w czystym  m odelu MA.
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P ro ced u ra  tes tow an ia  sekw encyjnego m a  n ieste ty  dw ie wady. P ierw szą  je s t to , że rząd  

m odelu  A R  lub M A konieczny do właściwego dopasow ania się do szeregu czasowego m oże 

być duży. D ru g ą  w adą je s t trudność  znalezienia w łaściwego poziom u is to tności n a  bazie 

kom prom isu  pom iędzy praw dopodobieństw am i b łędu  I i II  ro d za ju , poniew aż to  drugie 

n ie  je s t zn an e  d la  rozw ażanego tes tu .

6 . 2 . M e t o d y  b a z u ją c e  n a  t e o r i i  r e a l iz a c j i  s to c h a s ty c z n y c h

R o zp a trzy m y  tu  p rocedury  nie w ym agające, w przeciw ieństw ie do poprzednich , 

uprzedniej estym acji param etrów  m odelu.

6 .2 .1 . O d w r o tn e  a u to k o r e a la c je  i k o re la c je  c z ą s tk o w e

C hatfie ld  (1979) i C leveland (1972) przedstaw ili a rgum enty  n a  rzecz używ an ia  w p ro 

cedurze B o xa-Jenk in sa  odw rotnych  autokorelacji IA C ( Inverse Autocorrelations) zam iast 

au tokore lac ji.

O d w ro tn a  au tokow ariancja  d la  ¿-tego  opóźnienia, oznaczana jak o  7 ,(£ ) , m oże być zde

finiow ana ja k o  w spółczynnik  przy B h, w funkcji generującej r,(B), spe łn ia jące j w arunek 

r , ( B ) r ( £ )  =  1. J e s t za tem  oczyw iste, że d la  procesu A R M A (p, q):

T ,[B )  0 , ( 5 ) 0 ,  ( 5 - i )  a l '  (6 ’6)

Z kolei o d w ro tn e  au tokorelacje  są  zdefiniowane jako  pi(k)  — 7 ;(& )/7 ;(0 ). Im pliku je  to , 

że od w ro tn e  au tokore lac je  d la  procesu A R (p) są  określone n as tęp u jący m  w zorem :

Pi(k) =  ( - # *  +  E  < W * ) / ( 1  +  E  *  ■), k  < P (6.7)
j= i j = i

oraz

Pi(k) =  0, d la  k  > p. ( 6 .8 )

W  zw iązku z ty m  w przypadku  au toregresy jnym  />,(£) je s t uc ię te  d la  k  > p . W łasność 

ta  czyni p i(k )  konkurency jnym  w stosunku  do PA C F (Partial Autocorrelation Function).  

A lte rn a ty w n ą  funkcję , zn an ą  jako  odw ro tna  funkcja autokorelacji cząstkow ych IP A C F  

( Inverse P artia l  Autocorrelation Function) om aw ia C hatfield  (1979). M ożna j ą  zdefinio

w ać ja k o  P A C F  d la  m odelu  odw rotnego Qq( B ) z t =  <Pp( B ) a t i obliczyć z rów nań  Y oule’a 

- W alkera poprzez  zastąp ien ie  autokorelacji autokorelacjam i odw ro tnym i. Z achow anie się 

IP A C F  je s t p o dobne  do zachow ania się funkcji autokorelacji.
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6 .2 .2 .  M e t o d a  n a ro ż n ik o w a

pi p i- i • Pi-j+\

A ( i , j )  = P<+1 Pi ' Pi-}+2 , ( i , i  =  1 , 2 , . . . , i )

pi+7-1 pi+7-2 • ■■ Pi

M eto d ą  w ykorzystu jącą  autokorelacje  do w ygenerow ania tab licy  d la  identyfikacji rzędu 

m odelu  A R M A  je s t tzw . m e to d a  kątow a zaproponow ana przez B egu ina, G ourieroux  i 

M onfo rta  (1980). B azą  d la  tej m etody  je s t w yznacznik A ( i , j )  m acierzy j  x  j-w ym iarow ej, 

zdefiniow any ja k o ,

(6.9)

B eguin i inn i (1980) dow odzą, że proces stac jonarny  m a  m in im alną  rep rezen tac ję  

A R M A (p, q) w tedy  i tylko w tedy, gdy A ( i , j )  =  0 d la  w szystkich w artości i  >  q 4- 1 

oraz j  > p  +  1 , podczas gdy A ( i ,p )  ^  0  d la  w szystkich w artości i > q oraz A ( q , j )  ^  0  

d la  w szystk ich  w artości j  >  p. T ablica w artości A ( i , j )  nazyw a się tab lic ą  A . Iden tyfikacja  

p  i q je s t  rów now ażna identyfikacji narożnika w artości zerow ych w tab licy  A .

6 .2 .3 .  U o g ó ln io n e  a u to k o r e la c je

U ogóln ioną funkcję  autokorelacji uży teczną  d la  określenia rzędu  procesu A R M A  za

p roponow ał T ak em u ra  (1984). O znaczając: 7 (7 , t)  =  (7 7 , 7 7 +1 , ■•-, 7 7 - 1+ 1) ', d la  i  > 0, 

oraz
' 7 ; 7 . - 1  • • • 71-7+1

7i+i 71 71-7+2 , (*,¿ =  1 , 2 , - . , L) (6.10)

71+7-1 71+7-2 71
gdzie 7 ," au to k o w arian c ja  teo re tyczna, uogólnione au tokorelacje  w yrażą się w zoram i:

p(t +  1 , j  +  1 ) =  0 ,

d la  d e t T (j, t)  =  0  oraz

p{i + 1 , ;  +  1) =  7 ( * + J  +  l ) - 7 ( i  +  M ) T ( i > 0 -1 7 0 ' +  M )  

x  [70  -  2 7 ( j ,  i ) T ( j ,  t ) '- 17 ( i  +  1 ,*)

+  7  ( j  +  i , i ) r 0 ' , 0 “ l r ( o l i ) r ( j , ¿ r 17 ( ¿ + i ,* ') ] “ 1 (6.11)

d la  d e t T ( j ,  t) yś 0 .

T ak em u ra  (1984) dow odzi, że p ( i , j )  m a  następu jące  w łasności: p ( l , j )  — Pj d la  j  > 

1, p(i ,  1) =  ó i?  tfia  i  >  1; —1 <  p ( i , j )  <  1 oraz d la  procesu A R M A (p, q) p [ i , j )  =  

0 d la  i >  p  oraz j  > q. J e s t oczyw iste, że w łasność ta  m oże być w ykorzystana  do 

identyfikacji rzędu  (p, q) procesu. W ówczas autokow ariancje  teo re tyczne  7 ; s ą  zastępow ane
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przez  au tokow ariancje  z próby. T akem ura pokazał, że jeśli przez r( i  + 1  , j  + 1 )  oznaczym y 

uogólniony w spółczynnik  autokorelacji z próby, to  d la  procesu A R M A (p, q) o r  0  i 

0 , yś 0  s ta ty s ty k a :

n l ' \ ( p  + 1 , 9  +  1 ) / [ 1  +  2  ¿ ( r ? ) 2] 1/2 (6 .1 2 )
i=i

posiada  asym pto tyczn ie  s tandardow y rozk ład  norm alny, przy  czym  r f  oznacza  zgodną 

ocenę 7 f = c o v ( x i, x (_ 1), gdzie x ,  =  $ p(B )z ,  =  Qq( B ) a t.

6 .2 .4 .  I t e r o w a n e  r e g r e s je  i r o z s z e rz o n a  fu n k c ja  a u to k o r e la c j i  z  p r ó b y

T iao  i T say  (1983a,6) oraz T say  i T iao  (1984) użyli zgodnych ocen param etró w  A R  

stac jonarnego  lu b  n iestacjonarnego  procesu A R M A (p ,q)  d la  zdefiniow ania rozszerzonej  

fu n kc j i  autokorelacji z  próby  ( ESA C F - Extended Sample Autocorrelation Function),  n a  

podstaw ie  k tó re j m ożna określić rząd  procesu A RM A(p, q). M ożna pokazać, że —> <j>i,
» 1 ’S

d la  l =  1 , 2 , . . . p ,  jeśli j  > q , gdzie jes t je s t oceną l -tego p a ra m e tru  w ielom ianu 

A R  j- te j ¡terow anej regresji A R (p). D la u ła tw ien ia  obliczeń oceny tych  param etrów  są  

o trzym yw ane rekursyw nie dla j  >  1 za pom ocą form uły:

W  -  _ 1 * Ą \\)  =  “  ^ V W U / % ) 1>- (6-13)

A by obliczyć E SA C F konieczne je s t obliczenie zw ykłych ocen na jm nie jszych  kw a

dra tów  d la  p  =  1 , 2 , . . .  ,po +  9o oraz / =  1 , 2 , . . . , p  poprzez sukcesyw ne do

pasow ania A R , p oczyna jąc  od A R (1) do AR(po +  qo), gdzie po i 90  są  w artościam i 

uprzedn io  określonym i, oblicza się następn ie  za  pom ocą fo rm uły  rekurency jnej d la  

p =  1 , 2 , . . . , po, / =  1 , 2 , . . . , p o ra ź  j  =  1 , 2 , . . . , 9 0 .

D la skończonych w artości m , m -ty  E SA C F je s t definiowany następu jąco :

Dr(m )= c o v (y ,y t+k) /  c o v (y ty t), (6.14)

gdzie
m

=  (6.15)
/=i

T say  i T iao  (1984) pokazują , że d la  procesu A RM A (p, 9 ) E SA C F posiada  n a s tęp u jącą  

w łasność asym pto tyczną:

r *(i) =  ct i  - P < k - q ) ,  ( 0  < k - q < j - p )

Dfc(j) =  0 , {k  -  9  >  j  -  p  >  0 ), (6.16)

gdzie c ( j  — p , k  — q) je s t niezerow ą s ta łą  lub zm ienną losową ogran iczoną m iędzy  — 1 a  1 . 

W łasność  t a  m oże być u ż y ta  do zidentyfikow ania rzędu procesu (p, 9 ).
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D la  skończonych w artości T ,  n ie w szystkie r b ę d ą  zerowe. Jako  dodatkow ego narzę

dz ia  do  ok reś lan ia  m om en tu  ucięcia rjty) T iao  i T say p roponu ją  użycie fo rm u ły  B a r tle t ta  

(n  — j  — k ) ~ l jak o  asym pto tycznej aproksym acji w ariancji B azu je  to  n a  h ipotezie , 

że szereg  p rze transfo rm ow any  t/t je s t b ia łym  szum em .

6 .3 . M e t o d y  b a z u ją c e  n a  b łę d z ie  je d n o k r o k o w e j p r e d y k c j i

T rudności w  określen iu  rzędu m odelu  A RM A  pozw alają  n a  stw ierdzenie, że  n a  p o d s ta 

wie szeregu czasowego o skończonej długości nie m ożna oczekiw ać w yraźnej odpow iedzi na  

te m a t praw dziw ego rzędu  procesu. P o nad to  założenie, że proces rzeczyw isty je s t is to tn ie  

procesem  A R M A (p, q), je s t w ygodne tylko koncepcyjnie.

Jeśli ce lem  identyfikacji je s t znalezienie m odelu  najlepiej aproksym ującego  proces, 

wówczas rozsądn ie  je s t robić to  m ając  n a  uwadze cel, k tó rem u m odel m a  służyć. T ypow ym  

celem  je s t p red y k c ja  przyszłych w artości procesu.

A kaike (1970) zaproponow ał m etodę w ybiera jącą  rząd  p  au to reg resji ta k , aby  m i

nim alizow ać w artość  oczekiw aną kw adratu  b łędu  jednokrokow ej predykcji F P E  ( Finał  

Prediction Error).  F P E  Akaike je s t wówczas w yrażone zależnością:

F P E ( p )  =  ć r l Ę M  , (6.17)
1 - p

przy  czym  w yboru  rzędu  dokonuje się tak , aby F P E (p ), (p =  1 , 2 , . . .  Z.) osiągnęło  w ar

tość m in im aln ą . Jed n ak że  d la  dużych w artości T  w yrażenie ( T  + p ) / ( T  — p) je s t zależne 

od p  w  zn ikom ym  sto p n iu  i w konsekw encji tru d n o  je s t dobrać  w łaściw y rząd  m odelu . 

W  is toc ie  d la  szeregów d łuższych od 50 k ry te rium  to  prow adzi do nad p aram etry zac ji. 

S óders tróm  (1977) pokazał, że F P E  m oże być uży te  niezależnie od  s t ru k tu ry  m odelu  

poprzez  zastąp ien ie  p  przez liczbę estym ow anych param etrów .

Z kolei B hansali i D ow nham  (1977) zasugerowali w ybór rzędu m odelu  n a  bazie m in i

m alizacji funkcji

E P E s ( p )  =  ct„(1 +  S p /T ) ,  (p =  0 , 1 ,2 , . . .  L),  (6.18)

gdzie 6 >  2 je s t s ta łą . P rzy  zw iększaniu 6 zw iększa się kara  za  n ad p aram etry zac ję . B han

sali i D ow nham  pokazali, że d la  T  >  300 w łaściwy m odel je s t znajdow any  znacznie

częściej p rzy  6 >  2 .

6 .4 . M e t o d y  b a z u ją c e  n a  m ie r z e  in f o rm a c ji

K oncepcja  inform acji wg F ishera  i zw iązane z n ią  pojęcie en trop ii s ta ło  sie b azą  szeregu 

m eto d  e stym acji rzędu . A kaike (1973, 1974) pierwszy dostrzeg ł znaczenie en trop ii d la
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estym acji rzędu  m odelu  A R M A . W  szczególności pokazał on , że m in im alizacja  funkcji

A I C ( p ,q )  =  T  log ćr\ +  2(p +  q), (6.19)

(Akaike In form ation  Criterion)  je s t rów noważna m inim alizacji m ia ry  inform acji 

K ullbacka-L eiblera.

Jed n ak że  H annan  (1982) udow odnił, że jeśli (p ‘ ,ę* ) je s t praw dziw ym  rzędem  m odelu  

A R M A (p, q) oraz p* < P  i q" < Q, wówczas AIC asym pto tyczn ie  p rzeestym ow uje (p*, q’ ) 

z n iezerow ym  praw dopodobieństw em .

6 .5 . M e t o d y  b a y e s o w s k ie

M etody  bayesow skie d la  określenia rzędu m odelu szeregu czasowego b io rą  p o d  uw agę 

w iedzę a ’p riori w postac i funkcji gęstości praw dopodobieństw a o p a ra m e tra c h  m odelu . 

W ychodząc  z te j m etody , Schw arz (1978) d la  w yboru najodpow iedniejszego  m odelu  w 

zbiorze m odeli A R M A (p, q), (p, q =  0 , 1 . . .  L )  zaproponow ał m in im alizację  funkcji:

• ^ P . ^ ^ r i o g a ^  +  tp - ł-ę J lo g T . (6 .2 0 )

Z kolei R issanen  (1978) do określan ia  rzędu m odelu A RM A  zaproponow ał m in im ali

zację  funkcji

B I C  =  log a \  +  (p +  <j)(log T ) / T ,  (p, ę =  0 , 1 . . .  L ) .  (6.21)

Jego  w yprow adzenie bazu je  n a  zasadzie m inim alizacji liczby liczb dw ójkow ych p o trzeb 

nych do od tw orzen ia  obserwow anych danych, gdy każda obserw acja je s t  d a n a  z pew ną  p re

cyzją , z zastosow aniem  najlepszego kodow ania i założonego m odelu  procesu . Zauw ażm y, 

że BIC* ( B ayesian  In form ation  Criterion) je s t w  istocie k ry te riu m  Schw arza.

H annan  (1980) oraz  H annan  i R issanen (1982) wykazali, że BIC* d a je  zgodne oceny 

rzędu  m odelu  A R M A .

D w a inne  k ry te r ia  oceny rzędu procesu m ające  ch arak te r bayesow ski to: bayesow skie 

k ry te riu m  estym acji B E C  ( Bayesian Estimation  Criterion) Geweke i M eese’a  (1981) oraz 

k ry te riu m  H Q  H an n an a  i Q u in n a  (1979) i H annana (1980). P ierw sze z n ich  m a  postać :

B E C ( p , q )  =  a l  + ( p + q ) a l \ o g T / ( T - L ) ,  ( p ,q =  0 , 1 , . . .  L ) ,  (6.22)

gdzie ó \  je s t oceną  najw iększej w iarygodności w ariancji reszt po  dopasow aniu  m odelu  

najw yższego rzędu .

H annan  i Q uinn  sugeru ją  poszukiw anie rzędu  m odelu poprzez  m in im alizację  wielkości:

H Q {p ,  q) =  log a \  +  (p  +  ?)c(log log T ) /T ,  (p, q =  0 , 1 . . .  L), (6.23)
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gdzie c  je s t  s ta łą , k tó rą  należy określić. W  pracy H annana  (1980) pokazano, że  człon 

(log log  T )  raczej w ykreśla  lin ię  pom iędzy estym ato ram i zgodnym i i n iezgodnym i n iż  je s t 

re zu lta tem , k tó ry  należałoby  w ykorzystyw ać.

H an n an  i R issanen  ( 1982) zaproponow ali p rak ty czn ą  p rocedu rę  określan ia  rzęd u  m o

delu  A R M A (p , q) b azu jącą  n a  trzech etapach .

W  p ierw szym  e tap ie  do danych  dopasow uje się w ielom ian A R (£ ), gdzie L  dob ie ra  

się z k ry te riu m  A IC  lub  B IC . O ceny param etrów  <f>j, ( j  — 1 , . . .  L )  s łużą  do określen ia  

ocen a t =  z,  — E $ jZ t- j  d la  t  > L  +  1, przy czym  sum a je s t po  j  — 1 ,2 ..L . W  drug im  

e tap ie  z n a jd u je  się oceny param etrów  poprzez regresję z t na  ¿, ( j  =  1 , 2 , . . .  p) oraz n a  

a t - j ,  (j  =  1 ,2 .  . . q ) .  A by to  w ykonać, p roponu ją  oni rekurency jny  a lg o ry tm  estym acji, 

k tó ry  m ożna  uw ażać za  uogólnienie a lgo ry tm u  D urbina-Levinsona. Jeśli p rzez  d^ q ozna

czyć w arianc ję  resz t regresji, to  ocena  (p, q) rzędu je s t określona poprzez m in im alizację  

funkcji:

log* p ,, +  (P +  9 )( l°g 7 1) / 7 \  (p <  P,Q),  (6.24)

gdzie P, Q  s ą  u p rzedn io  założonym i, odpow iednio dużym i liczbam i całkow itym i.

Poniew aż w spółczynnik i 0;, d la  k tó rych  (6.24) p rzy jm uje  m in im um , n ie  są  a sy m p 

to ty czn ie  efek tyw ne, H annan  i R issanen (1982) sugeru ją  estym ację  param etró w  za  po

m ocą dow olnego a lgo ry tm u  m aksym alizacji gaussowskiej funkcji w iarygodności, p rzy jm u

ją c  w artości (p, q) d la  rzędu oraz ęi,-, 0t jako  początkow e w artości p aram etrów . Je s t to  

trzeci e ta p  procedury .

O kazuje się, że n a  d rug im  e tap ie  p rocedury  m oże dojść do n adestym acji rzędu . H annan  

i K avalieris (1984) w prowadzili do swej oryginalnej p rocedury  popraw ki prow adzące do 

zgodnych ocen rzędu .

6 . 6 . Z m o d y f ik o w a n a  m e t o d a  H a n n a n a - R is s a n e n a

M odyfikacje m etody  H annana-R issanena zaproponow ane w te j p racy  są  zw iązane z 

m odyfikacją d rugiego i trzeciego e tap u  procedury. P o legają  one n a  ty m , że m e to d ą  n a j

m niejszych kw adratów  w yznacza się m odele A R M A (r, r )  d la  r  =  1 ,2 ,  rnmx, co p ro 

w adzi do u s ta len ia  P  =  Q;  s to su je  się p e łn ą  m etodę najm niejszych  kw adratów  a  n ie  jej 

uproszczony w arian t rekurencyjny. W  celu ostatecznej selekcji najlepszego  m odelu  w yzna

cza  się d o k ład n ą  funkcję w iarygodności d la  kilku m odeli w ytypow anych w poprzednich  

e tapach .

P ew ną  m odyfikacją  techn iczną  jes t korzystanie z eksponent funkcji A IC  oraz B IC ”, 

oznaczanych  n ad a l jak o  A IC  oraz B IC . Zastosow ne m odyfikacje znaczn ie  podw yższają  

efektyw ność e s ty m a to ra  kosztem  podniesien ia  złożoności obliczeniow ej, co jed n ak  przy
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w łaściw ej organizacji obliczeń d la  m etody  najm niejszych kw adratów , m odyfikującej je 

dynie  pew ne m acierze w yznaczone d la  m odeli niższych rzędów zam iast ob liczen ia  tych 

m acierzy  d la  m odeli o rzędach wyższych oraz efektyw nych a lgory tm ach  w yznaczan ia  

funkcji w iarygodności je s t szybka naw et przy  obliczeniach prow adzonych n a  ko m p u te

rach  klasy  P C  (B łach u ta , 1994).

P ro ced u ra  identyfikacji je s t następująca:

(1 )  D opasow anie m e to d ą  najm niejszych kw adratów  wielom ianu au toregresy jnego  d>,1(f?)

s to p n ia  n. L iczbę n  określa się dopasow ując kolejno w ielom iany s to p n ia  n  — 

0 , . . .  n max i w yb iera jąc  m odel da jący  m in im alną  w artość A IC

A I C =  cr*exp (6-25)

W yznaczen ie  ocen innowacji

£  =  # » (* )» « . * > »  +  !• (6.26)

(2 )  D opasow anie m e to d ą  najm niejszych kw adratów  n a  podstaw ie  szeregów  y t i ct ciągu

m odeli A E M A (r ,r ) ,  d la r  =  0 , 1 , . . . rmax.

Z nalezienie r0 m inim alizującego B IC

B I C  =  ar'2r e x p { 2 r ^ Y ~ } ,  r  =  0 , l ,  . . . r 0 +  l .  (6.27)

(3 )  W yznaczen ie  m e to d ą  najm niejszych kw adratów  m odeli A R M A (p, q) d la  w szystkich

p  < r 0 +  1 oraz q < ro +  1. Selekcja m odeli o najm niejszych  w artościach  B IC

B I C  =  <7 ^ ? exp{(p  +  <?)—̂ —}• (6.28)

(4 )  E s ty m ac ja  m e to d ą  najw iększej w iarygodności param etrów  m odeli w yselekcjonow a

nych  w e tap ie  3. W ybór m odelu  o najm niejszej w artości B IC .

7 . P r o c e s y  n i e s ta c jo n a r n e

M odele (2.3) i (3.1) są  stac jonarne , jeśli w szystkie zera  w ielom ianu <f>(B) leżą n a  ze

w n ątrz  ko ła  jednostkow ego. T eoretycznie stac jonarność oznacza, że funkcje gęstości p raw 

dopodob ieństw a  (z ( ii) , r ( f i  + 1 ) , . . . ,  z(<i + h )]  oraz (z(t2), z ( t 7+ 1 ) , . . . ,  z ( ł 7 + k)] p o s iad a ją  

iden tyczną  p ostać  d la  dowolnego w yboru param etrów  ( t i , t 7,k ) .  W  p rak ty ce  oznacza  to , 

że zachow anie się w yników obserwacji pozosta je  tak ie  sam o w czasie. Jed n ak że  rzeczyw i

s te  szeregi czasowe często  w ykazują zachow anie dryfujące. T akie n ies tac jo n a rn e  szeregi
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czasow e m ogą być zam odelow ane poprzez dopuszczenie n iek tó rych  zer $ ( 5 )  n a  okręgu 

jednostkow ym . P isząc  za tem  $ (B )  — y>(B)(l — B ) d m am y:

< p ( B ) ( l - B ) dz ( t )  =  li  +  Q (B )a ( t ) ,  (7.1)

gdzie  z e ra  $ ( B )  =■ l —^ i B - f a B 2- . . ,-<j>r, - i B p~d leżą n a  zew nątrz  okręgu jednostkow ego.

M odel (7.1) je s t zn an y  jako  m odel A R IM A (p -  d ,d ,q )  rzędu  (p  -  d ,d ,q ) .  R ów nież 

n iek tó re  szeregi czasowe z zachow aniem  cyklicznym  m ogą być rep rezen tow ane poprzez 

$ ( 5 ) ,  p o s iad a jące  zera  n a  okręgu jednostkow ym . T ak więc (7.1) m oże być  zap isane  ogól

niej jako :

< p(B)U (B)z( t)  =  p  +  Q (B )a ( t ) ,  (7.2)

gdzie U ( B )  =  1 — U \B  — UiBi1 — . . .  — UdB~d posiada w szystk ie ze ra  n a  okręgu  je d n o s t

kowym.

S p ec ja ln a  p o stać  U [B )  = ( l - B ) d( l - B * ) dl, gdzie s je s t  pew ną liczbą  ca łkow itą  d o d a t

n ią , je s t szeroko stosow ana w p rak tyce  do m odelow ania sezonowych szeregów czasow ych 

( np . w  ekonom etrii s  =  12 d la  danych m iesięcznych oraz s =  4 d la  danych  kw arta lnych ).

8 . P r o c e s y  n ie s ta c j o n a r n e  z  t r e n d e m  d e te r m in is ty c z n y m

R ozw ażm y proces opisany rów naniem :

y t  — +  ćo +  +  ■ • • +  &dtd - f  ■ ■ • +  Ó<rt.TTi-it<i+CT 1 , (8 -1 )

w k tó rym :

B  - o p e ra to r opóźnien ia , A  =  1 — B  - o pera to r różnicy, t - czas dyskretny , 

at - n .i.d  (0, cr2) o raz $ ( B ) ,0 ( R )  - s tab ilne  w ielom iany zm iennej B:

$ ( 5 )  =  l - ^ B - . . . - ^ p,

0 ( £ )  =  1 -  dxB  -  . . .  -  0„B".

W eźm y d -k ro tn ą  różnicę szeregu czasowego y t. P roces różnic tą będzie  wówczas opisany 

rów naniem :

u, =  A  dy t =  | | | j a ,  +  6 j  +  6'd+1t +  . .  (8.2)

P ierw szy  sk ład n ik  w powyższej zależności opisuje stac jonarny  proces A R M A , zaś po 

zosta łe  sk ładn ik i m a ją  ch a rak te r tren d u  determ inistycznego.

W spó łczynn ik i S j . . .  ¿2+m-i m ogą być w yrażone poprzez w spółczynnik i S j . . .
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D alsze m -k ro tn e  różnicow anie pozw ala na  całkow ite w yelim inow anie tre n d u , jed n ak że  

obecnie  proces w t będzie  nieodw racalny:

t o t
Q ’ (B )  Q (B )  A m

' a < =  g l - (8.3)
$ ( H )  ‘  $ ( B )

N ieodw racalność procesu w t w ynika z fak tu , iż w ielom ian 0 * (B ) p osiada  m -k ro tn y  p ie r

w iastek  n a  okręgu jednostkow ym .

M odel (8.3) m oże być uży ty  do prognozow ania szeregu czasowego za  p om ocą  specja l

nego p re d y k to ra  skonstruow anego n a  podstaw ie filtru  K alm ana. Z najom ość w spółczyn

ników  Sd . . .  Sd+m- i  n ie je s t wówczas konieczna.

9 . P r e d y k c j a  o p ty m a ln a  s z e r e g u  n ie s ta c jo n a r n e g o  z t r e n d e m

R ozw ażm y prob lem  predykcji za  pom ocą m odelu A R IM A (p ,s ,ę ) , (H arvey 1981a, H a

rvey, M cK enzie 1982). W  ty m  celu należy utw orzyć rep rezen tację  w p rzes trzen i s tan u  

procesu  s tac jonarnego  w t =  A ‘z ,, d la  którego m ożna znaleźć predykcję  o p ty m a ln ą  za  

po m o cą  filtru  K alm ana .

N astęp n ie  tw orzy się m odel rozszerzony poprzez dodanie do w ek to ra  s tan u  s  — 1 opóź

nionych w artości z t - i , . . .  zr -d -  Niech ten  w ektor opóźnionych w artości będzie  oznaczony 

przez  Ct—i =  • • • Zt-d) d la  w szystkich t =  d  -f 1 , . .  . T .  E sty m ato rem  rozszerzonego

w ek to ra  s ta n u  £< =  (* i,C i_ i) w chwili T  je s t wówczas £ r  =  ( x t C r - i)  i n a jlep szy  esty 

m a to r  zap ew n ia jący  m in im um  średniokw adratow ego b łędu  predykcji. Poniew aż £ r - i  je s t 

znane , w ięc m acie rzą  b łęd u  średniokw adratow ego je s t er*Pt , gdzie:

E t  0  

. 0  o. ■P t (9.1)

N iech — U j,j  =  1 , 2 . . .  s  będzie w spółczynnikiem  przy  w rozw inięciu  A* =  (1 — B ) ‘ 

oraz p rzy jm ijm y , że :

x ( i + l )  =  A x ( t )  +  g a ( t  +  1), (9.2)

to(i) =  d !x ( ł )  (9.3)

je s t u k ład em  rów nań stanu  d la  procesu w t =  {w t , t  =  1 , . . . T } .  R ów nanie  s ta n u  d la

rozszerzonego w ek to ra  s tan u  £< =  [asj, Ci—1]/ będzie m iało  postać:

X t A  0 X t-2 y
= 1 0  . . .  0  . . .  v , +

C - 1 . 0 fi* 1 o . i i - 2  . 0 _
(9.4)

d la  t  =  s  +  1 , . . .

Z astosow anie rów nań p red y k to ra  K alm ana do rozszerzonego rów nan ia  s ta n u  d a je  o p ty 

m aln y  p red y k to r źr+k, d la  k  =  1 , 2 , ___
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10 . I d e n t y f ik a c ja  p ro c e s ó w  z t r e n d a m i  w ie lo m ia n o w y m i

Z ałóżm y, że d an a  je s t rea lizac ja  y ( l ) . . .  y ( T )  procesu opisanego rów naniem  (8.1). 

Z adan ie  identyfikacji po lega n a  ocenie

•  liczb  całkow itych d i m  charak teryzujących  rząd  różnicy koniecznej d la  s tac jonary - 

zacji składow ej stochastycznej oraz stop ień  tre n d u  determ in istycznego ,

•  liczb całkow itych p  i q określających stopnie  w ielom ianów  $ ( /? )  i 0 (B ),

•  w spółczynnników  0 \ . . .  0 ,.

P ro ced u ra  identyfikacji je s t w ieloetapow a i polega n a  selekcjonow aniu m odeli n a  p o d 

staw ie  k ry te rió w  inform acyjnych. W  pierw szym  e tap ie  dokonuje się oceny liczb d i m  

posługu jąc  się m odelem  au toregresy jnym  składowej stochastyczne j, określonym  wielo

m ian em  <£>„(£) s to p n ia  n . W  drug im  e tap ie  n a  podstaw ie  m odelu  au to regresy jnego  oraz 

zróżnicow anej realizacji z u sun ię tym  tren d em  określa  się s tru k tu rę  m odelu  A R M A  i jego 

p a ram etry . W  e ta p ie  trzecim , po  określeniu s tru k tu ry  i w stępnej ocenie p a ram etró w , do

konuje się o sta teczn e j łącznej oceny param etrów  tren d u  i pa ram etrów  m odelu  A R M A  za 

p om ocą  m e to d y  najw iększej w iarygodności.

D ok ładn ie jsze  om ów ienie elem entów  składow ych te j p rocedury  zn a jd u je  się w p u n k 

tach  9.1 i 6 , zaś w punkcie  9.2 om aw ia się kom pletny  a lgory tm .

1 0 .1 . I d e n ty f ik a c ja  t r e n d u  d e te r m in is ty c z n e g o

Załóżm y, że dysponu jem y realizacją  u ( l )  . . .  v (T )  procesu

=  f ( f ) at +  * 3 +  +  • • ■ t 10-1)

Z adan ie  po lega  n a  ocenie liczby m  oraz w spółczynników  . .

P ro c e d u ra  identyfikacji polega n a  w ykonyw aniu d la  w artości m  =  0 . . .  roma* n as tęp u 

jących  dzia łań :

(a )  O cena w spółczynników  5J . . .  za  pom ocą m etody  najm niejszych  kw adratów .

(b )  U sunięcie tre n d u  i dopasow anie w ielom ianu autoregresy jnego  <£>„(/?) s to p n ia  n.

L iczbę n  ok reś la  się dopasow ując kolejno w ielom iany s to p n ia  n  =  0 . . .  n miiX i w y

b ie ra ją c  m odel da jący  m in im alną  w artość
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(c )  K orekcja  w artości w spółczynników  Sj . . .  Sj+m_1 p rzy  danym  m e to d ą  n a jw ięk 

szej w iarygodności.

( d )  K orekcja  w spółczynników  wielom ianu $ n(B ) przy danych S j . . .

( e )  P ow tórzen ie  punk tów  c i d  aż do uzyskania ekstrem um  funkcji w iarygodności.

( f )  U sta len ie  oceny m  z w arunku  m in  BIC

B I C  =  cr’ |mexp{(n  +  m ) i ^ } .  (10.3)

1 0 .2 . I d e n ty f ik a c ja  m o d e lu  z  t r e n d e m

P ro ced u ra  identyfikacji je s t w ieloetapow a.

E tap  i

O ceny liczby różnicow ań d  oraz stopn ia  m  składowej de term in istycznej dokonuje się 

p o w ta rza jąc  p rocedu rę  z p u n k tu  9.2 kolejno d la  d =  0 , 1 . . .  dln&x. Jak o  oceny przy jm uje  

się te n  zestaw  w artości d i m , przy k tó rym  w artość B IC  je s t najm niejsza.

E tap 2

N a podstaw ie  m odelu  autoregresyjnego oraz zróżnicowanej realizacji z  u su n ię ty m  tre n 

d em  o k reś la  się zgodnie z p rocedu rą  z p u n k tu  7 s tru k tu rę  m odelu  A RM  A i jego p aram etry . 

Etap 3

Po określen iu  s tru k tu ry  i w stępnej ocenie param etrów  dokonuje się osta teczne j łącznej 

oceny  param etró w  tre n d u  i param etrów  m odelu ARM A za  pom ocą m eto d y  najw iększej 

w iarygodności.

1 1 . P o d s u m o w a n ie

W  a rty k u le  przedstaw iono  m odele A RM A  stacjonarnych  szeregów czasow ych, ich re

p rezen tac je  w p rzes trzen i s tan u , rów nania filtru  K alm ana, rów nan ia  p red y k to ra  o p ty 

m alnego  o raz  estym ację  param etrów  m odelu za  pom ocą m etody  najw iększej w iarygod

ności. D okonano szerokiego przeglądu m etod  identyfikacji rzędu  m odelu  A R M A (p, q) 

o raz zaproponow ano oryg inalną  m odyfikację jednej z nich. P rzedstaw iono  rów nież m odele 

AR1M A n ies tac jonarnych  szeregów czasowych z w ielom ianow ym  tren d em  d e te rm in isty cz

nym . P o d an o  o ryg inalne a lgory tm y identyfikacji, estym acji i predykcji d la  m odeli n ie s ta 

c jonarnych . Ich im plem entację  kom puterow ą przedstaw iono w p racy  (B łach u ta , 1996). 

P rzedstaw ione  ta m  p rzyk łady  w skazują n a  wysoką efektyw ność opracow anej m etody.
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A b s t r a c t

In th e  p ap e r, A R M A  m odels of sta tio n a ry  tim e series are  p resen ted  along w ith  th e ir  

s ta te -sp ace  rep resen ta tio n s , K alm an filter equations, th e  o p tim a l p red ic to r, and  th e  

m axim um -likelihood  e s tim a to r o f m odel param eters. T h e  m ethods of iden tifica tion  of 

th e  A R M A (p ,q )  m odel o rder have been surveyed including those based on te s tin g  of 

s ta tis tic a l hypo theses, th e  realization  theo ry  and  th e  in form ation  crite ria . A n orig inal 

m odification  of one of th em  has been proposed. A RIM A  m odels of n o n s ta tio n a ry  tim e  

series w ith  a  po lynom ial de te rm in istic  tren d  a re  also addressed, and orig inal a lgo rithm s 

of th e ir  iden tifica tion , p a ra m e te r  estim ation  and  p red iction  are  p resen ted .


