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S treszczen ie. W artykule przedstawiono program realizujący identyfikację 
i predykcję szeregów czasowych stacjonarnych i pewnej klasy szeregów niesta­
cjonarnych, zawierających deterministyczne składowe wielomianowe. Dla celów 
dydaktyczhch program umożliwia porównanie różnych estymatorów.

PIPS: A DIDACTICAL VERSION OF A PROGRAM FOR IDENTIFICATION AND 
PREDICTION OF TIME SERIES

S um m ary . In the paper, a computer program is presented for identification 
and prediction of both stationary and a class of nonstationaxy time series that 
contain deterministic polynomial components. For didactical reasons, the pro­
gram enables a comparison of different estimators, including nonparametric ones 
of the Power Density Function to be done. The results are illustrated by example 
outcomes of the program.
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1. W stęp

Zasadniczym przeznaczeniem programu jest demonstracja opracowanej przez autora 
(Błachuta, 1996) metody identyfikacji modeli szeregów czasowych oraz ich predykcji. Pro­
gram umożliwia prezentację zarówno elementów składowych proponowanej metody, jak 
również innych zagadnień związanych z analizą szeregów czasowych, takich jak : niepa­
rametryczne oceny funkcji korelacji gęstości widmowej mocy oraz porównanie różnych 
metod estymacji parametrów modeli ARMA.

2. Opis funkcji programu dla procesów stacjonarnych

W programie analizuje się procesy stacjonarne opisane modelem autoregresji i średniej 
ruchomej ARMA(p, ę), (Box, Jenkins 1983):

gdzie:

#(£)*(<) =  Q(B)a(t),

B  - operator przesunięcia wstecz,
$ ( 5 )  - operator autoregresyjny rzędu p,
0 ( 5 )  - operator średniej ruchomej rzędu q,
a(t) - ciąg niezależnych zmiennych losowych o rozkładzie Ar(0, cr2), 
$ (5 )  =  1 -  f a B  -  f a B 2 -  . . .  -  fa B '  -  . . .  -  <t>PB v,
0 ( 5 )  =  1 -  0 ,5  -  92B 2 -  . . .  -  0 .5 1 -  . . .  -  9qB".

Warunkiem koniecznym i wystarczającym stacjonarności procesu ARMA jest, aby 
wszystkie pierwiastki Aj, (t =  l ,2 . . .p )  wielomianu $(A) leżały na zewnątrz okręgu 
jednostkowego na płaszczyźnie zespolonej A. Zakłada się również, że model jest odwra­
calny. Warunkiem koniecznym i wystarczającym odwracalności modelu ARMA jest, aby 
wszystkie pierwiastki Ai, (i =  l ,2 . . .p )  wielomianu 0(A) leżały na zewnątrz okręgu 
jednostkowego na płaszczyźnie zespolonej A.

2.1. Identyfikacja

Celem identyfikacji jest estymacja stopni p oraz q wielomianów AR i MA oraz wartości 
współczynników tych wielomianów (Hannan, 1980), (Hannan, Rissanen, 1982), (Hannan, 
Kavalieris, 1983). Procedura identyfikacji jest następująca:

Najpierw za pomocą przybliżonej metody największej wiarygodności dobierany jest 
model autoregresyjny wysokiego rzędu, dostatecznie dobrze przybliżający zachowanie się 
systemu.
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Stopień m wielomianu AR dobiera się tak, aby zminimalizować wartość kryterium 
informacyjnego Akaike

A IC  — exp(2m /T ) ,

gdzie crjj, jest wariacją dla danego m, zaś T  jest długością realizacji. Wielomian AR 
jest użyty do wyznaczania ocen innowacji. Na podstawie ocen szeregu innowacji oraz 

szeregu oryginalnego dokonuje się metodą najmniejszych kwadratów dopasowania ciągu 
modeli ARMA(p, q) dla p = q. Liczebność ciągu modeli wynika z minimalizacji kryterium 
informacyjnego Schwartza

B I C  = <t2 exp((p +  q) ln(T)/T).

Następnie dokonuje się dopasowania modeli ARMA(p, q) dla p ^  q, p < po +  1, q <  
<7o +  1, gdzie po — qo są wartościami zapewniającymi minimum BIC przy jednakowych 
wartościach p i q.

Spośród wszystkich modeli wybierane są trzy modele o najmniejszych wartościach 
BIC.

Param etry wyselekcjonowanych modeli oraz wartości kryteriów informacyjnych są na­
stępnie poprawiane za pomocą numerycznej minimalizacji dokładnej funkcji największej 
wiarygodności uzyskanej na podstawie filtracji Kalmana. Model o najmniejszej wartości 
BIC jest uważany za właściwy model procesu.

Dla wyselekcjonowanej trójki modeli obliczane są testy istotności Boxa-Ljunga oraz 
Godolphina. Przyjmuje się, że wynik testu jest pozytywny, gdy wartość testu jest większa 
od 0.05.

Wyniki procesu identyfikacji są prezentowane na czterech kolejnych ekranach moni­
tora.

Na pierwszym ekranie prezentuje się realizację szeregu czasowego, typ procesu (stop­
nie wielomianów AR i MA ), współczynniki wielomianów, wariancja bieżącej realizacji 
szumu pobudzającego układ, ocena wariancji uzyskana z filtru Kalmana przy znajomości 
parametrów układu oraz wartości funkcji wiarygodności dla tej realizacji.

Podaje się również parametry wielomianu AR dopasowanego do szeregu oraz tabelę 
zawierającą wartości BIC dla modeli ARMA(p, q) oszacowanych metodą największej wia­
rygodności.

Na następnym ekranie prezentuje się parametry trzech wyselekcjonowanych modeli 
oraz wyniki ocen największej wiarygodności dla tych modeli. Następnie podaje się po­
ziomy istotności testów białości zastosowane do szeregów reszt uzyskanych dla różnych 
modeli oraz dla szumu pobudzającego układ.
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Na dwu następnych ekranach przedstawiono wykresy obrazujące kolejno przebiegi war­
tości funkcji autokorelacji (ACF) teoretycznej dla systemu generującego, oceny funkcji au­
tokorelacji z próby oraz funkcji autokorelacji obliczonej dla wyselekcjonowanych uprzed­
nio modeli. Podobnie wyświetlono przebiegi funkcji gęstości widmowych mocy (SPDF): 
teoretycznej dla systemu generującego, obliczonej metodą Blackmana-Turckey’a z próby 
na podstawie oceny funkcji korelacji oraz teoretycznych obliczonych dla wyestymowanych 
modeli.

Rysunek 1-4 przedstawia kopie wydruków uzyskanych przy identyfikacji systemu
ARMA(2,1) o równaniu

(1 -  1.65 +  0.9B2)yt =  (1 +  0.85)e„

Na rys. 5-8 przedstawiono wyniki uzyskane przy identyfikacji systemu ARMA(2,1) o 
równaniu:

(1 -  0.85 +  0.5B 2)y, =  (1 +  0.55 +  0 .252)ei.

Jako najlepszy zidentyfikowano model AR(3). Jak widać, model ten został zaakcep­
towany przez testy. Również porównanie ACF i SPDF dla różnych modeli wskazuje, iż 
model AR(3) należy uznać za właściwy.

2.2. Predykcja

Predykcja może być dokonywana zarówno w oparciu o parametry systemu generują­
cego szereg czasowy jak i na podstawie zidentyfikowanego modelu.

W przypadku estymacji parametrów modelu o zadanej strukturze, odpowiadającej 
systemowi generującemu, dokonuje się estymacji na podstawie dokładnej metody naj­
większej wiarygodności, wyświetla się parametry modelu, wartości BIC, wariancji, funkcji 
wiarygodności oraz 90 % przedziały ufności dla parametrów.

Prognozy oblicza się na 12 kroków w przód zarówno na podstawie modelu,jak i orygi­
nalnego systemu podając również 90% przedziały ufności dla prognoz. Przedziały ufności 
dla prognoz dokonanych w oparciu o zidentyfikowany model uwzględniają rozrzut pa­
rametrów modelu oraz; macierz dyspersji parametrów obliczaną jako odwrotność oceny 
macierzy informacyjnej uzyskanej z procedury estymacji parametrów.

Na rys. 9 przedstawiono przykładowe wyniki predykcji na podstawie modelu AR(2):

(1 -  1.55 +  0.7B2)yt = e,.
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Na rys. 10, 11 przedstawiono wyniki predykcji uzyskane na podstawie modelu 
ARMA(1, 1):

(1 -  0.85)2/! =  (1 + 0 .8 5 )e t .

Jak widać z porównania, rozbieżność wyników uzyskiwanych za pomocą modelu do­
kładnego oraz modelu o estymowanych parametrach jest niewielka.

2.3. M odel autoregresyjny

Porównano dwie metody dopasowania modeli autoregresyjnych: na podstawie algo­
rytmu Levinsona-Durbina (Box, Jenkins, 1983), bazującego na funkcji autokowariancji 
oraz przybliżoną metodę największej wiarygodności.

Wyniki dla zwiększających się rzędów modelu AR przedstawiono w postaci tabulo­
gramów, których wiersze zawierają współczynniki modelu. W ostatniej skrajnie prawej 
kolumnie zamieszczono wartości wariancji reszt. W celu wyróżnienia współczynniki wie­
lomianu minimalizującego AIC zostały podświetlone.

Uzyskane w ten sposób modele AR są punktem wyjścia dla stosowanej procedury iden­
tyfikacji. Rysunki 12-13 przedstawiają wyniki dla realizacji procesu ARMA(2,1). Zwraca 
uwagę nieskuteczność algorytmu Levinsona-Durbina.

2.4. O szacowanie w stępne

Podstawą szybkiej zbieżności newtonowskiego algorytmu minimalizacji funkcji są 
wartości startowe niezbyt odległe od punktu minimum. O powodzeniu i szybkości algo­
rytmu estymacji parametrów metodą największej wiarygodności (Melard, 1984) decyduje 
zatem dobre oszacowanie wstępne parametrów.

W programie porównuje się kilka metod oszacowań wstępnych:

IACV - metoda funkcji korelacji procesu odwrotnego

B-J - metoda Boxa-Jenkinsa dopasowania do funkcji korelacji procesu

RPEM - rekursywna metoda błędu predykcji

LSA - metoda najmniejszych kwadratów na podstawie oceny reszt dla modelu
AR uzyskanego z algorytmu Levinsona-Durbina

LSE - jak wyżej, lecz modelu autoregresywnego uzyskanego metodą największej 
wiarygodności.
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Wyniki porównuje się z metodą największej wiarygodności. Przykład dla systemu 
ARMA(2,1) przedstawiony na rys. 14 wskazuje na bardzo dobre rezultaty otrzymane za 
pomocą algorytmu LSE,stosowanego w tym programie jako element metody identyfikacji.

2.5. Porów nanie estym atorów

Dokonuje się porównania różnych estymatorów dla tej samej realizacji procesu. 
Estymatorami branymi pod uwagę są:

- dokładny estymator największej wiarygodności;

- przybliżony estymator największej wiarygodności uzyskany według metody Boxa- 
Jenkinsa iteracyjnie z prognozowaniem wstecznym.
Człon wyznacznikowy funkcji wiarygodności obliczany w sposób przybliżony;

- minimalizacja bezwarunkowej sumy kwadratów reszt uzyskanej jak wyżej.
Bez członu wyznacznikowego;

- minimalizacja sumy kwadratów reszt obliczonych przy wartościach początkowych 
ocenionych metodą najmniejszych kwadratów;

- minimalizacja sumy kwadratów reszt obliczonych z pominięciem pewnej ich począt­
kowej liczby dla eliminacji wpływu warunku początkowego;

- minimalizacja sumy kwadratów reszt obliczonych przy założeniu zerowych wartości 
początkowych reszt.

Drukuje się wartości ocen parametrów, BIC, wariancję reszt, wartość funkcji wiarygodno­
ści. Dla dwu ostatnich estymatorów podaje się wartość minimalizowanych funkcji. Przy­
kłady wydruku podano na rys. 16-17.

2.6. G ęstość  w idm ow a m ocy

Program wyznacza nieparametryczne oceny gęstości widmowej mocy na podstawie 
funkcji kowariancji z próby metodą Blackmana - Tuckey’a (Otnes, Enochson, 1978). Sto­
suje się okna danych Parzena, Hamminga, Hanna oraz Bartletta. Przykładowe wyniki dla 
procesu ARMA(2,2) przedstawiono na rys. 15.

Dla zorientowania się o jakości oceny podaje się teoretyczne wartości gęstości widmo­
wej mocy oraz ich przybliżenie zgodnie z metodą Blackmana- Tuckey’a w oparciu o 32 
teoretyczne współczynniki autokowariancji. Jak widać z rys. 3;metoda może wprowadzać 
duże błędy dla procesów silnie skorelowanych.
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3. Opis funkcji programu dla procesów niestacjonarnych

Program umożliwia predykcję i identyfikację procesów opisanych równaniem:

Vt — y £( + ¿o + +  • • • + + • • • + 1,

w którym: 5  - operator opóźnienia, A =  1 — B  - operator różnicy, t - czas dyskretny, £< 
- n.i.d.(0, ct2), $ (5 ) ,  0 ( 5 )  - stabilne wielomiany zmiennej 5 ,

${B) = \ - ' t> lB  + ...-<!>vB*,

0 (5 )  =  1 — 0\B  +  . . .  — 0 ,5 ’ .

3.1. Identyfikacja

Załóżmy, że dana jest realizacja y ( l) . . .y (T )  procesu opisanego powyższym równa­
niem.

Zadanie identyfikacji polega na ocenie:

- liczb całkowitych d i m  charakteryzujących rząd różnicy koniecznej dla stacjonary- 
zacji składowej stochastycznej oraz stopień trendu deterministycznego,

- liczb całkowitych p i q określających stopnie wielomianów $ (5 )  i 0 ( 5 ) ,

- współczynników <j>\. . .  <j>p, d \ . . .  9q.

Procedura identyfikacji jest wieloetapowa i polega na selekcjonowaniu modeli na pod­
stawie kryteriów informacyjnych. W pierwszym etapie dokonuje się oceny liczb d i m J 

posługując się modelem autoregresyjnym składowej stochastycznej, określonym wielo­
mianem $ n(5 )  stopnia n. W drugim etapie na podstawie modelu autoregresyjnego oraz 
zróżnicowanej realizacji z usuniętym trendem określa się strukturę modelu ARMA i jego 
parametry. W etapie trzecim po określeniu struktury i wstępnej ocenie parametrów do­
konuje się ostatecznej łącznej oceny parametrów trendu i parametrów modelu ARMA za 
pomocą metody największej wiarygodności.

3.2. Predykcja

Podobnie jak dla układów stacjonarnych predykcja może być dokonana zarówno na 
podstawie równania systemu generującego, jak i na podstawie modelu o ustalonej struk­
turze i estymowanych parametrach (Harvey, 1981), (Harvey, McKenzie, 1982).

Na rys. 18 przedstawiono przykładowe prognozy dla systemu ARMA(2,1) z dodaną 
składową deterministyczną liniowo narastającą, zaś na rys. 19 prognozy dla systemu 
ARIMA(2,1,1).
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Predyktor jest skonstruowany tak, że dokonuje prawidłowych prognoz również dla 
szeregów czasowych zawierających składową deterministyczną pod warunkiem wzięcia 
różnicy dostatecznie wysokiego stopnia. W związku z tym przy identyfikacji modeli do­
puszcza się tylko różnicowanie, zaś przy estymacji parametrów modeli podnosi się stopień 
wielomianu MA o stopień wielomianu deterministycznego dodanego do szeregu plus jeden.

Na rys. 20-21 przedstawiono wyniki prognozowania dla szeregu, w którym do stałej 
wartości 10 dodano biały szum. W tym przypadku do szeregu różnic dopasowywano 
model MA(1). Predykcji dokonano na podstawie modelu ARIMA(0,1,1).

Rysunki 22-23 przedstawiają wyniki predykcji dla szeregu wygenerowanego przez sys­
tem ARMA(2,0) z dodaną wartością stałą. Zgodnie z przyjętą zasadą oceniono parametry 
modelu ARMA(2,1), a predykcji dokonano na podstawie modelu ARIMA(2,1,1).

Wszystkie omówione przykłady wskazują na dużą zgodność wyników predykcji z wy­
nikami uzyskanymi przy dokładnej znajomości parametrów systemu.

4. Podsum ow anie

W artykule przedstawiono program realizujący identyfikację i predykcję szeregów cza­
sowych stacjonarnych i pewnej klasy szeregów niestacjonarnych, zawierających determi­
nistyczne składowe wielomianowe według metody opracowanej przez Blachutę (1996). 
Przedstawione przykłady wskazują na dużą efektywność tej metody.
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A b s tra c t

In the paper, a computer program is presented for identification and prediction of both 
stationary and a class of nonstationary time series that contain deterministic polynomial 
components. For didactical reasons, the program enables a comparison of different esti­
mators, including nonpaxametric ones of the Power Density Function to be done. The 
results are illustrated by example outcomes of the program.


