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CHARAKTERYSTYKI CIAGLYCH STOCHASTYCZNYCH SYSTEMOW

DYNAMICZNYCH ZE SPRZEZENIEM ZWROTNYM DYSKRETNYM W
CZASIE *

Streszczenie. Artykut dotyczy wyznaczania charakterystyk uktadéw ciggtych
z zaktéceniem w postaci stacjonarnych proceséw gaussowskich o wymiernej ge-
stosci spektralnej, regulowanych za pomocg dyskretnych w czasie algorytmoéow
generujgcych sygnat staty pomiedzy chwilami prébkowania. Algorytmy te maja
postaé liniowych sprzezen zwrotnych od wyjscia filtru Kalmana.

CHARACTERISTICS OF CONTINUOUS-TIME STOCHASTIC DYNAMICAL SYS-
TEMS WITH A DISCRETE-TIME FEEDBACK

Summary. In the paper continuous-time systems disturbed by a stationary
Gaussian process which has a rational spectral density, controlled by optimal
discrete-time algorithms with a zero-order hold are addressed. The algorithms
considered have the form of a linear feedback from the Kalman filter. The pa-
per concentrates on the expected value and covariance function of the controled
process, whose intersample transients are calculated from recursive formulae de-
veloped in the paper.

*Niniejsza praca zostata wykonana w ramach Projektu Badawczego KBN nr 3 0683 91 01 w czasie
pobytu autora w The University of Birmingham.



84 M. Btachuta

1. Wstep

Wiekszo$¢ stosowanych obecnie algorytmow sterowania jest realizowana jako dys-
kretne w czasie. Na ogot synteze regulatora prowadzi sie biorgc pod uwage zachowanie
sie wyjscia uktadu ciagtego dla dyskretnych chwil probkowania zaktadajac, iz przy od-
powiednio matym okresie prébkowania informacja o zachowaniu sie ukfadu w chwilach
probkowania jest miarodajna dla wiasnosci regulowanego sygnatu réwniez pomiedzy tymi
chwilami.

Konsekwencjg tego zatozenia jest oparcie syntezy regulatora na dyskretnym modelu
procesu, na og6t w postaci modelu ARMAX. Nalezy tu wymieni¢ nurt zapoczatkowany
przez Astréma, [2], obejmujacy regulatory minimalno-wariancyjne (MV) oraz uogdélnione
minimalno-wariancyjne (GMV), [3], konstruowane zaréwno dla wskaznikéw jednokroko-
wych, jak i wielokrokowych.

Typowymi reprezentantami tej grupy sg takze algorytmy LQG, [10], i GPC [11], [12].
Sa one stosowane dla ukfadéw stochastycznych i dlatego interesujgcg charakterystyka sg
przebiegi wariancji regulowanego wyjscia i wielkosci sterujgcej. W pracach [6], [7], [20]
pokazano, iz stany przejsciowe w regulatorach GMV i GPC moga sie istotnie rézni¢ w
zaleznos$ci od rodzaju filtru uzytego do ich konstrukcji. Wiele z metod syntezy regulato-
réw prowadzi - zwtaszcza przy wysokich czestotliwosciach prébkowania - do energicznych,
zmieniajgcych znak sterowan, prowadzacych do znacznych rozbieznosci pomiedzy obra-
zem wyj$cia w chwilach prébkowania a rzeczywistym zachowaniem sie wyjscia. Réwniez w
przypadku dtuzszych okresow probkowania wartosci wyjscia uktadu ciggtego w dowolnej
chwili czasu moga znacznie odbiega¢ od wartosci w chwilach pomiaru dyskretnego.

Projektowaniem uktadéw dyskretnych z uwzglednieniem zjawisk pomiedzy chwilami
probkowania zajmuja sie¢ De Souza i Goodwin, [13], Lennartson et al., [19] oraz D. Wil-
liamson [21], W [13] wyprowadzono wzory na cyklostacjonarng wariancje wyjscia w dys-
kretnych chwilach czasu pomiedzy momentami prébkowania dla przypadku regulatora
minimalno-wariancyjnego z ustalonym filterm Kalmana. Z kolei Williamson podaje for-
muty dla wariancji wyj$cia uktadu ciggtego z dowolnym regulatorem dyskretnym; obowig-
zujg one dla dowolnych chwil czasu, jednakze jedynie dla stanéw ustalonych. Lennart-
son et al. analizuja warto$¢ catkowego kwadratowego wskaznika jakosci dla dowolnego
algorytmu, bedacego liniowg funkcjg stanu - podobnie jak uprzednio jedynie w stanie
ustalonym.

Niniejsza praca jednocze$nie uogolnia dotychczasowe wyniki uzyskane dla modeli AR-
MAX, [6], [7], [20] na dowolne momenty pomiedzy chwilami prébkowania w ciggtych
uktadach stochastycznych, jak réwniez wyniki uzyskane w pracach [21], [19] na stany
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przejsciowe w uktadzie z filtrem optymalnym lub asymptotycznie optymalnym, przy czym
jako algorytmy regulacji przyjeto reprezentacje algorytméw GMV, LQG oraz GPC w
przestrzeni stanu.

Organizacja artykutu jest nastepujgca. Najpierw przedstawiono modele cig-
glych proceséw z zakldceniem stochastycznym. Nastepnie przedyskutowano modele
dyskretno-czasowych obserwacji proceséw stochastycznych oraz wynikajgce z nich modele
dyskretne. Nastepnie wprowadzono sterowanie dyskretne bedace liniowg funkcja oceny
stanu i wyprowadzono komplet réwnan opisujacych stan uktadu ztozonego z obiektu,
filtru i regulatora, jak rowniez komplet réwnan pozwalajacych na wyznaczenie wartosci
oczekiwanych i kowariancji zmiennych stanu i wyjscia uktadu dla dowolnych chwil czasu.
Podano réwniez dwa algorytmy symulacji procesu z wyjsciem ciggtym.

2. Model ciggtego sterowanego procesu stochastycznego

Stosunkowo szerokg klase procesow stochastycznych z wejSciem sterujgcym mozna
przedstawi¢ za pomoca uktadu réwnan:

dxt = (Axt+ bui)di (2.1)
zt = d'xt+ cdf, (2.2)

gdzie z(jest procesem skalarnym, x tjest n-wymiarowym wektorem stanu, A jest macierzg
o statych wspoétczynnikach, ¢, b oraz d sg wektorami, ut jest wejSciem sterujgcym, za$
(t jest standardowym procesem Wienera, [14], [15], [17]. Symbol d oznacza rézniczke.
Warunek poczatkowy x 0 jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym Af(m0) QO).
Rownania (2.1)-(2.2) mozna na ogdl traktowac jako zwiezty zapis uktadu réwnan:

dxj = (Ax\ + tfurdt, (2.3)
dx* = A xfdt -f c2d£t, (2.4)
zt =dx\+dx]. (2.5)

Woweczas pierwsze réwnanie interpretuje sie jako model toru sterowania obiektu regulacji,
za$ drugie jako model zaktocenia.
Rozwigzanie réwnania (2.1) ma postac:

Xt= eAtx0+ Jo‘eAI‘~3)bu,ds + fol eArcdn{s). (2.6)

Proces zt opisany réwnaniami (2.1)-(2.2) jest w peini scharakteryzowany przez dwa
pierwsze momenty, przy czym warto$¢ oczekiwana jest niezalezna od wektora c, za$ ko-
wariancje sg niezalezne od wartosci oczekiwanych: stanu poczgtkowego m 0 i sterowania
ut. Pozwala to na oddzielng analize réwnan dla pierwszego i drugiego momentu.
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W dalszym ciggu zatozymy, ze
- macierz Aljest stabilna, to znaczy dlai = 1,2... n zachodzi Re A(A) < 0,
- kowariancja QO jest rozwigzaniem algebraicznego réwnania Lapunowa:

AQo + Q< = ~cc. .27
Przyjmujac, ze ut = Ui, gdzie u( jest pewng zdeterminowang funkcjg czasu, wartos¢
oczekiwana zt oraz funkcja autokowariancji p]{r) procesu zt —zt sg okreslone zalezno-
Sciami: .
5= deamo | Jenq-jeusds, 28)
pllr) = d'QOeA Td. (2.9
Gestos¢ widmowa E(w) mozna wéwczas wyznaczy¢ z zaleznosci:

EM =d'(sl - A)-"c¢{-sl - A")~ld\aju. (2.10)

E(u>) jest rzeczywistg funkcja wymierng i moze by¢ przedstawiona w postaci:

C(s)C(-s) . .COMp f2in
A(S)A(-s)|j=IW_IA (M (2-V)
gdzie:
A(s) = det(s/ —A), (2.12)
C(s) = <fladj(s/- A)lc. (2.13)

Zrownania (2.13) widaé, zc przy zadanej funkcji gestosci widmowej E(w) procesu z,
oraz przy ustalonym wielomianie A(s) istnieje wiele wielomianéw C(s), a zatem wiele
wektoréw c, dla ktorych uktad (2.1)-(2.2) jest modelem procesu z,. Posrdd nich zawsze
mozna znalez¢ taki wektor c, aby wszystkie pierwiastki wielomianu C(s) lezaty w lewej
péiplaszczyznie, [2].

3. Model dyskretnej obserwacji i sterowania procesu stochastycznego

W niniejszej pracy rozpatrujemy uklady ze sterowaniami odcinkami statymi. Zak}a-
dajac, ze u, = Uj=const dla t <s <t + t, mozna napisac:

XtH = tArXt + u<} eAvbdv + Jf eA(T~"cd£(s). (3.1
] ]

Sygnat ciagly, bedacy realizacjg procesu ciagtego, jest na ogét prébkowany, to znaczy

jest on mierzony w dyskretnych, rdwno odlegtych, chwilach czasu f; = Ai, gdzie A jest
okresem probkowania, za$ i jest liczbg catkowita.
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Oznaczmy y; = y(i,) oraz a; = *(<m). Réwnanie pomiaru prébkowanego przyjmie
postac:

yt = d'xi + r,-, (3.2)

gdzie r; jest dyskretnym biatym szumem gaussowskim, tzn. 2[r;rj) = 0 dlai j oraz

£[r?] = p2 Proces r- petni tu role modelu btedu pomiaru.
Proces t/i jest procesem dyskretnym w czasie i moze zosta¢ opisany za pomocg uktadu
dyskretnych réwnan stochastycznych:

*i+i = Fxi+guit+ wi, (3.3)
yi - d'xi +rit (3.4)

gdzie WY jest wektorowym biatym szumem gaussowskim o macierzy kowariancji W .
F,g,W sa okreslone nastepujaco:

F=eAA, g=_ | eA'bds, W =eA’céeAl ds. (3.5)
Jo Jo

Niech QO oznacza macierz kowariancji stacjonarnego procesu dyskretnego Z U~ =
0,i = 0,1 ,..spetniajgcg dyskretne réwnanie Lapunowa:

Q0=FQOF' +W. (3.6)

Poniewaz dla i- = (A wektory x t oraz x; sg tymi samymi wektorami, wiec ich macierze
kowariancji sa rowniez rowne. Z tej wiasnosci wynika sposob obliczenia catki w (3.5). W
tym celu mozna rozwigzac¢ rownanie Lapunowa (2.7) wzgledem QO0, a nastepnie skorzystac¢
z (3.6) otrzymujac:

W = Q0- FQOF" 3.7)

4. Przyktadowe algorytmy regulacji

4.1. Cyfrowe algorytmy LQG i GPC
W tym punkcie oméwimy pewien kwadratowy wskaznik jakosci prowadzacy do algorytmu
u- = (4.1)

réwnowaznego algorytmom tworzonym dla modelu ARMAX.
Niech wskaznik /- bedzie wskaznikiem z przesuwnym horyzontem N:

i+N-I i+N* -1
h=E £ y++A £ u), (4.2)

j=i i=»
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w ktérym Nu < N, przy dodatkowym zatozeniu, ze
Uy =0dlaj > Nu. (4.3)

Horyzont N nazywa sie horyzontem kosztu, za$ horyzont Nu horyzontem sterowania.
W zaleznosci od wartosci N, Nu oraz relacji zachodzacych pomiedzy nimi otrzymujemy
rézne znane prawa sterowania. | tak dla Nu = N otrzymujemy og6lny problem LQ z
horyzontem jednokrokowym(dla N = 1), [1], [2], [5], [6], [7], wielokrokowym skoriczonym
[10] lub nieskonczonym (dla N 00) [2], [16]. W przypadku Nu < N otrzymuje sie
algorytm GPC [11], [12]. Nalezy podkresli¢, ze w literaturze algorytm GPC wyprowadza,
korzystajagc z modelu ARMAX.

Sterowanie optymalne «e jest okreslone zaleznoscig liniowa:

(4.4)
gdzie

(4.5)
Pj=F ,PJIF +dd ,P" =0, (4.6)

ii) Riccatiego dlaj = Nu—1,...,0
Pj+i99'P. @)

Macierz Q* oraz skalar r sg okreslone nastepujaco:

Q" —~did[, r="+A (4.8)

przy czym dx= F'd oraz go = d'<;.
Dla problemu z horyzontem nieskoficzonym macierz P jest dodatnio okreslonym roz-
wiazaniem algebraicznego réwnania Riccatiego:
P=F"(P- -P?i F'+Q". .
g/ r+ gI Pg El Q (4.9)
Dla A 0 rozwigzanie rownania (4.9) mozna znalez¢ za pomoca metod klasycznych. W
przypadku A = 0 zachodzi rowniez Q' = 0 i rozwigzanie P = 0 jest stabilizujagce tylko
dla obiektow o stabilnej macierzy F' (minimalnofazowych). Dla obiektéw dyskretnych
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nieminimalnofazowych do rozwigzania réwnania (4.9) konieczne jest wowczas stosowanie
algorytmdw specjalnych, [9],[16].

W przypadku stabilnej macierzy F mozliwe jest przyjecie nieskoficzonego horyzontu
kosztu N réwniez dla algorytmu GPC. Woéwczas zamiast rekurencji réwnania Lapunowa
(4.6) nalezy rozwiaza¢ rownanie algebraiczne

P =F'PF +dd, (4.10)

a wynik wykorzysta¢ do zainicjowania rekurencji rGwnania Riccatiego (4.7).

4.2. Algorytmy projektowane metodami hybrydowymi
Wskaznik jakosci (4.2) nie uwzglednia przebiegéw miedzy chwilami probkowania. Bar-
dziej realistyczny jest wskaznik catkowy | = E J, gdzie np.

J- f 2-f\cu2)dt = / ! + Xcu2)dt, 4.11
i (z cu?) 4 {x'Qcx cu2) ( )

przy czym Qc= dd' oraz T jest pewnym horyzontem czasowym, T = NA.
Biorgc obecnie pod uwage, ze wartosci wektora stanu x(r) pomiedzy chwilami préb-
kowania,tzn. dla r € [0, A), sa okreslone wzorem:

X,(r) = F(t)x{+ g(r)m + u>(r), (4.12)

gdzie
F(t) = eAr, g(r) = f eAvbds, w(t) = f eA'T,)cd™(s), (4.13)
Jo Jo

mozemy wskaznik catkowy zastgpi¢ rownowaznym mu sumacyjnym

| = E{A + 2h'ziUi + Au?)} + 70(T), (4.14)
1=0
w ktérym;
Q= A“lJ[)AtA'TQ CeATdT, (4.15)
h = A"1fAeATQa{T)dT, (4.16)
A= A+ A-l Jfo [9*(r)Qcg(r)]1dT, (4.17)

za$ 1o(T)jest sktadnikiem niezaleznym od sterowania. Warto zauwazy¢, ze A” 0, nawet
gdy Ac= 0.Zatem uzyskany w ten sposéb wskaznik dyskretny jest nieosobliwy nawet
wtedy, gdy problem ciggty jest osobliwy. Problem minimalizacji wskaznika (4.14) przy
ograniczeniach okreslonych réwnaniami obiektu (3.3)-(3.4) ma réwniez rozwiazgnie o po-
staci (4.1).
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4.3. Niezerowa warto$é zadana

Powyzsze algorytmy moga by¢ réwniez wykorzystane dla problemu regulacji ze sko-
kowo zmieniajaca sie wartosScig zadang wt = w, przy czym zaktada sie , ze chwile i, w
ktérych zmiany maja miejsce, nie sa uprzednio znane.

W stanie ustalonym dla wartosci oczekiwanych zachodzi:

Axoa =-buo,, (4.18)
dlioo =to, (4.19)
¢'Ain =0, (4.20)
d'Amica =0. (4.21)

Poniewaz rzad macierzy A w przypadku obiektu astatycznego stopnia m wynosi n —m,
wiec dla uzyskania rozwigzania nalezy dopisa¢ m réwnan typu (4.19)-(4.21) i przyjac
tioo = 0. W przeciwnym przypadku oraz u«, znajduje sie rozwigzujac uktad dwu
réwnan (4.18), (4.19).

Rozwazmy problem sterowania:

xitl = jFx; + Qu; + u\, *0~ ~V(0,QO0), (4.22)
Zi - d'x(+n, (4-23)
i+N—1 i+Nu—1
h=E Y (fj+i-w)2+A Y (u>~a°*)2- (4-24)
J=1 j=i

Jest on réwnowazny problemowi:

Cxi+l = F6x{+goui+ wi, ¢a0~"(-i«,.n), (4.25)
Szi = d'Sxi + rit (4.26)
i+N-1 i+Wu-I
ize Y ey+i+A E sul 4-27)
=i =

odpowiadajagcemu, po pominieciu symbolu i, problemowi wyjsciowemu dla obiektu
(3.3)-(3.4) ze wskaznikiem (4.2) .

Sterowanie optymalne dla problemu (4.22)-(4.24) mozna otrzymac¢ za pomocga rozwig-
zania problemu (4.25)-(4.27) jako

u; = + Suit (4.28)
zZi = w+ Szi. (4.29)
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Sterowanie optymalne dla obiektu astatycznego nie wymaga wyznaczania wielkosci
ttooi jest zatem wygodniejsze oraz mniej wrazliwe. W przypadku obiektow statycznych
mozna uzyska¢ taki sam efekt wprowadzajac do regulatora element catkujacy lub su-
mujacy. W pierwszym przypadku wyjscie regulatora jest ciagle, za$ dla celéw syntezy
algorytmu element catkujagcy wigcza sie do réwnan rézniczkowych obiektu. W' drugim
przypadku wyjscie regulatora jest dyskretne. Dla celéw syntezy element sumujacy do-
tacza sie do rownan réznicowych obiektu dyskretnego. Przypadek ten odpowiada ujeciu
problemu LQG i GPC przedstawionemu w pracach [10], [11], [12]. Przyrosty <&u nalezy
w obydwu przypadkach interpretowac jako:

SU{= Ui- Ui (4.30)
5. Filtr Kalmana

Oznaczmy przez ig,--! oraz przez ig; liniowe oceny stanu zapewniajgce minimum
btedu Sredniokwadratowego stanu x; przy pomiarach y, | oraz y- danych odpowiednio

do chwili i —1 oraz i. Wéwczas filtr Kalmana jest okreslony rownaniami:
cili = + My;~ ¢'tii-l), ¢ol-i = mo, (5.1)
oy = Fidji +gu;. (5.2)
Wektor e wyraza sie poprzez kowariancje bteddw oceny stanu Sa; oraz S,|,_i naste-

pujaco:

(5.3)
Sii = s-Ji- (54)
S+ - W + FSiVF". (5.5)

5.1. Ustalony filtr Kalmana

W zastosowaniach, [18], czesto zastepuje sie rownania rekurencyjne algebraicznym
rébwnaniem Riccatiego:

56>
Parametry filtru sa wéwczas niezalezne od czasu i wyrazaja sie wzorami:

FSd
p*+d'Sd’

H (5.7)
@2 = pl+d'sd, (5.8)
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gdzie S jest nieujemnie okreSlonym symetrycznym rozwigzaniem (5.6). Filtr ten jest

jedynie filtrem asymptotycznie optymalnym i jest stabilny tylko dla modeli odwracalnych,

w przeciwienstwie do filtru o parametrach zmiennych w czasie pracujacego poprawnie

réwniez dla modeli nieodwracalnych. Ma on jednak duze znaczenie praktyczne, gdyz jego

uzycie dla celéw regulacji prowadzi do regulatoréw o parametrach niezaleznych od czasu.
Na podstawie (5.1)-(5.2) rdwnania predyktora przyjma posta¢ asymptotyczna:

*+i|; = + gui + hei, a0-i = rno0, (5.9)
ji = d'x(+ e- (5.10)

Warunek poczatkowy jest obecnie zdeterminowany, co btednie sugeruje doktadng pre-
dykcje stanu. Z kolei model:

*>H = Fx; + gui+ heit x0~ W(mO0,QJ), (5.11)
ju = d'xi + e, (5.12)

gdzie:
Q6 —FQgF' + hh'cr2 (5.13)

mozna uzna¢ za reprezentacje stacjonarnego modelu ARMAX
Anfz)yi =B’ (z)ui + <r(*)ci, (5.14)

w ktérym wielomiany A'(z), B'(z) i Cnfz) operatora wyprzedzenia z sg okreslone za
pomocg parametrow opisu (5.11)-(5.12) nastepujaco:

A"(z) =det{zl-F), (5.15)
B\z) = dladj(zt —F)g, (5.16)
C'(z) =det(zl - F +gc). (5.17)

Model ARMAX otrzymany w ten sposéb jest odwracalny, tzn. posiada stabilny wie-
lomian C*(z). Relacje zachodzace pomiedzy modelem (3.3)-(3.4) a modelem ARMAX
sga obszernie oméwione w [8], [9]. Nalezy réwniez podkresli¢, ze jesli przyja¢ jako model
obiektu réwnania (5.11)-(5.12), [10], wowczas algorytm (4.3) jest btedny, albowiem nie
jest spetnione zatozenie o niezaleznosci szumu systemowego i pomiarowego, [4]. Problemy
te sg szerzej omoéwione w [5].

6. Symulacja

Symulacje pracy ukiadu ciggtego (2.1)-(2.2) z réwnaniem pomiaréw prébkowanych
(3.2) i sterowaniem dyskretnym (4.1) wykorzystujgcym filtr Kalmana (5.1)-(5.2) mozna
przeprowadzi¢ na dwa rdzne sposoby.
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Pierwszy z nich polega na wykorzystaniu rozwigzania rownania sterowanego procesu
dla chwil czasu pomiedzy momentami zmiany sterowania. Przyjmijmy, ze chwilom czaso-
wym U —ih odpowiadajg dyskretne momenty prébkowania i. Wéwczas (3.1) mozna dla
0< r < A zapisa¢ w postaci:

Xi(r) = F(r)xi +g(r)ui + tc(r), (6.1)

gdzie
F{r) = eAr, g(r) = J]:) eAvbdv, w(r) = Jl:) eA”cd(,{s). (6.2)

Z réwnania (6.1) wynika, ze dla 0 < r < A zachodzi:

*I(T) = f'(T)xi + -f{r)ui + (6.3)
gdzie
f(j) = d'F{r), 7(r) = d'g(r), (6.4)
za$ jest biatym szumem o zerowej wartosci oczekiwanej i wariancji
<4(r) = d'W(r)d. (6.5)
Dysponujac zatem wartosciami wektora stanu x; i sterowania u- = — w chwilach
probkowania i- = iA, na podstawie wzoru (6.3) mozemy znalez¢ rowniez warto$ci wyjscia

z,(r) dla dowolnej chwili = tA + r.

Druga metoda moze by¢ zastosowana w przypadku, gdy interesujg nas wartosci wyj-
Scia w Nd réwno odlegtych chwilach czasu znajdujacych sie pomiedzy chwilami probko-
wania. Bazuje ona bezposrednio na rdwnaniach (3.3)-(3.4). Przyjmujac, ze dyskretyzacja
zostata dokonana z okresem A = A/Nd, chwile probkowaniaodpowiadajagA”-krotnym
wielokrotnosciom wskaznika i. Uktad zamkniety symuluje sieprzyjmujac, ze w trakcie
Nd krokéw sterowanie u- nie ulega zmianie:

U = -kjijlj, j = idivNd. (6.6)

W obydwu metodach warunek poczatkowy x 0oraz wektor w\ znajduje sie nastepujaco:
*0 = mo+Ln, w-—Mm,

Q0 = LL\W =MM". (6.7)

Wektory m i n sg wektorami niezaleznych zmiennych gausowskich o zerowej wartosci
oczekiwanej i jednostkowej wariancji, tzn.:
E{mm} =1, E{nn'} =/, E{mn'} = 0.

Macierze L i M moga by¢ znalezione np. za pomoca dekompozycji Choleskiego lub
dowolnej innej metody, dajgcej symetryczny pierwiastek macierzy symetrycznej.



94 M. Btachuta

7. Charakterystyki procesu regulacji w chwilach probkowania

Podamy obecnie formuty pozwalajgce na wyznaczenie ewolucji wartosci oczekiwanej i
kowariancji wektora stanu uktadu zamknietego w chwilach prébkowania, co stanowi punkt
wyjscia do obliczenia wartosci oczekiwanej i wariancji wielko$ci wyjsciowej i sterujgcej
takze wewnatrz okresu prébkowania.

Oznaczmy

—E(c,), Z—E(z), uy;— k (7.0)

stanu 6i, wariancje wyjscia uf oraz wariancje sterowania jA mozna zapisa¢ nastepujgco:

0i+, = (F - gtyOtF - <*() +5fc'S,fcl5' + W, (7.3)
uf = d'9id, (7.4)
tA = ¢'(fl, + %)fc,. (7.5)

Wariant tej formuty, stuszny dla stanu ustalonego, jest zamieszczony w [21].

Formuty (7.3)-(7.5) obowiazujg przy zatozeniu, ze E(*i*,|t) = 0. W przypadku zasto-
sowania ustalonego filtru Kalmana (5.9)-(5.10) w stanach przejsciowych zatozenie to nie
jest spetnione.

Obecnie wprowadzimy nieco bardziej zlozone formuty, nie wymagajgce, aby
E(x;5:,]i) = 0 oraz nie korzystajgce z macierzy Sa,-. Dzieki temu otrzymamy poprawne
wyniki réwniez dla przypadku zastosowania filtru ustalonego.

Oznaczmy
(7.6)
SX = [(*m- «-). (7.7)
oraz

e i = E{6Xi6X"). (7.8)

Woéwczas dla wartosci oczekiwanych mamy:
E (xili-i) = 0, (7.9)
sl ={F - gki')xi, x0=mO0. (7.10)

Macierz kowariancji ©¢ wynika z rekurencyjnego rownania Lapunowa:

©H = «Gji?;, +r,v,r;. (7.11)
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Zi=d'xi, H = (7.12)
uf =d'©Jd, (7.13)
2= k'~ki +N\e]% + 2fc'012Z + (0j)V, (7.14)
gdzie
U—k; —aid, ai = (7-15)
Macierze 1?-, _T, oraz V,- s macierzami blokowymi o nastepujacych elementach:
i?)1=F - gk'it ii]2=gk'"l - hid"), i?2L=0, 172= F(l - h,d") (7.16)
r? =i, r)2= - gki, r2l=1i, r2=-F (7.17)
V]' =W, Vij2= 0, v?2t=0, Vfrhih'ip2 (7.18)
Macierz 0 Ojest réwniez macierza blokowa:
©Jl= @2= ©J2= 02 =QO, (7.19)

przy czym QO jest rozwigzaniem réwnania Lapunowa (2.7). Rownania te wyprowadza sie

nastepujaco:

Rownania systemu (3.3)-(3.4) sterowanego za pomocg algorytmu (4.1) korzystajgcego

z filtru (5.1)-(5.2) mozna zapisa¢ w postaci zwartej:

.. F-gkl gk'til-hid") 1-gk'A r ®-
X = 0 Ffr-hidy P TE U
lub
X+, —17{Xi + Fvi
oraz

thi = -k\xi + k\{I - hid")xi\i_l - k*hiri.

Obecnie, biorgc pod uwage fakt, ze E{tu,} = 0, E{r,} = O oraz
jemy (7.10)-(7.11) oraz:

(7.20)

(7.21)

(7.22)
E {i0]-i}=0> dost:

<BX+H = fli6Xi + r {Vi, (7.23)

stad otrzymuje sie (7.11) oraz (7.13)-(7.18). Analogicznie, dla wariancji mamy:
uf = d!o)ld, (7.24)
A = KI®Y + (/- hid)&22(J - dh*) +20]2{I - dh\) + hih'ip2]ki. (7.25)

Formuta (7.25) moze by¢ przeksztatcona do efektywniejszej numerycznie postaci

(7.14).
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8. Charakterystyki procesu regulacji pomiedzy chwilami prébkowania

Z zaleznosci (6.1) wida¢, ze wartosci oczekiwane i kowariancje dla chwil wewnatrz
okresu prébkowania mozna wyznaczy¢ na podstawie odpowiednich wielkosci w chwilach
probkowania. Podsumowuje to nastepujacy wynik:

Warto$¢ Srednia i wariancja wyjscia z;(r) wyrazajg sie wzorami:

»KP) = Ir(r)©17i(r) +/2'(r)0f/2(r) + 2/i*'(r)0IV2(r)
+ d'W(r)d+p~\r)]\ 82

gdzie X( oraz 6>, sg okreslone wzorami (7.10)-(7.11). Pozostate wielkosci sg okreslone

nastepujaco:
f'(T)=1f(r) - 7(r)ki, f2(r) = 7(r)/f, 7,22(t) = 7(t)o,- (8.3)
W{r)=jT eA'cc’eA‘ds (8.4)
oraz
I(r) =d'F{r), 7(r) = d'g(r), a-= fcjh,-, i; = k(- a{d. (8.5)

9. Podsumowanie

Badanie zachowania sie pomiedzy chwilami prébkowania ciagtych uktadéw stocha-
stycznych sterowanych za pomocg regulatoréw dyskretno-czasowych daje znacznie wiecej
informacji o whasciwosciach uktadu regulacji niz zawezanie uwagi jedynie do chwil prob-
kowania.

W artykule wyprowadzono narzedzia do wyznaczania istotnych charakterystyk dla
dowolnych chwil czasu zaréwno dla stanéw stacjonarnych, jak i przejsciowych niezaleznie
od typu uzytego filtru.

Reprezentacja modelu obiektu w przestrzeni stanu okazata sie efektywna dla syntezy
regulatora, prowadzac do ujednoliconego podejscia do syntezy powszechnie stosowanych
algorytméw sterowania takze dla obiektéw ciggtych w czasie oraz obliczania istotnych
charakterystyk.

10. Podziekowanie

Autor wyraza wdziecznos¢ p. Profesorowi Mieczystawowi Brdysiowi z The University
of Birmingham za stworzenie znakomitych warunkéw do pracy w School of Electronic &
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Abstract

In the paper continuous-time systems disturbed by a stationary Gaussian process

which has a rational spectral density, controlled by optimal discrete-time algorithms
with a zero-order hold are addressed. The algorithms considered have the form of a linear
feedback from the Kalman filter. The paper concentrates on the expected value and

covariance function of the controled process, whose intersample transients are calculated

from recursive formulae developed in the paper.



