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S treszczen ie . Artykuł dotyczy wyznaczania charakterystyk układów ciągłych 
z zakłóceniem w postaci stacjonarnych procesów gaussowskich o wymiernej gę
stości spektralnej, regulowanych za pomocą dyskretnych w czasie algorytmów 
generujących sygnał stały pomiędzy chwilami próbkowania. Algorytmy te  mają 
postać liniowych sprzężeń zwrotnych od wyjścia filtru Kalmana.

CHARACTERISTICS OF CONTINUOUS-TIME STOCHASTIC DYNAMICAL SYS
TEMS WITH A DISCRETE-TIME FEEDBACK

S u m m ary . In the paper continuous-time systems disturbed by a stationary 
Gaussian process which has a rational spectral density, controlled by optimal 
discrete-time algorithms with a zero-order hold are addressed. The algorithms 
considered have the form of a linear feedback from the Kalman filter. The pa
per concentrates on the expected value and covariance function of the controled 
process, whose intersample transients are calculated from recursive formulae de
veloped in the paper.
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1. W stę p

Większość stosowanych obecnie algorytmów sterowania jest realizowana jako dys
kretne w czasie. Na ogół syntezę regulatora prowadzi się biorąc pod uwagę zachowanie 
się wyjścia układu ciągłego dla dyskretnych chwil próbkowania zakładając, iż przy od
powiednio małym okresie próbkowania informacja o zachowaniu się układu w chwilach 
próbkowania jest miarodajna dla własności regulowanego sygnału również pomiędzy tymi 
chwilami.

Konsekwencją tego założenia jest oparcie syntezy regulatora na dyskretnym modelu 
procesu, na ogół w postaci modelu ARMAX. Należy tu  wymienić nurt zapoczątkowany 
przez Astróma, [2], obejmujący regulatory minimalno-wariancyjne (MV) oraz uogólnione 
minimalno-wariancyjne (GMV), [3], konstruowane zarówno dla wskaźników jednokroko- 
wych, jak i wielokrokowych.

Typowymi reprezentantami tej grupy są także algorytmy LQG, [10], i GPC [11], [12]. 
Są one stosowane dla układów stochastycznych i dlatego interesującą charakterystyką są 
przebiegi wariancji regulowanego wyjścia i wielkości sterującej. W pracach [6], [7], [20] 
pokazano, iż stany przejściowe w regulatorach GMV i GPC mogą się istotnie różnić w 
zależności od rodzaju filtru użytego do ich konstrukcji. Wiele z metod syntezy regulato
rów prowadzi - zwłaszcza przy wysokich częstotliwościach próbkowania - do energicznych, 
zmieniających znak sterowań, prowadzących do znacznych rozbieżności pomiędzy obra
zem wyjścia w chwilach próbkowania a rzeczywistym zachowaniem się wyjścia. Również w 
przypadku dłuższych okresów próbkowania wartości wyjścia układu ciągłego w dowolnej 
chwili czasu mogą znacznie odbiegać od wartości w chwilach pomiaru dyskretnego.

Projektowaniem układów dyskretnych z uwzględnieniem zjawisk pomiędzy chwilami 
próbkowania zajmują się De Souza i Goodwin, [13], Lennartson et al., [19] oraz D. Wil- 
liamson [21], W [13] wyprowadzono wzory na cyklostacjonarną wariancję wyjścia w dys
kretnych chwilach czasu pomiędzy momentami próbkowania dla przypadku regulatora 
minimalno-wariancyjnego z ustalonym filterm Kalmana. Z kolei Williamson podaje for
muły dla wariancji wyjścia układu ciągłego z dowolnym regulatorem dyskretnym; obowią
zują one dla dowolnych chwil czasu, jednakże jedynie dla stanów ustalonych. Lennart- 
son et al. analizują wartość całkowego kwadratowego wskaźnika jakości dla dowolnego 
algorytmu, będącego liniową funkcją stanu - podobnie jak uprzednio jedynie w stanie 
ustalonym.

Niniejsza praca jednocześnie uogólnia dotychczasowe wyniki uzyskane dla modeli AR- 
MAX, [6], [7], [20] na dowolne momenty pomiędzy chwilami próbkowania w ciągłych 
układach stochastycznych, jak również wyniki uzyskane w pracach [21], [19] na stany
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przejściowe w układzie z filtrem optymalnym lub asymptotycznie optymalnym, przy czym 
jako algorytmy regulacji przyjęto reprezentacje algorytmów GMV, LQG oraz GPC w 
przestrzeni stanu.

Organizacja artykułu jest następująca. Najpierw przedstawiono modele cią
głych procesów z zakłóceniem stochastycznym. Następnie przedyskutowano modele 
dyskretno-czasowych obserwacji procesów stochastycznych oraz wynikające z nich modele 
dyskretne. Następnie wprowadzono sterowanie dyskretne będące liniową funkcją oceny 
stanu i wyprowadzono komplet równań opisujących stan układu złożonego z obiektu, 
filtru i regulatora, jak również komplet równań pozwalających na wyznaczenie wartości 
oczekiwanych i kowariancji zmiennych stanu i wyjścia układu dla dowolnych chwil czasu. 
Podano również dwa algorytmy symulacji procesu z wyjściem ciągłym.

2. M odel c iąg łego  sterow anego p rocesu  stochastycznego

Stosunkowo szeroką klasę procesów stochastycznych z wejściem sterującym można 
przedstawić za pomocą układu równań:

d x t = (A x t + bui)dł, (2.1)

zt =  d 'x t + cd£, (2.2)

gdzie z( jest procesem skalarnym, x t jest n-wymiarowym wektorem stanu, A  jest macierzą 
o stałych współczynnikach, c, b oraz d  są wektorami, ut jest wejściem sterującym, zaś 
(t jest standardowym procesem Wienera, [14], [15], [17]. Symbol d oznacza różniczkę. 
Warunek początkowy x 0 jest zmienną losową o rozkładzie normalnym A f( m 0) Q0). 

Równania (2.1)-(2.2) można na ogól traktować jako zwięzły zapis układu równań:

dxj = (A x \  + t fu ^d t ,  (2.3)

dx* =  A x 2t dt -f c2d£t, (2.4)

zt = d x \ + d x ] .  (2.5)

Wówczas pierwsze równanie interpretuje się jako model toru sterowania obiektu regulacji, 
zaś drugie jako model zakłócenia.

Rozwiązanie równania (2.1) ma postać:

x t =  eAtx 0 +  [ ‘ eAl‘~3)bu,ds +  / '  eA^ c d ^ { s ) .  (2.6)
Jo Jo

Proces zt opisany równaniami (2.1)-(2.2) jest w pełni scharakteryzowany przez dwa 
pierwsze momenty, przy czym wartość oczekiwana jest niezależna od wektora c, zaś ko
wariancje są niezależne od wartości oczekiwanych: stanu początkowego m 0 i sterowania 
ut. Pozwala to na oddzielną analizę równań dla pierwszego i drugiego momentu.
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W dalszym ciągu założymy, że
- macierz A 1 jest stabilna, to znaczy dla i = 1 ,2 . . .  n zachodzi Re A, (A) <  0,
- kowariancja Q 0 jest rozwiązaniem algebraicznego równania Lapunowa:

AQo + Q <  = ~cc'. . (2.7)

Przyjmując, że ut =  Ui, gdzie u( jest pewną zdeterminowaną funkcją czasu, wartość 
oczekiwana żt oraz funkcja autokowariancji p]{r) procesu zt — żt są określone zależno
ściami:

5( =  d'eA,m 0 jg e/l(1-j)6uJds, (2.8)

p][r) = d'Q0eA  Td. (2.9)

Gęstość widmową E(w) można wówczas wyznaczyć z zależności:

E M  =  d '( s l  -  A ) - ' c ć { - s I  -  A ')~ ld\a- ju . (2.10)

E(u>) jest rzeczywistą funkcją wymierną i może być przedstawiona w postaci:

C(s)C(-s) . .COMp f 2 i n
A (s)A (-s ) |j=JW _lA (M  (2-U)

gdzie:

A(s) =  d e t(s / — A), (2.12)

C(s) =  <f'[ adj ( s / -  A)]c. (2.13)

Zrównania (2.13) widać, żc przy zadanej funkcji gęstości widmowej E(w) procesu z, 
oraz przy ustalonym wielomianie A(s) istnieje wiele wielomianów C(s), a zatem wiele 
wektorów c, dla których układ (2.1)-(2.2) jest modelem procesu z,. Pośród nich zawsze 
można znaleźć taki wektor c, aby wszystkie pierwiastki wielomianu C(s) leżały w lewej 
półplaszczyźnie, [2].

3. M odel d y sk re tn e j obserw acji i ste row ania  p rocesu  stochastycznego

W niniejszej pracy rozpatrujemy układy ze sterowaniami odcinkami stałymi. Zakła
dając, że u , =  Uj=const dla t < s < t + t , można napisać:

x t+r =  t ArXt +  u< [  eAvbdv +  f eA(T~^cd£(s). (3.1)
Jo Jo

Sygnał ciągły, będący realizacją procesu ciągłego, jest na ogół próbkowany, to znaczy 

jest on mierzony w dyskretnych, równo odległych, chwilach czasu f; =  A i, gdzie A jest 
okresem próbkowania, zaś i jest liczbą całkowitą.
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Oznaczmy y; =  y(i,) oraz a:; =  *(<,■). Równanie pomiaru próbkowanego przyjmie 
postać:

yt = d'xi + r,-, (3.2)

gdzie r; jest dyskretnym białym szumem gaussowskim, tzn. 2?[r;rj) =  0 dla i j  oraz 
£[r?] =  p2. Proces r,- pełni tu  rolę modelu błędu pomiaru.

Proces t/i jest procesem dyskretnym w czasie i może zostać opisany za pomocą układu 
dyskretnych równań stochastycznych:

*i+i = F x i + g u i + w i, (3.3)

yi -  d 'xi  +  rit (3.4)

gdzie W{ jest wektorowym białym szumem gaussowskim o macierzy kowariancji W .
F , g , W  są określone następująco:

F  = eA A , g = T eA‘bds, W  = eA’c ć e AI,ds. (3.5)
Jo Jo

Niech Q 0 oznacza macierz kowariancji stacjonarnego procesu dyskretnego z u,- =  

0, i =  0 , 1 , . . spełniającą dyskretne równanie Lapunowa:

Q 0 = F Q 0F ' + W .  (3.6)

Ponieważ dla i,- =  ¿A wektory x t oraz x; są tymi samymi wektorami, więc ich macierze 
kowariancji są również równe. Z tej własności wynika sposób obliczenia całki w (3.5). W 
tym celu można rozwiązać równanie Lapunowa (2.7) względem Q 0, a następnie skorzystać 

z (3.6) otrzymując:
W  = Q0 -  F Q 0F'. (3.7)

4. P rzy k ład o w e  a lg o ry tm y  regulacji

4.1. C yfrow e a lg o ry tm y  LQ G  i G P C

W tym punkcie omówimy pewien kwadratowy wskaźnik jakości prowadzący do algorytmu

u,- =  (4.1)

równoważnego algorytmom tworzonym dla modelu ARMAX.
Niech wskaźnik /,- będzie wskaźnikiem z przesuwnym horyzontem N:

i+ N - l  i+ N * - 1
h  = E  £  y’+1 +  A £  u), (4.2)

j= i  i=»‘
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w którym N u < N ,  przy dodatkowym założeniu, że

Uj =  0 dla j  > N u. (4.3)

Horyzont N  nazywa się horyzontem kosztu, zaś horyzont N u horyzontem sterowania. 
W zależności od wartości N , N u oraz relacji zachodzących pomiędzy nimi otrzymujemy 
różne znane prawa sterowania. I tak dla Nu = N  otrzymujemy ogólny problem LQ z 
horyzontem jednokrokowym(dla N  =  1), [1], [2], [5], [6], [7], wielokrokowym skończonym 
[10] lub nieskończonym (dla N  oo) [2], [16]. W przypadku N u < N  otrzymuje się 
algorytm GPC [11], [12]. Należy podkreślić, że w literaturze algorytm GPC wyprowadza, 
korzystając z modelu ARMAX.

Sterowanie optymalne «,• jest określone zależnością liniową:

przypadku A =  0 zachodzi również Q ' = 0 i rozwiązanie P  =  0 jest stabilizujące tylko

(4.4)

gdzie

(4.5)

P j = F ,P J+1F  +  d d ',P ^  =  0, (4.6)

ii) Riccatiego dla j  =  Nu — 1 , . . . ,  0

P j+i99 'P . (4.7)

Macierz Q* oraz skalar r  są określone następująco:

Q" — ~did[,  r  =  +  A,r (4.8)

przy czym d x =  F 'd  oraz go =  d'<;.
Dla problemu z horyzontem nieskończonym macierz P  jest dodatnio określonym roz

wiązaniem algebraicznego równania Riccatiego:

P  =  F " ( P  -  - P ? i ) F '  + Q '.  
v r + g ’P g J (4.9)

Dla A 0 rozwiązanie równania (4.9) można znaleźć za pomocą metod klasycznych. W

dla obiektów o stabilnej macierzy F '  (minimalnofazowych). Dla obiektów dyskretnych
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nieminimalnofazowych do rozwiązania równania (4.9) konieczne jest wówczas stosowanie 
algorytmów specjalnych, [9],[16].

W przypadku stabilnej macierzy F  możliwe jest przyjęcie nieskończonego horyzontu 
kosztu N  również dla algorytmu GPC. Wówczas zamiast rekurencji równania Lapunowa
(4.6) należy rozwiązać równanie algebraiczne

P  = F 'P F  +  dd', (4.10)

a wynik wykorzystać do zainicjowania rekurencji równania Riccatiego (4.7).

4.2. A lg o ry tm y  p ro jek to w an e  m eto d am i hybrydow ym i

Wskaźnik jakości (4.2) nie uwzględnia przebiegów między chwilami próbkowania. Bar
dziej realistyczny jest wskaźnik całkowy I  =  E J, gdzie np.

J  -  f  (z2 -f \ cu2)dt =  /  {x 'Qcx  + Xcu2)dt, (4.11)
Jo Jo

przy czym Q c =  dd' oraz T  jest pewnym horyzontem czasowym, T  = N A .
Biorąc obecnie pod uwagę, że wartości wektora stanu x (r )  pomiędzy chwilami prób

kowania,tzn. dla r  € [0, A), są określone wzorem:

x ,(r)  =  F ( t )x { +  g ( r ) m  +  u>(r), (4.12)

gdzie
F ( t )  = eAr, g ( r )  = f  eAvbds,  w ( t ) =  f  eAi'T~,)cd^(s) ,  (4.13)

Jo Jo
możemy wskaźnik całkowy zastąpić równoważnym mu sumacyjnym

I  = E { A  +  2h'ziUi +  Au?)} +  7o(T), (4.14)
1 = 0

w którym;

Q = A “1 [ A t A'TQ ceATdT, (4.15)
Jo

h  =  A" 1 f A eA'TQ cg { T)dT, (4.16)
Jo

A =  Ac +  A-1 f  [ g ' (r )Qcg(r)]dT,  (4.17)
JO

zaś Iq(T) jest składnikiem niezależnym od sterowania. Warto zauważyć, że A ^  0, nawet
gdy Ac =  0. Zatem uzyskany w ten sposób wskaźnik dyskretny jest nieosobliwy nawet
wtedy, gdy problem ciągły jest osobliwy. Problem minimalizacji wskaźnika (4.14) przy 
ograniczeniach określonych równaniami obiektu (3.3)-(3.4) ma również rozwiaząnie o po
staci (4.1).
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4.3. N iezerow a w arto ść  zadana

Powyższe algorytmy mogą być również wykorzystane dla problemu regulacji ze sko
kowo zmieniającą się wartością zadaną wt = w, przy czym zakłada się , że chwile i, w 
których zmiany m ają miejsce, nie są uprzednio znane.

W stanie ustalonym dla wartości oczekiwanych zachodzi:

A x oa =  - b u  o,, (4.18)

d l i  oo =  to, (4.19)

¿ ' A i n  =  0, (4.20)

d 'A mi oa = 0. (4.21)

Ponieważ rząd macierzy A  w przypadku obiektu astatycznego stopnia m wynosi n —m, 
więc dla uzyskania rozwiązania należy dopisać m  równań typu (4.19)-(4.21) i przyjąć 
tioo =  0. W przeciwnym przypadku oraz u«, znajduje się rozwiązując układ dwu 
równań (4.18), (4.19).

Rozważmy problem sterowania:

x i+1 =  jFx; +  <7u; +  u \ ,  * 0 ~  ^V(0, Q 0), (4.22)

Zi -  d'x(  +  n ,  (4-23)

i+ N —1 i+ N u —1

h  = E  Y  (j/j+i -  w)2 + A Y  (u> ~  a°°)2- (4-24)
j= i  j= i

Jest on równoważny problemowi:

Ćxi+1 =  F 6 x { + g ó U i  +  W i ,  ¿aj0 ~  ̂ ( - i « , . ^ ) ,  (4.25)

Szi =  d'Sxi +  rit (4.26)

i+ N -1  i+ W u - l

ii = E  Y 6y]+i +  A E Sul  (4-27)
j= i }=i

odpowiadającemu, po pominięciu symbolu i , problemowi wyjściowemu dla obiektu

(3.3)-(3.4) ze wskaźnikiem (4.2) .
Sterowanie optymalne dla problemu (4.22)-(4.24) można otrzymać za pomocą rozwią

zania problemu (4.25)-(4.27) jako

u; =  +  Suit

zi =  w +  Szi.

(4.28)

(4.29)
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Sterowanie optymalne dla obiektu astatycznego nie wymaga wyznaczania wielkości 
ttooi jest zatem wygodniejsze oraz mniej wrażliwe. W przypadku obiektów statycznych 
można uzyskać taki sam efekt wprowadzając do regulatora element całkujący lub su
mujący. W pierwszym przypadku wyjście regulatora jest ciągle, zaś dla celów syntezy 
algorytmu element całkujący włącza się do równań różniczkowych obiektu. W' drugim 
przypadku wyjście regulatora jest dyskretne. Dla celów syntezy element sumujący do
łącza się do równań różnicowych obiektu dyskretnego. Przypadek ten odpowiada ujęciu 
problemu LQG i GPC przedstawionemu w pracach [10], [11], [12]. Przyrosty <5u; należy 
w obydwu przypadkach interpretować jako:

5. F i l tr  K a lm an a

Oznaczmy przez ią,--! oraz przez ią ;  liniowe oceny stanu zapewniające minimum 
błędu średniokwadratowego stanu x; przy pomiarach y,_l oraz y,- danych odpowiednio 
do chwili i — 1 oraz i. Wówczas filtr Kalmana jest określony równaniami:

Wektor /*.,• wyraża się poprzez kowariancje błędów oceny stanu Są; oraz S,|,_i nastę
pująco:

5.1. U sta lo n y  filtr  K alm ana

W zastosowaniach, [18], często zastępuje się równania rekurencyjne algebraicznym 
równaniem Riccatiego:

<5-6>

Parametry filtru są wówczas niezależne od czasu i wyrażają się wzorami:

SU{ = Ui -  U;_i. (4.30)

¿ i | i  =  +  M y ;  ~  ¿ ' ¿ ¡ i ; - ! ) ,  ¿ o | - i  =  m 0 ,

¿;+i|; =  F iiji  + gu;.

(5.1)

(5.2)

(5.3)

S i\i =  S.-|i- (5.4)

S;+,|; -  W  + F S iVF'. (5.5)

H p* + d 'S d ’
<72 =  p1 +  d'Sd,

F S d
(5.7)

(5.8)
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gdzie S  jest nieujemnie określonym symetrycznym rozwiązaniem (5.6). Filtr ten jest 
jedynie filtrem asymptotycznie optymalnym i jest stabilny tylko dla modeli odwracalnych, 
w przeciwieństwie do filtru o parametrach zmiennych w czasie pracującego poprawnie 
również dla modeli nieodwracalnych. Ma on jednak duże znaczenie praktyczne, gdyż jego 
użycie dla celów regulacji prowadzi do regulatorów o parametrach niezależnych od czasu. 

Na podstawie (5.1)-(5.2) równania predyktora przyjmą postać asymptotyczną:

*;+i|; =  + gui +  hei, aj0|-i =  rn0, (5.9)

j/i =  d'x(  +  e,-. (5.10)

Warunek początkowy jest obecnie zdeterminowany, co błędnie sugeruje dokładną pre
dykcję stanu. Z kolei model:

* >+i =  F x ;  +  gui +  heit x 0 ~  W (m 0, QJ), (5.11)

ju =  d'xi + e,-, (5.12)

gdzie:
Qó — FQ gF '  +  hh'cr2 (5.13)

można uznać za reprezentację stacjonarnego modelu ARMAX

A m(z)yi = B ’(z)ui + <r(*)ci, (5.14)

w którym wielomiany A'(z) ,  B '( z )  i C m(z) operatora wyprzedzenia z  są określone za 
pomocą parametrów opisu (5.11)-(5.12) następująco:

A"(z) = det { z I - F ) ,  (5.15)

B \ z )  =  d1 adj ( z ł  — F)g,  (5.16)

C'(z) = de t(z l  -  F  + gc1). (5.17)

Model ARMAX otrzymany w ten sposób jest odwracalny, tzn. posiada stabilny wie
lomian C*(z). Relacje zachodzące pomiędzy modelem (3.3)-(3.4) a modelem ARMAX 
są obszernie omówione w [8], [9]. Należy również podkreślić, że jeśli przyjąć jako model 
obiektu równania (5.11)-(5.12), [10], wówczas algorytm (4.3) jest błędny, albowiem nie 
jest spełnione założenie o niezależności szumu systemowego i pomiarowego, [4]. Problemy 
te  są szerzej omówione w [5].

6. S y m u lac ja

Symulację pracy układu ciągłego (2.1)-(2.2) z równaniem pomiarów próbkowanych 
(3.2) i sterowaniem dyskretnym (4.1) wykorzystującym filtr Kalmana (5.1)-(5.2) można 
przeprowadzić na dwa różne sposoby.
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Pierwszy z nich polega na wykorzystaniu rozwiązania równania sterowanego procesu 
dla chwil czasu pomiędzy momentami zmiany sterowania. Przyjmijmy, że chwilom czaso
wym U — ih odpowiadają dyskretne momenty próbkowania i. Wówczas (3.1) można dla 
0 < r  <  A zapisać w postaci:

Xi(r) = F (r )x i  + g(r)ui +  tc (r), (6.1)

gdzie

F { r )  =  eAr, g(r)  =  f  eAvbdv,  w (r)  =  f  eA^ c d ( , { s ) .  (6.2)
Jo Jo

Z równania (6.1) wynika, że dla 0 <  r  <  A zachodzi:

*i(T) = f ' ( T)x i + -f{r)ui + (6.3)

gdzie
f ( j )  =  d'F{r),  7 (r) =  d'g(r),  (6.4)

zaś jest białym szumem o zerowej wartości oczekiwanej i wariancji

<4(r) =  d 'W (r )d .  (6.5)

Dysponując zatem wartościami wektora stanu x; i sterowania u,- =  — w chwilach 
próbkowania i,- =  i A, na podstawie wzoru (6.3) możemy znaleźć również wartości wyjścia 
z,(r) dla dowolnej chwili ł =  tA +  r .

Druga m etoda może być zastosowana w przypadku, gdy interesują nas wartości wyj
ścia w Nd równo odległych chwilach czasu znajdujących się pomiędzy chwilami próbko
wania. Bazuje ona bezpośrednio na równaniach (3.3)-(3.4). Przyjmując, że dyskretyzacja 
została dokonana z okresem A^r =  A /Nd, chwile próbkowania odpowiadają A^-krotnym
wielokrotnościom wskaźnika i. Układ zamknięty symuluje się przyjmując, że w trakcie
Nd kroków sterowanie u,- nie ulega zmianie:

U; =  - k j i j |j, j  =  i div Nd. (6.6)

W obydwu metodach warunek początkowy x 0 oraz  wektor w\ znajduje się następująco:

*o =  mo + L n ,  w,- — M m ,

Q 0 = L L \  W  = M M ' .  (6.7)

Wektory m  i n  są wektorami niezależnych zmiennych gausowskich o zerowej wartości 
oczekiwanej i jednostkowej wariancji, tzn.:

E {m m '} =  I ,  E { n n '}  =  / ,  E { m n '}  =  0.

Macierze L  i M  mogą być znalezione np. za pomocą dekompozycji Choleskiego lub 
dowolnej innej metody, dającej symetryczny pierwiastek macierzy symetrycznej.
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7. C h a ra k te ry s ty k i p ro cesu  regulacji w chwilach próbkow ania

Podamy obecnie formuły pozwalające na wyznaczenie ewolucji wartości oczekiwanej i

stanu 6i, wariancję wyjścia uf oraz wariancję sterowania ¡Ą można zapisać następująco:

Wariant tej formuły, słuszny dla stanu ustalonego, jest zamieszczony w [21].
Formuły (7.3)-(7.5) obowiązują przy założeniu, że E (* i* ,|t) =  0. W przypadku zasto

sowania ustalonego filtru Kalmana (5.9)-(5.10) w stanach przejściowych założenie to nie 
jest spełnione.

Obecnie wprowadzimy nieco bardziej złożone formuły, nie wymagające, aby 
E(x;5:,|i) =  0 oraz nie korzystające z macierzy Są,-. Dzięki temu otrzymamy poprawne 
wyniki również dla przypadku zastosowania filtru ustalonego.

kowariancji wektora stanu układu zamkniętego w chwilach próbkowania, co stanowi punkt 
wyjścia do obliczenia wartości oczekiwanej i wariancji wielkości wyjściowej i sterującej 
także wewnątrz okresu próbkowania.

Oznaczmy
— E(:c,'), Z{ — E (z,), u; — k ,, (7.1)

0 i+, = ( F -  g t y O t F  -  <,*() + 5 fc'S,|,fcl5'  +  W ,  

uf =  d'9id, 

tĄ =  ¿'(fl, +  % )fc ,.

(7.3)

(7.4)

(7.5)

Oznaczmy
(7.6)

(7.7)S X  =  [(*,■ -  «,-)'.

oraz
e i = E { 6 X i6X'i). (7.8)

Wówczas dla wartości oczekiwanych mamy:

E (*i|i-i) =  0, (7.9)

s 1+1 = { F  -  gki')xi, x 0 = m 0.

Macierz kowariancji ©,• wynika z rekurencyjnego równania Lapunowa:

(7.10)

©,+1 = «¡©¡i?; + r,v,r;. (7.11)



C harakterystyki ciągłych stochastycznych system ów dynamicznych ze sprzężeniem . 95

Odpowiednimi zależnościami dla wyjścia z; oraz sterowania u; są:

Zi = d'xi, Hi = (7.12)

uf = d '© J'd , (7.13)

/z? =  k ' ^ k i  +  l \ e ] %  +  2 fc '012Z, +  (0j) V ,  (7.14)

gdzie

U — k; — aid, ai = (7-15)

Macierze 1?,-, _T; oraz V,- są macierzami blokowymi o następujących elementach:

i? )1 = F  -  gk'it i i ] 2 = g k '^ I  -  hid'), i?21 =  0, 17,22 =  F ( I  -  h,d')  (7.16)

r ?  = i ,  r ) 2 = - g k'i, r 21 =  i ,  r 22 = - F  (7.17)

V ] '  = W ,  V j2 =  0, v ? ł =  0, V f ^ h i h ' i p 2' (7.18)

Macierz 0 O jest również macierzą blokową:

©J1 = @22 =  ©J2 =  0 21 =  Q0, (7.19)

przy czym Q 0 jest rozwiązaniem równania Lapunowa (2.7). Równania te wyprowadza się 
następująco:

Równania systemu (3.3)-(3.4) sterowanego za pomocą algorytmu (4.1) korzystającego 
z filtru (5.1)-(5.2) można zapisać w postaci zwartej:

1 - g k ' A  r ®,- 
I - F  \ U ;r,'

X i+1 =
F - g k l  g k ' t i l - h i d ' )  

0 F { I  -  hid!) X ( +

lub

oraz

X ;+, — 17 {Xi  +  F  ¡V i

(7.20)

(7.21)

tli =  - k \ x i  +  k \{ I  -  hid!)xi\i_l -  k^hiri. (7.22)

Obecnie, biorąc pod uwagę fakt, że E{tu,} =  0, E{r,} =  0 oraz E { i0|-i}  =  0> dosta
jemy (7.10)-(7.11) oraz:

<5X,+i =  f I i6X i + r {Vi, (7.23)

stąd otrzymuje się (7.11) oraz (7.13)-(7.18). Analogicznie, dla wariancji mamy:

uf =  d !0 ) ld, (7.24)

A  =  K l® Y  +  ( /  -  hid')&22(J -  d h ‘) + 2©]2{I  -  dh\) +  hih'ip2]ki. (7.25)

Formuła (7.25) może być przekształcona do efektywniejszej numerycznie postaci
(7.14).
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8. C h a ra k te ry s ty k i p rocesu  regulacji pom iędzy  chw ilam i p róbkow ania

Z zależności (6.1) widać, że wartości oczekiwane i kowariancje dla chwil wewnątrz 
okresu próbkowania można wyznaczyć na podstawie odpowiednich wielkości w chwilach 
próbkowania. Podsumowuje to następujący wynik:

Wartość średnia i wariancja wyjścia z;(r) wyrażają się wzorami:

*.(*•) =  (8.1)

»Kr) = /r(r )© I7 i(r) + /? '(r)0 f/? (r) + 2/i'(r)0lV ?(r)
+  d !W (r )d  + p ^ \ r ) ] \  (8.2)

gdzie X( oraz 6>, są określone wzorami (7.10)-(7.11). Pozostałe wielkości są określone 
następująco:

f ' ( T) = f ( r )  -  7 (r)ki, f ?(r)  = 7 ( r ) /f, 7,?2( t)  =  7 (t)o,- (8.3)

W { r ) =  jT  eA‘cc'eA ‘ds (8.4)

oraz

/ ( r )  =  d 'F { r ), 7 (r) =  d'g(r), a,- =  fcjh,-, i; =  k ( -  a {d. (8.5)

9. P o d su m o w an ie

Badanie zachowania się pomiędzy chwilami próbkowania ciągłych układów stocha
stycznych sterowanych za pomocą regulatorów dyskretno-czasowych daje znacznie więcej 
informacji o właściwościach układu regulacji niż zawężanie uwagi jedynie do chwil prób
kowania.

W artykule wyprowadzono narzędzia do wyznaczania istotnych charakterystyk dla 
dowolnych chwil czasu zarówno dla stanów stacjonarnych, jak i przejściowych niezależnie 
od typu użytego filtru.

Reprezentacja modelu obiektu w przestrzeni stanu okazała się efektywna dla syntezy 
regulatora, prowadząc do ujednoliconego podejścia do syntezy powszechnie stosowanych 

algorytmów sterowania także dla obiektów ciągłych w czasie oraz obliczania istotnych 
charakterystyk.

10. P odziękow anie

Autor wyraża wdzięczność p. Profesorowi Mieczysławowi Brdysiowi z The University 
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A b s tra c t

In the paper continuous-time systems disturbed by a stationary Gaussian process 
which has a rational spectral density, controlled by optimal discrete-time algorithms 
with a zero-order hold are addressed. The algorithms considered have the form of a linear 
feedback from the Kalman filter. The paper concentrates on the expected value and 
covariance function of the controled process, whose intersample transients are calculated 
from recursive formulae developed in the paper.


