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CZĘŚĆ 1: OPERATORY  I TRANSFORM ACJE DYSKRETNE *

S tre sz c z e n ie . W  pracy dokonano krytycznego porównania dokładnych m etod 
opisu obiektów ciągłych z ekstrapolatorem  (transform acje: Z ,  T, W ) w zastoso­
waniu do analizy i syntezy układów regulacji, zwłaszcza przy założeniu wyso­
kiej częstotliwości próbkowania oraz skończonej dokładności obliczeń. Porówna­
n ia dokonano w aspekcie prostoty pojęciowej, dokładności i efektywności. Omó­
wiono problem  stabilności oraz właściwości linii pierwiastkowych i charakterystyk 
częstotliwościowych układów dyskretnych dla różnych form opisu. W skazano na 
możliwie daleko posunięte uproszczenia zastępczego modelu ciągłego, wynikające 
z właściwości asymptotycznych transform at W  i obowiązujące dla stosunkowo 
szerokiego zakresu częstotliwości próbkowania. W yniki mogą być wykorzystane 
przez projektantów  cyfrowych układów regulacji.

CONTINUOUS-TIM E M ETHODS IN TH E DIGITAL SYSTEMS DESIGN 
PART 1 : D ISCR ETE-TIM E TRANSFORM S AND OPERATORS

S u m m a ry . A critical comparison of exact discrete-tim e description m ethods 
of continuoustim e systems with an extrapolator (Z , F and W  transform s) and 
the ir application to  the  analysis and synthesis of control system s, particularly  at 
high sam pling rates and assuming finite accuracy of calculations, is presented. The 
com parison has been performed taking the simplicity, accuracy and efficiency into 
account. T he problems of stability, and the properties of root loci and frequency 
plots when using different descriptions are addressed. The possibility of a far 
going simplification of the equivalent psedo-continuous-time model, which results 
from the asym ptotic properties of the W  transform and is valid for a wide range 
of sam pling periods, is pointed out.

'  Wykonano to ramach projektu BW-j 19/It Aul/95/S
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1. W p ro w a d z e n ie

Celem opracowania jest syntetyczne spojrzenie na spotykane w literaturze metody 

opisu układów regulacji dyskretnej obiektów ciągłych, realizowanych jako cyfrowe, oraz 

ich ocena w świetle dwu aspektów: stosunkowo wysokiej częstotliwości próbkowania oraz 
skończonej dokładności obliczeń.

Właściwości dyskretnych algorytmów regulacji oraz poprawny wybór odpowiedniej 

m etody do ich analizy i syntezy są silnie zależne od okresu próbkowania A.

Konsekwencją wysokiej częstotliwości próbkowania jest degenerowanie się klasycznych 

m etod opisu opartych n a  operatorze przesunięcia lub transformacji Z.  M anifestuje się to 

zbliżaniem współczynników modelu dyskretnego do pewnych wartości niezależnych od 

param etrów  obiektu ciągłego. Pociąga to za sobą u tra tę  informacji istotnych dla syntezy 

regulatora oraz może być przyczyną niepoprawnego działania algorytmów sterowania i 
błędów symulacji cyfrowej.

Bardzo obszerny przegląd metod projektowania regulatorów dyskretnych znajduje się 

np. w pracach Iserm anna (1980), Ackermanna (1985), Phillipsa i Nagle’a (1990) oraz 

Franklina, Powella i W orkm ana (1990).

Spośród m etod projektowania regulatorów dyskretnych m etodam i dyskretnym i należy 

wyróżnić m etodę Ragazziniego (Ragazzini, Franklin, 1958), w literaturze polskiej omó­

wioną np. w pracy B łachuty (1994). M etoda ta  pozwala na konstrukcję regulatora - w 

formie funkcji wymiernej zmiennej z  - zapewniającego pożądane właściwości statyczne i 

dynam iczne układu  regulacji, przy czym nie nakłada się żadnych wstępnych ograniczeń 

na rząd i s tru k tu rę  regulatora. Isto tną trudnością tej m etody jest konieczność podjęcia 

przez p ro jek tan ta  decyzji o skreślaniu zer transm itancji przez bieguny regulatora. Pod­

jęcie decyzji niewłaściwej grozi u tra tą  stabilności, tzw. "dzwonieniem” regulatora lub 

też niewykorzystaniem  jego potencjalnych możliwości. Jest to  między innym i związane z 

trudnością rozróżnienia zer transm itancji wnoszonych przez proces próbkowania od zer 

wnoszonych przez transm itancję części ciągłej. W  świetle przedstawionych powyżej roz­

ważań problem y te  potęgują się przy zwiększaniu częstotliwości próbkowania. Podobne 

problem y w ystępują również przy zastosowaniu innych dyskretnych m etod projektowa­

nia regulatorów  cyfrowych. Prowadzi to niekiedy do absurdalnych - jeśli nie sto ją  za 

nimi argum enty o ograniczeniach technicznych toru transm isji sygnału, układu pom iaro­

wego lub urządzenia wykonawczego - wniosków o konieczności stosowania odpowiednio 

długiego okresu próbkowania.

W łaściwym  rozwiązaniem tego dylem atu jest stosowanie m etod opisu układów dys­

kretnych niewrażliwych na skracanie okresu próbkowania. Są nimi znane z litera tu ry  (Ra-
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gazzini, Franklin, 1958; Kuo, 1970; Houpis, Lamont, 1985; Goodwin et al., 1986; Franklin 

et al., 1990; Philips, Nagle, 1990) transformacje W  i T. W  szczególności, modnej obecnie 

transformacji F została poświęcona monografia M iddletona i Goodwina (1990), w k tó­

rej lansuje się jej uniwersalne zastosowanie do modelowania, analizy i syntezy układów 

regulacji.

Operator <5, będący w istocie operatorem  ilorazu różnicowego, jest związany z opera­

torem przesunięcia q następująco:

(I-D
Z kolei transform acja T ciągu / ( i )  jest zdefiniowana jako sum a szeregu:

r { / ( 0 } =  £ / ( 0( l + 7A ) - '  =  F ( 7 ). (1.2)
t= 0

Zmienne zespolone 7  i z są zatem  związane relacjami:

7  =  — > z =  1 +  7 A. (1.3)

Operator T ustina A jest zdefiniowany poprzez zależność:

Az,- =  u,-. (1.4)

Należy ją  traktow ać jako symboliczny zapis operacji:

¿(*¿+1 -  Xi) =  i ( u i+i +  Vi). (1.5)

Z (1.4)-(1.5)wynikają oczywiste związki pomiędzy operatoram i q i A:

+  < u >

oraz w  i z:
2 z  - 1  A  . . .  A  . .  .

w = a 7 T T '  z  =  ( 1  +  T d ) / ( 1 - 2 w ) - ( L 7 )

W opracowaniu polemizuje się z tezą o uniwersalnej przydatności transform acji T

wykazując, że - być może poza problemem obliczeń rekurencyjnych - ustępuje ona trans­

formacji biliniowej W .  Dotyczy to  zwłaszcza interpretacji rozkładu pierwiastków i cha­

rakterystyk częstotliwościowych oraz właściwości asymptotycznych.

Okazuje się, że dla modeli na płaszczyźnie w  możliwe jest stosowanie m etod czasu 

ciągłego, łącznie z analogami ciągłymi m etody Ragazziniego (np. K ailath , 1980). D odat­

kowym argum entem  na rzecz transformacji W  jest możliwość daleko posuniętych uprosz­

czeń m odelu na płaszczyźnie w,  wynikająca z właściwości asym ptotycznych transform at 

W i obowiązująca dla stosunkowo szerokiego zakresu częstotliwości próbkowania.
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W  granicy układ regulacji dyskretnej zbliża się swymi właściwościami do układu re­

gulacji ciągłej. W  związku z tym , gdy próbkowanie jest bardzo częste, jak  to  m a miejsce 

w przypadku szybkich regulatorów cyfrowych, wpływ dyskretyzacji na dynam ikę układu 

regulacji jest nieznaczny i wówczas dla celów analizy i syntezy m ożna układ regulacji 

uważać za ciągły. Największe znaczenie m ają przypadki pośrednie, gdy jakościowo zacho­

wanie się układu dyskretnego jest zbliżone do ciągłego ale pogorszenie jakości wskutek 

próbkowania jest już zauważalne. Do analizy i syntezy układów regulacji m ożna wówczas 

stosować m etody analogiczne do m etod stosowanych dla regulacji ciągłej, jednakże odnie­

sione do pewnych pseudociągłych obiektów zastępczych. M etodyka aproksymacji układu 

dyskretnego układem  ciągłym oraz jej związki z transform atą W  jest om awiana w części 
drugiej.

2. S t r u k t u r a  u k ła d u  re g u la c ji  d y s k re tn e j

U kłady dyskretne, mimo pewnej straty  jakości w stosunku do ciągłych, m ogą dawać 

dodatkowe korzyści. W  układach sterowania coraz częściej stosuje się cyfrowe układy re­

gulacji. Możliwa jest wówczas realizacja kilku układów regulacji działających jednocześnie 

w oparciu o jeden procesor lub też wykorzystywanie procesora równocześnie do innych 

celów. Układ cyfrowy umożliwia realizację dowolnie złożonych dyskretnych algorytmów 
regulacji.

Rys. 1. Schemat ideowy cyfrowego układu regulacji 
Fig. 1. Structure of a digital control system

Uproszczony schem at cyfrowego układu regulacji przedstawiono na ry s .l , gdzie sy­

gnały analogowe oznaczono linią podwójną, zaś sygnały cyfrowe linią pojedynczą.

Rozważmy schem at zastępczy układu regulacji impulsowej, składającego się z obiektu 

ciągłego o transm itancji K( s ) ,  regulatora dyskretnego o transm itacji H r (z ) oraz ekstra-



Metody czasu ciągłego w  projektow aniu cyfrowych układów regulacji 103

polatora E, przedstawiony na rys.2.

Rys. 2. Schemat blokowy układu regulacji dyskretnej 
Fig. 2. Błock diagram of a sampled-data control system

Klucz symbolizuje próbkowanie sygnału ciągłego i przypisywanie tym  wielkościom 

wartości cyfrowych. Zadaniem  ekstrapolatora jest zam iana ciągu liczb wypracowanych 

przez regulator i określonych w dyskretnych chwilach czasu iA  na sygnał fizyczny okre­

ślony d la każdej chwili czasu t.

W teorii układów impulsowych stosuje się często pojęcie im pulsatora idealnego, dają­

cego w chwilach próbkowania pseudofunkcje Diraca o całce proporcjonalnej do wartości 

sygnału wejściowego (łub jego reprezentacji cyfrowej). Za pomocą im pulsatora idealnego 

oraz tzw. członu formującego określonego odpowiednią transm itancją m ożna zamodelo- 

wać dowolny ekstrapolator. Przykłady przedstawiono na rys.3. Sygnał v ' ( i A )  jest okre­

ślony jako ciąg impulsów Diraca o polu powierzchni proporcjonalnym do wartości wyjścia 

regulatora cyfrowego u(jA ), to  znaczy: u '(iA ) =  v( iA)S[t  — jA ).

Dla celów obliczeniowych transm itancję ekstrapolatora włącza się niekiedy do trans- 

mitancji obiektu.

3. T ra n s m ita n c ję  d y s k re tn e  i ich  w łaściw ości

Zbadam y obecnie ogólną struk tu rę transm itancji dyskretnej oraz zależność jej zer i 

biegunów od struk tu ry  i param etrów obiektu ciągłego oraz okresu próbkowania.

Najpierw  wyznaczymy transm itancję dyskretną na płaszczyźnie z,  a  następnie skorzy­

stamy z odpowiednich przekształceń prowadzących do płaszczyzn 7  i to.
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a) ekstrapolator całkujący

_L l - e _ , A
a

b) ekstrapolator zerowego rzędu

Rys. 3. Schematy zastępcze układów z ekstrapolatorami
Fig. 3. EquivaJent błock-diagrams of systems with extrapolators

3 .1 . P ła s z c z y z n a  z

T ransm itancję dyskretną H(z)  definiuje się jako:

H (z )  =  Z { h ( i A ) }  = f : h ( i A ) z - \  (3.1)
¿=0

gdzie Z  je s t symbolem transformacji Z  ciągu h(iA),  będącego ciągiem próbek odpowie­
dzi zestawu ekstrapolator-obiekt na pojedynczy impuls o wartości jednostkowej podany 

n a  wejście ekstrapolatora w chwili t =  0. Aby model dyskretny układu zamkniętego z 

regulatorem  działającym  bez opóźnienia spełniał zasadę przy czy nowości, tzn. aby wynik 

pom iaru w chwili iA , nie zależał od sterowania w chwili z'A, konieczne jest utworzenie 

ciągu wartości lewostronnych:

h(iA) =  lim fi(i’A — e), e >  0. (3.2)

N a ogól funkcja h(t)  jest ciągła dla t >  0 i wówczas nie zachodzi po trzeba rozróż­

niania wartości lewostronnych i prawostronnych. W arto podkreślić, że w niektórych pod­

ręcznikach (np. Astrom, W ittenm ark, 1984, str. 54-55) nie zwraca się uwagi na możli­

wość nieciągłości funkcji h(t),  co prowadzi do błędnych wyników. Na przykład poprawną 

transm itancją  dyskretną dla układu ciągłego o transm itancji I ((s)  =  1 je s t H (z )  — z -1 , 

podczas gdy według algorytmu ze str. 55 cytowanej pracy otrzym uje się H (z )  =  1.

Dla układu pierwszego rzędu

(3-3)

odpowiedź n a  pojedynczy impuls z ekstrapolatora zerowego rzędu jest określona zależ-
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ilością:

-  /  1 -  e" 1/T> 0 <  i <  A  .
h ( ł ) ~  |  c-«-A)/r _  e-</r t > A ■ (3-4)

Przyjmijmy oznaczenie:

d = e~£ilT. (3.5)

Poszukiwany ciąg /t(iA ) jest wówczas określony następująco:

/i(0) =  0; h( iA)  = ¿ - ' ( l  -  d), i =  1 ,2 ,3 , . . .  (3.6)

W związku z tym  transm itancja dyskretna jest określona zależnością:

°° z  
H(z)  =  (1 -  d)z~i +  z~2d( 1 -  d) =  (! -  d)z ~l + z  d( l  -  ■ (3-7)

¡=o z “

Po prostych przekształceniach:

H(z)  =  (3.8)
z — a

Załóżmy, że transm itancja obiektu ciągłego jest określona wzorem:

KI  A — n£Li(3T- +  1) _
w  n u ( * Ti + 1) k aT¡ + 1 '

(3.9)

gdzie n >  m  oraz Ti ^  Tj  d la i yś j .
K orzystając z liniowości transformacji Z  mamy:

TI/ x 1 — d i boz + . . .  bn- 2 z  "h & n-i r i  m \

» U  =  £ ' +  . . .  ' (3' 10)

Z powyższego wynika, że różnica stopni mianownika i licznika transm itancji dyskretnej 

wynosi 1 niezależnie od różnicy stopni mianownika i licznika transm itancji ciągłej.

W spółczynniki a,- wielomianu mianownika transm itancji dyskretnej są  związane z bie­

gunami d¡ transm itancji dyskretnej następująco:

z n +  a rz"-1 +  . . .  +  a„_ iz  + an = {z -  ¿ i)(z  -  d2) . . .  (z  -  d„), (3.11)

przy czym d; =  e-A/Ti, i =  1 , 2, . . .  n.
Podobnie, d la  licznika transm itancji H{z)  mamy:

boz" +  feizn_1 +  . . .  +  bn- \Z  +  bn = bo(z — z i)(z  — z j ) . . .  (z — z„). (3.12)

Niestety, ogólne wzory wiążące zera Zj transm itancji I I ( z)  z param etram i układu 

ciągłego nie istnieją.



106 M. B łachuta

Szczególną uwagę poświęcimy możliwości pojawienia się zer leżących na zewnątrz 

okręgu jednostkowego lub w lewym półkolu blisko okręgu jednostkowego. Posiadają one 

isto tny wpływ n a  przebieg charakterystyk częstotliwościowych oraz isto tne znaczenie dla 

m etodyki syntezy regulatorów dyskretnych.

O biektem  odgrywającym  dużą rolę w badaniu właściwości transm itancji dyskretnych 

je st obiekt o transm itancji:

K{a)  =  l/s * . (3.13)

Transm itancja dyskretna układu z ekstrapolatorem  zerowego rzędu w yraża się w przy­

padku obiektu (3.13) wzorem (Astróm et al., 1984; Ciarkę, 1984):

H (z )  =  > Bk(z ) =  b\zk 1 +  ¿2zk 2 +  • • • +  bk (3-14)

W spółczynniki 6,- mogą być obliczone za pomocą formuły:

6. = E ( - i r j' / (  ) ,  i = 1 , 2 , . . .  k  (3.15)

Przykładowo:
B x{z) =  1 
B 2(z) = z  +  1
B 3(z) = z 2 + 4z  +  1 (3.16)
Bt ( z )  — z3 +  11 z 2 +  llzr +  1
5 5(z) =  z* +  26z3 +  66 ż 1 +  26z +  1 .

W skutek sym etrii współczynników wielomiany jBjt(z) posiadają tę  własność, że jeśli z; 

jest zerem  wielomianu, to  jest nim  również z f 1. Konsekwencją tego faktu jest to, że dla 

k  > 1 każdy z wielomianów Bk(z)  posiada zera leżące na okręgu jednostkowym  lub na 

zew nątrz tego okręgu. Inną interesującą i ważną właściwością tych wielomianów jest to, 

że ich zera leżą w lewej pólpłaszczyznie z  i są rzeczywiste ujemne.

Obecnie zbadam y zachowanie się transm itancji dyskretnej dla bardzo m ałych okre­
sów próbkowania. W ynik pokrywa się z wynikiem A stróm a e t al. (1984), je s t on jednak 

uzyskany w sposób bardziej prosty i bezpośredni.

Rozwińmy transm itancję K( s ) ,  dzieląc licznik przez mianownik w następujący szereg:

K{s)  =  »0/ s n- m +  /il / s n- m+1 +  . . . ,  (3.17)

gdzie . .  są param etram i Markowa oraz

_  T i T j . . . r m
fi° ~  TxTt . . . T n

(3.18)
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Na podstawie (3.6) m ożna napisać:

W związku z tym , że kolejne wyrazy szeregu są małymi rzędu wyższego, m am y

lim A m~ n H ( z )  =  ^  . (3.20)
a - o w  ( n - m ) !  (z  — l ) n v '

Wynik zaw arty w zależności (3.20) można sformułować następująco:

Niech n  będzie stopniem  mianownika, zaś m  stopniem licznika transm itancji wymiernej 

K(s)  oraz m  < n.  Wówczas przy okresie próbkowania A zm ierzającym do zera:

- n biegunów transm itancji zm ierza do wartości 1 ,

- m  zer transm itancji zmierza do wartości 1 ,

- pozostałe n — m  — 1 zer zmierza do zer B n- m(z),  gdzie Bk  jest wielomianem zdefi­

niowanym przez (3.14)-(3.15).
Oznacza to, że przy małych okresach próbkowania oraz k > 1 zawsze istnieją zera 

transm itancji dyskretnej, znajdujące się w pobliżu lub na zewnątrz okręgu jednostkowego, 

niezależnie od wartości param etrów układu ciągłego. Podobnie zanika związek pomiędzy 

param etram i układu ciągłego a biegunami transm itancji zbliżającymi się do wartości 1.

W ynika stąd, że w przypadku bardzo małych okresów próbkowania transm itancja 

dyskretna traci sens i układ można praktycznie traktować jak  ciągły. Dzięki relacji z  =  e,A 

jest to  oczywiste, gdyż:
lim t f ( e 'A) =  K{s).  (3.21)
A—*0

Wzór (3.21) wynika z rozkładu H ( e ‘A ) na ułamki proste oraz reguły de PHospitala:
n i _  . —A/Ti u i ..-A/Ti

lim E c,- - -—-— a~7t~ =  lim ¿ C i  J  ' . /rr A/T. =  I<(3). (3.22)
a —o t— e ~ ’A — t ~ ! '  a —o s e - j A  +  1 /T ;e  < 1

Należy podkreślić, iż w literaturze (Hersh, 1993) stwierdza się - w oczywisty sposób 

błędnie - że transm itancja dyskretna nie zmierza do ciągłej. Dalszą in terpretację  tego 

zjawiska m ożna znaleźć w następnych punktach.
Obecnie rozważymy zachowanie się transm itancji dyskretnej przy okresie próbkowania 

bardzo dużym . Załóżmy, że transm itancja obiektu ciągłego jest określona wzorem (3.9), 

przy czym wszystkie sta łe czasowe są dodatnie, tzn. obiekt jest stabilny. Zauważmy, że:

lim di =  lim e~A/,T' = 0 ,  i =  1 ,2 , . . . n .  (3.23)
a —o a —o

W związku z tym  n a  podstawie (3.10) oraz faktu, że wzmocnienie układu (3.9) jest równe 

1, dostaje się (A strom  e t al., 1984; Ciarkę, 1984):

limi H(z )  = z~ 1Y l Ci = z -1 =  *— -  . (3.24)
A - O  i = 1  Z
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Transmitancja dyskretna degeneruje się zatem do opóźnienia dyskretnego. Wynik ten 

m ożna również zinterpretować w ten sposób, że zarówno bieguny, jak i zera transm itancji 

zm ierzają do wartości zerowych.

W  przypadku stałych czasowych znacznie różniących się, Ti > Ti  > . . .  >  7* >• 

. . .  >  r„ ,  i skończonych wartości A  transm itancję dyskretną można przybliżać przyjmując 
di > d2 > . . .  > dk ^  0 oraz <4 +1 =  . . .  dn =  0.

Nieco inaczej wygląda sytuacja w przypadku obiektów całkujących o transm itancji:

Tsi . \  ... n ,-= i(s r ,  +  l )  _ J t ,  • łk-j; Cj+k . . .

( )  s ^ u ^ ( s T j  + i )  U 1 S s r ,  +  r  (3~ 5)

O dpowiada jej transm itancja  dyskretna

. A  A; B d z )  "A* 1 - d i

(z) ~ I r Ci *■ (* - 1)1' + ,§ Ci+̂  -
M amy zatem

lim H(z)  = lim (3.27)
A-OO V '  A —*oo ¿1 ( z  -  1 ) *  v '

i obecnie k — 1 zer transm itancji zmierza do zer wielomianu Bk(z) ,  zaś k biegunów jest 

równe 1. Pozostałe zera i bieguny zm ierzają do wartości zerowych.

3 .2 . P ła s z c z y z n a  7

Transform acja T (M iddleton, Goodwin, 1990), związana z operatorem  S określonym 

w (1 .1 ), jest zdefiniowana poprzez zmienną zespoloną 7  następująco:

7  =  lub z = l +  7 A, (3.28)

co prowadzi do transm itancji dyskretnej K ( 7 ) określonej na płaszczyźnie 7  zależnością:

K { l )  = H{z)  U +7a- (3.29)

Dla obiektu pierwszego rzędu zachodzi

= j r ~ T 7 ’ (3'3°)1 -d ~ t+ 1

gdzie
d = e ~ * /T. (3.31)

M ożna z łatwością pokazać, że:
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Istotnie, korzystając z reguły de 1’Hospitala, mamy:

¿ 2 o l - e x p ( —A / T )  ¿ 2 o ( l /T ) e x p ( —A /T )  T ' 3̂ '33)

Załóżmy, że obiekt o transm itancji:

W.N _  n fel(3T,- -pi) _  Y ' ^  (o i)j\
( )  n ^ ^  + i) " i i s T .  + r  (3- }

gdzie n  >  m  oraz T; Ty dla i yf j  współpracuje z ekstrapolatorem  zerowego rzędu. 

P rzyjm ijm y oznaczenie T; =  A / ( l  — d,). Wówczas, na podstawie (3.30) mamy:

K ( y )  = £  i—  =  i M i L t l S ) .  (3.35)
} h  iT i+ 1 n?=1(i+ 7T i v ;

Transform ata F pozwala na dalszą analizę właściwości transm itancji dyskretnej.

Na podstaw ie (3.32), (3.34) oraz (3.35) widać, że zależność graniczna:

K m tf (7 ) =  /Ć(5)|.=7 (3.36)

obowiązuje dla dowolnej transm itancji dyskretnej układu z ekstrapolatorem  zerowego 

rzędu i oznacza, że przy okresie próbkowania zm ierzającym  do zera właściwości układu 

dyskretnego zbliżają się do właściwości układu ciągłego. W  związku z tym  w transm itancji 

K ( 7)  przy A  —> 0 zachodzi T; —> Ti, i =  1 , 2, . . . n; h  —* Tk, k — 1 , 2 . . . m  oraz 
Tj —> 0, j  =  m  +  1 , . . .  n — 1. W ynik ten jest również zawarty w artykule H ersha (1993),

został on ta m  jednak  otrzym any w sposób nieporównywalnie bardziej złożony. Z kolei

przy A  —* 00 zachodzi T; —+ A  oraz, na podstawie (3.35), i ; —» A. Zatem:

( 3 ' 3 7 )

3.3. P ła s z c z y z n a  w

Transform acja W  zdefiniowana poprzez

2 z -  1 , 1 +  |u>A
w =     lub z  =   j— — (3.38)

A z +  1 1 -  yiuA

prowadzi do transm itancji dyskretnej K ( w )  określonej na płaszczyźnie w  zależnością:

I<{w) = H(z )\  1+. A . (3.39)
z='-±hTZJZ

Transform acja ta , zwana biliniową lub Tustina, jest szeroko rozpowszechniona w litera­

turze. Zgodnie z oryginalną pracą Tustina (1947) służy ona na ogół do aproksym acji dys­

kretnej układu ciągłego lub aproksymacji ciągłej układu dyskretnego. D la obydwu tych
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zastosowań należy we wzorach (3.38) w miejsce w podstawić s. Aproksymacje te  są ważne 
dla stosunkowo m ałych okresów próbkowania. W  niniejszej pracy takiego utożsam iania 

nie dokonujemy, zaś transform acja W  jest ważna dla dowolnych okresów próbkowania. 

D la obiektu pierwszego rzędu zachodzi:

=  ¿ a J S m ’ (3-4°)
I - d  2 W  T  1

gdzie

d =  e "A /r. (3.41)

M ożna z łatwością pokazać, że:

hm K (w )  =  K ( s ) , =w. (3.42)

Isto tn ie , korzystając z reguły de 1’Hospitala, mamy:

i- l + e x p ( —A / T ) A  l + e x p ( - A / T ) - ( A / T ) e x p ( - A / r )  „  /ojoN
l - o , _  e x p ( - A /T )  2 ~ 1 - » -------------(2/T) exp(—A /T )--------------- =  T ' (3'43>

Załóżmy, że obiekt o transm itancji:

iv- / \ _  n ,= ! (sTj - f i )  _  a  . .
( )  n u ( a T i  + 1 )  S ^  +  r  (  - 5

gdzie n > m  oraz T,- j t  Tj  dla i /  j  współpracuje z ekstrapolatorem  zerowego rzędu. 

Przyjm ijm y oznaczenie T *  =  y .  Wówczas, n a  podstawie (3.40) mamy:

/? M  =  (■ -  » f i  £  =  (1 -  4 ) { f H  - (3.45)

T ransform ata W  pozwala na dalszą analizę właściwości transm itancji dyskretnej.

Na podstaw ie (3.42), (3.44) oraz (3.45) widać, że zależność graniczna:

lim /{ (w ) =  K ( s ) , =w (3.46)

obowiązuje dla dowolnej transm itancji dyskretnej układu z ekstrapolatorem  zerowego 

rzędu i oznacza, że przy okresie próbkowania zm ierzającym do zera właściwości układu 

dyskretnego zbliżają się do właściwości układu ciągłego. W.związku z tym  w transm itancji 

K ( w )  przy A  -+ 0 zachodzi T •* —» T;, i =  1 ,2 ,. . . n ;  t£  —+ r/t, k — l , 2 . . . m  oraz 

Tj  ~ * 0, j  — m  +  l , . . . n  — 1 . Okazuje się, że przybliżenie T* =  T  obowiązuje dla 
szerokiego zakresu częstotliwości próbkowania. Ujmuje to tabela 1.

W  związku z tym , że zbieżność T •* —> 7) jest bardzo szybka, p rostą i obowiązującą w 

stosunkowo szerokim zakresie okresów próbkowania aproksym acją K ( w )  jest:
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Tabela 1
A /T 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

T ' / T 1.0008 1.0033 1.0075 1.0133 1.0207 1.0298 1.0405 1.0528 1.0666 1.0820

Dla skorzystania z tej aproksymacji obliczanie H(z)  nie jest konieczne i K (tu) m ożna wy­

znaczyć wprost na podstawie transm itancji obiektu K(s) .  Z kolei przy A —> co zachodzi 

T" —t y  oraz, n a  podstawie (3.47), r* —+ A. Zatem:

lim =  (3.48)
&-*oo Z Z

Dla wartości A  takich, że m oduł zera wielomianu K ( z )  jest równy 1, stopień licznika 

transm itancji ulega obniżeniu o jeden. Istotnie, jeśli dla A  =  A ' — t  jest r,- >  0, zaś dla 

A =  A ' + £ jest T,- <  0, gdzie e jest dowolnie m ałą liczbą, to z ciągłości dla A  =  A ' wynika 
t,- “  0. Odpowiada to  zeru z,- — —1 .

4. O c e n a  s ta b iln o ś c i

Na ogół wym aganiem  podstawowym stawianym układowi regulacji jest jego stabilność.

W przypadku układów ciągłych warunkiem koniecznym i w ystarczającym  stabilności 

jest, aby pierw iastki s; równania charakterystycznego leżały w lewej półpłaszczyźnie s:

R e(s ,) < 0 ,  i =  1 ,2 , . . .  n. (4.1)

Analiza stabilności i jakości układów na płaszczyźnie z i 7  jest bardziej złożona i mniej 

poglądowa. I tak  dla opisu za pomocą operatora przesunięcia warunkiem koniecznym i 

wystarczającym  stabilności jest, aby pierwiastki z,- równania charakterystycznego leżały 

wewnątrz okręgu jednostkowego:

| z; |<  1, t =  l , 2 , . . . . n .  (4.2)

Istnieje wprawdzie cały szereg kryteriów stabilności sprawdzających ten  warunek (Ac- 

kermann, 1972; Iserm ann, 1980; Jury, 1966), są one jednak na ogól znacznie bardziej

skomplikowane od kryterium  Hurwitza. Dlatego też jedną z zalecanych m etod badania 

stabilności układów dyskretnych jest uprzednie dokonanie odwzorowania w nętrza okręgu 

jednostkowego na lewą półpłaszczyznę. Należy podkreślić, że tę  w łaśnie cechę posiada 

odwzorowanie W .
W  przypadku stosowania opisu z operatorem  6 warunkiem koniecznym i w ystarczają­

cym stabilności je s t, aby pierwiastki równania charakterystycznego 7 ; spełniały zależność:

| 1 + 7,A  |<  1, i =  1 , 2 , . . .n  (4.3)
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lub

y  I 7i I2 + R e (7 i)  <  O, i =  1 ,2 , . . . u .  (4.4)

Zgodnie z (4.3) obszarem  stabilności na płaszczyźnie 7  jest wnętrze okręgu o promieniu 

1 /A  i środku (—1 /A , jO). Je st oczywiste, że sprawdzanie stabilności na płaszczyźnie 7  jest 

jeszcze bardziej złożone i brak jest odpowiednich kryteriów bezpośrednio sprawdzających 
(4.3) lub (4.4).

W  przypadku analizy układu na płaszczyźnie w warunek stabilności jest taki sam jak 
dla regulacji ciągłej:

Re (wi) < 0 ,  i =  1 ,2 , . . .  n,  (4.5)

gdzie u>,- są pierwiastkami równania charakterystycznego.

B adanie stabilności może być wykonane za pomocą programu komputerowego i wów­

czas złożoność w arunku stabilności nie odgrywa większej roli. Jednakże w przypadku 

projektow ania układu regulacji na podstawie położenia pierwiastków względem granicy 
stabilności decyzje podejm uje projektant. Niewątpliwie najwygodniejsza pod tym  wzglę­
dem  jest płaszczyzna w.

W ażne zagadnienia zapasu stabilności na płaszczyźnie zespolonej są omówione w części
2.

5. L in ie  p ie rw ia s tk o w e

Linie pierwiastkowe należą do podstawowych narzędzi projektowania układów regu­

lacji (Kuo, 1975; D ’Dazzo, Houpis, 1988; Franklin e t al. 1991). Dlatego w niniejszym 

punkcie omawiamy ich osobliwości dla różnych form opisu układów dyskretnych.

5 .1 . P ła s z c z y z n a  z

Linie pierwiastkowe na płaszczyźnie z  wykreśla się na tych samych zasadach jak  dla 

układów ciągłych. Isto tną  różnicą jest to, że w trakcie projektowania interesuje nas ich 

przebieg w pobliżu okręgu jednostkowego. Ponieważ stopień licznika transm itancji dys­

kretnej jest dokładnie o jeden mniejszy od stopnia mianownika, u —1 gałęzi linii pierw iast­

kowych kończy się w skończonych zerach, zaś jedna z gałęzi zm ierza do nieskończoności. 

Zgodnie z zależnościami (3.16), (3.20), przy A —♦ 0, zarówno zera jak  i bieguny układu 

otwartego przyjm ują skończone położenia niezależne od wartości zer i biegunów obiektu 

ciągłego.
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5.2. P ła s z c z y z n a  7

Linie pierwiastkowe na płaszczyźnie 7  wykreśla się tak samo jak dla układów ciągłych. 

Istotną różnicą jest to, że w trakcie projektowania interesuje nas ich przebieg w pobliżu 

okręgu jednostkowego. Ponieważ stopień licznika transm itancji dyskretnej je s t dokładnie 

o jeden mniejszy od stopnia mianownika, n  — 1 gałęzi linii pierwiastkowych kończy się 

w skończonych zerach, zaś jedna z gałęzi zmierza do nieskończoności. Isto tną  korzystną 

cechą przy A  —* 0 jest to, że obecnie bieguny układu dyskretnego zm ierzają do biegunów 

układu ciągłego, część zer układu dyskretnego zmierza do zer układu ciągłego, zaś pozo­

stałe zera zm ierzają do nieskończoności. Pozwala to na łatwe rozróżnienie zer obiektu od 
zer wnoszonych przez operację próbkowania.

5.3. P ła s z c z y z n a  w

Cechą linii pierwiastkowych układów dyskretnych na płaszczyźnie w  je s t to, że przy 

prawie wszystkich skończonych wartościach A ich gałęzie kończą się w skończonych ze­

rach, gdyż zgodnie z (3.43) liczba zer i biegunów transm itancji K { w )  jest taka sama. 

W yjątkiem  są takie wartości A , dla których dla pewnego r,- zachodzi t; =  0. Wówczas 

jedno z zer je s t w nieskończoności i asym ptotą sta je  się oś rzeczywistych. W  przypadku 

małych wartości A zera i bieguny układu dyskretnego są bliskie swym odpowiednikom 

dla układu ciągłego. N atom iast jedno z zer, a  mianowicie 2 /A, leżące w prawej półpłasz- 

czyźnie i wnoszone przez operację próbkowania i ekstrapolacji może mieć dominujące 

znaczenie d la  jakości układu zamkniętego. Umożliwia to  prostą analizę jakości układu 

zamkniętego w zależności od A, a tym  samym daje podstawy do wyboru właściwej czę­

stotliwości próbkowania.

6. C h a r a k te r y s ty k i  cz ęs to tliw o śc io w e

6.1 . T ra n s m i ta n c ja  H(z)

Podobnie jak  dla układów ciągłych można zdefiniować charakterystykę częstotliwo­

ściową

H ( ć “a ) =  I Ą z )  . (6.1)

Ponieważ eJtjA jest funkcją okresową argum entu oj A  o okresie 2jt, więc charakterystyka 

częstotliwościowa jest również funkcją okresową. Ponadto wykres / f (e ;ujA) na płaszczyźnie



114 M. B łachuta

zmiennej zespolonej jest symetryczny względem osi rzeczywistych. W ynika z tego, że 

wystarczy wyznaczać przebieg charakterystyki dla zakresu zm ian pulsacji 0 <  w <  tt/ A .

Dla obydwu skrajnych wartości pulsacji charakterystyka przyjm uje wartości rzeczywi­

ste: -ff(l) oraz H { —1).

Oprócz opisanej charakterystyki N yąuista można zdefiniować również charakterystyki 

Bodego: am plitudy H ( wA) i fazy ^(tuA ), przy czym:

H{ejuA) = H (w & )e M uŁ\  (6.2)

gdzie

H ( ojA )  = | H(e’“A) |, ^ (u A ) =  A rg f /(e JwA). (6.3)

6 .2 . T ra n s m i ta n c ja  K{-i)

Zgodnie z (3.28) w celu otrzym ania charakterystyki częstotliwościowej należy wpro­
wadzić zm ienną zespoloną /? związaną z ui relacją:

eJuA -  1
— ■ (6.4)

Charakterystyka częstotliwościowa jest zatem  odwzorowaniem okręgu o prom ieniu 1/A  i 
środku (—1 /A , jO).

In terp retacja  zmiennej ¡3 jest raczej złożona, tak że pod tym  względem płaszczyzna 
7  ustępuje płaszczyźnie w.  Dla małych wartości A  i uiA zależność (6.4) sugeruje aprok­

sym ację f3 = ju >. Jej przyjęcie powoduje jednak odkształcenie zarówno charakterystyk

N yąuista, jak  i Bodego.

6 .3 . T ra n s m i ta n c ja  K( w)

Analizę właściwości charakterystyk częstotliwościowych układów dyskretnych oraz ich 

projektowanie jest szczególnie dogodnie prowadzić na płaszczyźnie w.  Różnym warto­

ściom pulsacji w odpow iadają punkty na okręgu jednostkowym leżącym na płaszczyźnie 

z  określonym wzorem z  =  eJuA, zaś po zastosowaniu transform acji W  punkty  na prostej 

w = j u ,  leżącej na płaszczyźnie w.  Zgodnie z transform acją W  jest:

e j 'w A  _  1  +  j u A / 2  _  e 2J a r c t g ( 1/ A / 2 ) i

1 -  j  u A / 2  

a  zatem  u  i v  są związane zależnością:
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Zmienna v nosi nazwę pseudopulsacji. Umożliwia ona traktowanie układów dyskretnych 

tak jak ciągłych. Jak widać, przy zmianie v  od —co do +00, u A  zm ienia się od — t  do 

■fjr. Dlatego w zakresie pseudopulsacji —00 <  v < +00 charakterystyki I \ { j v ) s ta ją  się 

nieokresowe.
Przebieg charakterystyk N yąuista (amplitudowo-fazowych) układu dyskretnego po za­

stosowaniu transform acji W  nie ulega zmianie, zmienia się jedynie skala pulsacji, będąca 

param etrem  charakterystyki. W  związku z tym  np. kryterium  N yąuista może być stoso­

wane do układów dyskretnych o transm itancji K ( j v )  w taki sam sposób jak  do układu 

ciągłego o transm itancji K(jui) .

Charakterystyki zależne jawnie od pulsacji, np. charakterystyki Bodego, wykreśla się 

na ogól w zakresie 0 <  u <  +00, przy czym dla osi pseudopulsacji v przyjm uje się skalę 

logarytmiczną.
Dla małych wartości ¡/A zależność (6.6) sugeruje w =  u. Należy podkreślić, że w 

przeciwieństwie do płaszczyzny 7 przyjęcie tej aproksymacji nie zmienia kształtu  cha­

rakterystyk N yąuista. Deformacji ulegają jedynie, w zakresie większych wartości wA, 

charakterystyki Bodego. W artość okresu próbkowania może być wówczas dobrana tak, 

aby deformacje w zakresie pulsacji rezonansowych układu regulacji były niewielkie. Wów­

czas właściwości dynamiczne układu dyskretnego będą zbliżone do właściwości układu 

ciągłego.
Właściwości charakterystyk częstotliwościowych można najłatwiej zbadać na podsta­

wie transm itancji określonej w wyniku transformacji W:

u i  \ _  n  +  iy , ,  7,
( " )  (  l u 2 ) n ? = i ( y + 1 ) '  (  }

Zauważmy, że

=  -  (6-8)

Dla prawie wszystkich wartości A oraz dla i  =  1 ,2 . . .  n — 1 zachodzi r * ^  0, w związku z 

czym charakterystyka N yąuista kończy się na osi rzeczywistych poza początkiem  układu 

współrzędnych. Dla izolowanych wartości A oraz pewnego i  zachodzi t ," =  0. W tym  

szczególnym przypadku stopień mianownika transm itacji jest o jeden wyższy od stopnia 

licznika i charakterystyka N yąuista kończy się w zerze.

Weźmy pod uwagę charakterystykę fazy:

<p(v) = -  aretg ( t / y ) +  aretg (1n~) -  aretg {uT') .  (6.9)

Przyjmijmy, że t- >  0 d la i =  1 ,2 . . .  k oraz r- <  0 d la j  =  k + 1 , . . .  n  — 1 . Zgodnie z 

(6.9) mamy wówczas:

lim tp(is) =  - i r / 2  +  Aur/2 -  (n -  k -  1)7t/2 -  n7r/2 =  - ( n  -  k)ir. (6.10)
u—*oo
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W  związku z tym  przyrost fazy układu dyskretnego dla prawie wszystkich wartości A 

je st równy całkowitej wielokrotności —t .

Porów najm y obecnie charakterystyki częstotliwościowe układu ciągłego i dyskretnego 

przy wysokiej częstotliwości próbkowania. Przyjmijmy, że transm itancja obiektu  ciągłego 

jest określona wzorem:
K(  > n ™ iQ , +  l)

( ) - n?=1(sTi +  i ) , n > m - ((U1)

Wówczas przy A  —> 0 zachodzi T ’ —* Ti, dla i =  l , 2 . . . n ;  t*  —» r,-, d la  t =  

1 , 2 . . .  m ; t '  —* 0, dla t =  m  +  1 , . . .  n  — 1. W  efekcie charakterystyki Bodego zarówno 

am plitudy, jak  i fazy układu ciągłego o transm itancji (1 — ~ j u ) K { j u )  oraz uk ładu  dys­

kretnego o tranm itancji K { j v )  pokrywają się dla szerokiego zakresu częstotliwości. Roz­

bieżności po jaw iają się dopiero dla bardzo wysokich wartości u A  lub, inaczej mówiąc, dla 
wartości u>A =  r .

D la bardzo dużych wartości A  charakterystyka częstotliwościowa układu dyskretnego 
zbliża się do charakterystyki przesuwnika fazowego.

7. P o d s u m o w a n ie

W  artykule omówiono trzy podstawowe - teoretycznie równoważne - formy transm i­

tancji dyskretnej układu z ekstrapolatorem  zerowego rzędu, związane z transform acjam i 

Z ,  r  oraz W . Zbadano ich właściwości graniczne przy okresie prókowania zm ierzającym 

do zera pokazując, że współczynniki transm itancji określonych zarówno n a  płaszczyźnie 

7 , jak  i w  zm ierzają do współczynników transm itancji części ciągłej układu. Rozważania 

graniczne doprowadziły do sformułowania interesującej aproksymacji transm itancji dys­

kretnej na płaszczyźnie w otrzymywanej przez prostą modyfikację transm itancji układu 

ciągłego. Pokazano również w prosty sposób, iż transm itancja określona na płaszczyź­

nie z  ulega degeneracji polegającej na tym , źe jej współczynniki zm ierzają do pewnych 

wartości zależnych jedynie od struk tury  transm itancji ciągłej (rząd oraz względny rząd).

Omówiono również problem stabilności, właściwości linii pierwiastkowych oraz charak­

te rystyk częstotliwościowych układów dyskretnych dla wymienionych transform acji. W y­

kazano, że we wszystkich przypadkach transm itancje określone za pom ocą transform acji 

W  m ają  korzystniejsze właściwości od transm itancji określonych za pom ocą transform acji 

T, związanej z operatorem  S.
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A b s t r a c t

A critical com parison of exact discrete-time description m ethods of continuoustime 

system s w ith an extrapolator (Z , T and W  transforms) and their application to  the ana­

lysis and synthesis of control systems, particularly a t high sampling rates and assuming 

finite accuracy of calculations, is presented. The comparison has been perform ed taking 

the  simplicity, accuracy and efficiency into account. The problems of stability, and the 

properties of root loci and frequency plots when using different descriptions are addres­

sed. T he possibility of a far going simplification of the equivalent psedo-continuous-time 

m odel, which results from the asym ptotic properties of the W  transform  and is valid for 

a wide range of sam pling periods, is pointed out.


