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METODY CZASU CIAGLEGO W PROJEKTOWANIU CYFROWYCH
UKEADOW REGULACII
CZESC 1: OPERATORY | TRANSFORMACJE DYSKRETNE *

Streszczenie. W pracy dokonano krytycznego poréwnania doktadnych metod
opisu obiektéw ciagtych z ekstrapolatorem (transformacje: Z, T, W) w zastoso-
waniu do analizy i syntezy uktadéw regulacji, zwtaszcza przy zatozeniu wyso-
kiej czestotliwosci probkowania oraz skoriczonej doktadnosci obliczen. Poréwna-
nia dokonano w aspekcie prostoty pojeciowej, doktadnosci i efektywnosci. Omo-
wiono problem stabilno$ci oraz wiasciwosci linii pierwiastkowych i charakterystyk
czestotliwosciowych uktadéw dyskretnych dla réznych form opisu. Wskazano na
mozliwie daleko posuniete uproszczenia zastepczego modelu ciggtego, wynikajace
z wiasciwosci asymptotycznych transformat W i obowigzujgce dla stosunkowo
szerokiego zakresu czestotliwo$ci probkowania. Wyniki moga by¢ wykorzystane
przez projektantow cyfrowych uktadow regulacji.

CONTINUOUS-TIME METHODS IN THE DIGITAL SYSTEMS DESIGN
PART 1: DISCRETE-TIME TRANSFORMS AND OPERATORS

Summary. A critical comparison of exact discrete-time description methods
of continuoustime systems with an extrapolator (Z, F and W transforms) and
their application to the analysis and synthesis of control systems, particularly at
high sampling rates and assuming finite accuracy of calculations, is presented. The
comparison has been performed taking the simplicity, accuracy and efficiency into
account. The problems of stability, and the properties of root loci and frequency
plots when using different descriptions are addressed. The possibility of a far
going simplification of the equivalent psedo-continuous-time model, which results
from the asymptotic properties of the W transform and is valid for a wide range
of sampling periods, is pointed out.

' Wykonano to ramach projektu BW-j 19/1tAul/95/S
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1. Wprowadzenie

Celem opracowania jest syntetyczne spojrzenie na spotykane w literaturze metody
opisu uktadoéw regulacji dyskretnej obiektéw ciggtych, realizowanych jako cyfrowe, oraz
ich ocena w $wietle dwu aspektow: stosunkowo wysokiej czestotliwosci probkowania oraz
skonczonej doktadnosci obliczen.

Wiasciwosci dyskretnych algorytmdw regulacji oraz poprawny wybor odpowiedniej
metody do ich analizy i syntezy sg silnie zalezne od okresu prébkowania A.

Konsekwencjg wysokiej czestotliwosci probkowania jest degenerowanie sie klasycznych
metod opisu opartych na operatorze przesuniecia lub transformacji Z. Manifestuje sie to
zblizaniem wspoétczynnikow modelu dyskretnego do pewnych wartosci niezaleznych od
parametrow obiektu ciggtego. Pocigga to za sobg utrate informacji istotnych dla syntezy
regulatora oraz moze by¢ przyczyng niepoprawnego dziatania algorytmow sterowania i
btedéw symulacji cyfrowej.

Bardzo obszerny przeglad metod projektowania regulatoréw dyskretnych znajduje sie
np. w pracach Isermanna (1980), Ackermanna (1985), Phillipsa i Nagle’a (1990) oraz
Franklina, Powella i Workmana (1990).

Sposrod metod projektowania regulatorow dyskretnych metodami dyskretnymi nalezy
wyrézni¢ metode Ragazziniego (Ragazzini, Franklin, 1958), w literaturze polskiej omo-
wiong np. w pracy Btachuty (1994). Metoda ta pozwala na konstrukcje regulatora - w
formie funkcji wymiernej zmiennej z - zapewniajgcego pozadane wtasciwosci statyczne i
dynamiczne uktadu regulacji, przy czym nie naktada sie zadnych wstepnych ograniczen
na rzad i strukture regulatora. Istotng trudnoscig tej metody jest konieczno$¢ podjecia
przez projektanta decyzji o skre$laniu zer transmitancji przez bieguny regulatora. Pod-
jecie decyzji niewtasciwej grozi utratg stabilnosci, tzw. "dzwonieniem” regulatora lub
tez niewykorzystaniem jego potencjalnych mozliwosci. Jest to miedzy innymi zwigzane z
trudnos$cig rozrdéznienia zer transmitancji wnoszonych przez proces prébkowania od zer
wnoszonych przez transmitancje czesci ciggtej. W Swietle przedstawionych powyzej roz-
wazan problemy te poteguja sie przy zwiekszaniu czestotliwosci prébkowania. Podobne
problemy wystepujg réwniez przy zastosowaniu innych dyskretnych metod projektowa-
nia regulatoréw cyfrowych. Prowadzi to niekiedy do absurdalnych - jesli nie stojg za
nimi argumenty o ograniczeniach technicznych toru transmisji sygnatu, uktadu pomiaro-
wego lub urzgdzenia wykonawczego - wnioskéw o koniecznos$ci stosowania odpowiednio
dtugiego okresu prébkowania.

Wiasciwym rozwigzaniem tego dylematu jest stosowanie metod opisu uktadéw dys-
kretnych niewrazliwych na skracanie okresu prébkowania. Sg nimi znane z literatury (Ra-
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gazzini, Franklin, 1958; Kuo, 1970; Houpis, Lamont, 1985; Goodwin et al., 1986; Franklin
et al., 1990; Philips, Nagle, 1990) transformacje W i T. W szczeg6lnosci, modnej obecnie
transformacji F zostata poSwigecona monografia Middletona i Goodwina (1990), w kto-
rej lansuje sie jej uniwersalne zastosowanie do modelowania, analizy i syntezy ukladéw
regulacji.

Operator & bedacy w istocie operatorem ilorazu réznicowego, jest zwigzany z opera-
torem przesuniecia g nastepujaco:

(-D
Z kolei transformacja T ciggu /(i) jest zdefiniowana jako suma szeregu:
r{/(0}y=£/(0CI+7A)-" = E(7). (1.2)
t=0
Zmienne zespolone 7 i z sa zatem zwiazane relacjami:
7=— >z=1+TA. (1.3)
Operator Tustina Ajest zdefiniowany poprzez zalezno$¢:
Az- = U~ (1.4)
Nalezy ja traktowac jako symboliczny zapis operacji:
c(*¢+1 - Xi) = i(uiti + Vi). (1.5)
Z (1.4)-(1.5)wynikajg oczywiste zwigzki pomiedzy operatorami q i A
+ <u>
oraz w i z: — A A
wo o= a 7T T z= (1+ T d)/(1- 2 w)- (L7)

W opracowaniu polemizuje sie z tezg o uniwersalnej przydatnos$citransformacji T
wykazujac, ze - by¢ moze poza problemem obliczen rekurencyjnych- ustepujeona trans-
formacji biliniowej W. Dotyczy to zwtaszcza interpretacji rozktadu pierwiastkéw i cha-
rakterystyk czestotliwo$ciowych oraz wiasciwosci asymptotycznych.

Okazuje sie, ze dla modeli na ptaszczyznie w mozliwe jest stosowanie metod czasu
ciggtego, facznie z analogami ciggtymi metody Ragazziniego (np. Kailath, 1980). Dodat-
kowym argumentem na rzecz transformacji W jest mozliwo$¢ daleko posunietych uprosz-
czen modelu na ptaszczyznie w, wynikajgca z wkasciwosci asymptotycznych transformat

W i obowigzujaca dla stosunkowo szerokiego zakresu czestotliwosci prébkowania.
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W granicy uktad regulacji dyskretnej zbliza sie swymi witasciwosciami do uktadu re-
gulacji ciagtej. W zwigzku z tym, gdy prébkowanie jest bardzo czeste, jak to ma miejsce
w przypadku szybkich regulatoréw cyfrowych, wptyw dyskretyzacji na dynamike uktadu
regulacji jest nieznaczny i woéwczas dla celéw analizy i syntezy mozna uktad regulacji
uwazac za ciagly. Najwieksze znaczenie majg przypadki posrednie, gdy jakoSciowo zacho-
wanie sie uktadu dyskretnego jest zblizone do ciggtego ale pogorszenie jakosci wskutek
prébkowania jest juz zauwazalne. Do analizy i syntezy uktadéw regulacji mozna wéwczas
stosowaé¢ metody analogiczne do metod stosowanych dla regulacji ciagtej, jednakze odnie-
sione do pewnych pseudociggtych obiektéw zastepczych. Metodyka aproksymacji uktadu
dyskretnego uktadem ciagtym oraz jej zwiazki z transformatag W jest omawiana w czgsci
drugiej.

2. Struktura uktadu regulacji dyskretnej

Uktady dyskretne, mimo pewnej straty jakosci w stosunku do ciggtych, moga dawaé
dodatkowe korzysci. W uktadach sterowania coraz czesciej stosuje sie cyfrowe uktady re-
gulacji. Mozliwajest wowczas realizacja kilku uktadéw regulacji dziatajgcych jednoczesnie
w oparciu o jeden procesor lub tez wykorzystywanie procesora réwnoczesnie do innych
celow. Uktad cyfrowy umozliwia realizacje dowolnie ztozonych dyskretnych algorytmoéw

regulacji.

Rys. 1. Schemat ideowy cyfrowego uktadu regulacji
Fig. 1. Structure of a digital control system

Uproszczony schemat cyfrowego uktadu regulacji przedstawiono na rys.l, gdzie sy-
gnaty analogowe oznaczono linig podwdjnga, za$ sygnaty cyfrowe linig pojedyncza.

Rozwazmy schemat zastepczy uktadu regulacji impulsowej, sktadajgcego sie z obiektu
ciagtego o transmitancji K(s), regulatora dyskretnego o transmitacji Hr (z) oraz ekstra-
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polatora E, przedstawiony na rys.2.

Rys. 2. Schemat blokowy uktadu regulacji dyskretnej
Fig. 2. Btock diagram of a sampled-data control system

Klucz symbolizuje prébkowanie sygnatu ciggtego i przypisywanie tym wielko$ciom
wartosci cyfrowych. Zadaniem ekstrapolatora jest zamiana ciggu liczb wypracowanych
przez regulator i okreslonych w dyskretnych chwilach czasu iA na sygnat fizyczny okre-
Slony dla kazdej chwili czasu t.

W teorii uktaddw impulsowych stosuje sie czesto pojecie impulsatora idealnego, daja-
cego w chwilach prébkowania pseudofunkcje Diraca o catce proporcjonalnej do wartosci
sygnatu wejsciowego (tub jego reprezentacji cyfrowej). Za pomoca impulsatora idealnego
oraz tzw. cztonu formujgcego okreslonego odpowiednig transmitancjg mozna zamodelo-
wac dowolny ekstrapolator. Przyktady przedstawiono na rys.3. Sygnat v'(iA) jest okre-
$lony jako ciagg impulséw Diraca o polu powierzchni proporcjonalnym do warto$ci wyjscia
regulatora cyfrowego u(jA), to znaczy: u'(iA) = v(iA)S[t —jA).

Dla celéw obliczeniowych transmitancje ekstrapolatora witgcza sie niekiedy do trans-
mitancji obiektu.

3. Transmitancje dyskretne i ich wtasciwosci

Zbadamy obecnie og6lng strukture transmitancji dyskretnej oraz zalezno$¢ jej zer i
biegunéw od struktury i parametrow obiektu ciggtego oraz okresu prébkowania.

Najpierw wyznaczymy transmitancje dyskretng na ptaszczyznie z, a nastepnie skorzy-
stamy z odpowiednich przeksztatcen prowadzacych do ptaszczyzn 7 i to.
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a) ekstrapolator catkujacy

b) ekstrapolator zerowego rzedu

Rys. 3. Schematy zastepcze uktadéw z ekstrapolatorami
Fig. 3. Equivalent btock-diagrams of systems with extrapolators

3.1. Ptaszczyzna z

Transmitancje dyskretng H(z) definiuje sie jako:

H(z) = Zz{h(iA)} =f:h(iA)z-\ (3.1)

é
gdzie Z jest symbolem transformacji Z ciggu h(iA), bedacego ciggiem prébek odpowie-
dzi zestawu ekstrapolator-obiekt na pojedynczy impuls o wartosci jednostkowej podany
na wejscie ekstrapolatora w chwili t = 0. Aby model dyskretny uktadu zamknietego z
regulatorem dziatajacym bez opdznienia spetniat zasade przyczynowosci, tzn. aby wynik
pomiaru w chwili iA, nie zalezat od sterowania w chwili Z’A, konieczne jest utworzenie

ciggu wartosci lewostronnych:
h(iA) = lim fii’A —e), e> 0. 3.2

Na og6l funkcja h(t) jest ciggta dla t > 0 i wowczas nie zachodzi potrzeba rozréz-
niania wartosci lewostronnych i prawostronnych. Warto podkresli¢, ze w niektérych pod-
recznikach (np. Astrom, Wittenmark, 1984, str. 54-55) nie zwraca sie uwagi na mozli-
wos¢ nieciggtosci funkcji h(t), co prowadzi do btednych wynikéw. Na przyktad poprawng
transmitancjg dyskretna dla uktadu ciggtego o transmitancji I((s) = 1jest H(z) —z-1,
podczas gdy wedtug algorytmu ze str. 55 cytowanej pracy otrzymuje sie¢ H(z) = 1

Dla uktadu pierwszego rzedu

(3-3)

odpowiedz na pojedynczy impuls z ekstrapolatora zerowego rzedu jest okreslona zalez-
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ilodcia:
i< A

PSATA (34)

- 1- e"1YT>
h(t) ~ f c-«-A)/r _e<Ir
Przyjmijmy oznaczenie:
d = e~£ilT. (3.5)

Poszukiwany ciag /t(iA) jest wowczas okreslony nastepujgco:
/i(0) = 0; h(iA) = ¢-'(1 - d), i=1,2,3,... (3.6)

W zwiazku z tym transmitancja dyskretna jest okreslona zaleznoscia:

oo

z
H(z) = 1 - d)z~i + z~2d(1- d) = (- dz~l+z d(I - m (3-7)
=0 z “
Po prostych przeksztatceniach:
H(z) = 3.8
()= _ (38)
Zatozmy, ze transmitancja obiektu ciagtego jest okreslona wzorem:
KIA — nELi(3T-+ 1) _ (3.9)
w nu(*Ti+1) k aTj+1'
gdzien > m oraz Ti » Tj dlai ysj.
Korzystajac z liniowosci transformacji Z mamy:
Tl x 1 —di boz + ... bn-2z "h &n-i ri m\
»U = £ ' + ' (3'10)

Z powyzszego wynika, ze réznica stopni mianownika i licznika transmitancji dyskretnej
wynosi 1 niezaleznie od r6znicy stopni mianownika i licznika transmitancji ciagtej.
W spotczynniki a- wielomianu mianownika transmitancji dyskretnej sg zwigzane z bie-

gunami dj transmitancji dyskretnej nastepujaco:
zn+arz"-1+ ... +a,_iz+an={z- (i)(z- d2)... (z- d,), (3.11)

przy czym d; = e-A/Ti, i = 1,2,...n.
Podobnie, dla licznika transmitancji H{z) mamy:

boz" + feizn 1+ ... + bn-\Z + bn = bo(z —zi)(z —zj)... (z —2z,,). (3.12)

Niestety, ogdélne wzory wiagzace zera Zj transmitancji 11(z) z parametrami uktadu

ciggtego nie istnieja.
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Szczeg6lng uwage poswiecimy mozliwosci pojawienia sie zer lezagcych na zewnatrz
okregu jednostkowego lub w lewym pdtkolu blisko okregu jednostkowego. Posiadajg one
istotny wptyw na przebieg charakterystyk czestotliwo$ciowych oraz istotne znaczenie dla
metodyki syntezy regulatoréw dyskretnych.

Obiektem odgrywajacym duzg role w badaniu wasciwosci transmitancji dyskretnych

jest obiekt o transmitancji:
K{a) = I/s*. (3.13)

Transmitancja dyskretna uktadu z ekstrapolatorem zerowego rzedu wyraza sie w przy-
padku obiektu (3.13) wzorem (Astrom et al., 1984; Ciarke, 1984):

H(z) = >Bk(z) = b\zk 1+ 422k 2+ e+ bk (3-14)

Wspotczynniki 6- mogg byé obliczone za pomoca formuty:

6= E (-irj/( ), i=1,2,...k (3.15)
Przyktadowo:
Bx{z) = 1
B2(z)=z+ 1
B3(z) =z2+4z+ 1 (3.16)

Bt(z) —z3+ 11z2+ llzr + 1
55(z) = z* + 2623+ 6621+ 26z + 1.

W skutek symetrii wspotczynnikdw wielomiany jBjt(z) posiadaja te wiasnos¢, ze jesli z;
jest zerem wielomianu, to jest nim réwniez zf1l. Konsekwencjg tego faktu jest to, ze dla
k > 1 kazdy z wielomianéw Bk(z) posiada zera lezace na okregu jednostkowym lub na
zewnatrz tego okregu. Inng interesujacg i wazng witasciwoscig tych wielomianéw jest to,
ze ich zera lezg w lewej pdlptaszczyznie z i sg rzeczywiste ujemne.

Obecnie zbadamy zachowanie sie¢ transmitancji dyskretnej dla bardzo matych okre-
sow prébkowania. Wynik pokrywa sie z wynikiem Astrdma et al. (1984), jest on jednak
uzyskany w sposéb bardziej prosty i bezposredni.

Rozwinmy transmitancje K(s), dzielgc licznik przez mianownik w nastepujacy szereg:
K{s) = »0/sn-m + /il/sn-m+l+ ..., (3.17)

gdzie.. sa parametrami Markowa oraz

_ TiTj...rm

. (3.18)
fie~ TxTt...Tn
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Na podstawie (3.6) mozna napisac:

W zwigzku z tym, ze kolejne wyrazy szeregu sg matymi rzedu wyzszego, mamy
lim Am~nH(z) = " . (3.20)
a-o w (n-m)! (z—1)n \ !

Wynik zawarty w zaleznosci (3.20) mozna sformutowaé nastepujgco:

Niech n bedzie stopniem mianownika, za§ m stopniem licznika transmitancji wymiernej
K(s) oraz m < n. Wowczas przy okresie probkowania A zmierzajacym do zera:

- n biegundéw transmitancji zmierza do wartosci 1,

- m zer transmitancji zmierza do wartosci 1,

- pozostate n —m —1 zer zmierza do zer Bn-m(z), gdzie Bk jest wielomianem zdefi-
niowanym przez (3.14)-(3.15).

Oznacza to, ze przy matych okresach probkowania oraz k > 1 zawsze istniejg zera
transmitancji dyskretnej, znajdujgce sie w poblizu lub na zewnatrz okregu jednostkowego,
niezaleznie od wartosci parametrow uktadu ciggtego. Podobnie zanika zwigzek pomiedzy
parametrami uktadu ciaggtego a biegunami transmitancji zblizajgcymi si¢ do wartosci 1.

Wynika stad, ze w przypadku bardzo matych okreséw prébkowania transmitancja
dyskretna traci sens i uktad mozna praktycznie traktowac jak ciagty. Dzieki relacji z = e,A

jest to oczywiste, gdyz:

!ig tf(e'A) = K{s). (3.21)
Wzor (3.21) wynika z rozktadu H(e‘A) na utamki proste oraz reguty de PHospitala:
i_ AT u i -A/TI
IS & A T UM C I R AT O @22

Nalezy podkresli¢, iz w literaturze (Hersh, 1993) stwierdza sie - w oczywisty sposob
btednie - ze transmitancja dyskretna nie zmierza do ciggtej. Dalszg interpretacje tego
zjawiska mozna znalez¢ w nastepnych punktach.

Obecnie rozwazymy zachowanie sie transmitancji dyskretnej przy okresie probkowania
bardzo duzym. Zat6zmy, ze transmitancja obiektu ciggtego jest okreslona wzorem (3.9),
przy czym wszystkie state czasowe sg dodatnie, tzn. obiekt jest stabilny. Zauwazmy, ze:

lim di = lim e~AT =0, i=1,2,...n. (3.23)
a—~o a—o

W zwigzku z tym na podstawie (3.10) oraz faktu, ze wzmocnienie uktadu (3.9) jest réwne
1, dostaje sie (Astrom et al., 1984; Ciarke, 1984):

limiH(z) =z-1Y 1A =z-1= %= - (3.24)
A-O i=1 z
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Transmitancja dyskretna degeneruje sie zatem do opdznienia dyskretnego. Wynik ten
mozna réwniez zinterpretowac w ten sposdb, ze zaréwno bieguny, jak i zera transmitancji
zmierzaja do wartosci zerowych.

W przypadku statych czasowych znacznie réznigcych sie, Ti > Ti > ... > 7* >e

. > r,, i skoAczonych wartosci A transmitancje dyskretng mozna przybliza¢ przyjmujac
di >d2> ... >dk» Ooraz 4+ = ...dn= 0.

Nieco inaczej wyglada sytuacja w przypadku obiektow catkujgcych o transmitancji:

Tsi\ .. n,-=i(sr, + 1) _ Jt, o M Gtk
@) SAUN(STj + i) U 1 Ssr, +r (3~5)

Odpowiada jej transmitancja dyskretna

. A A; Bdz) "A* 1-di
@~1rGm(*- D1+,80G -

Mamy zatem

Jim H(z) = lim (327)

A—o0 (1 (z - 1)*

i obecnie k — 1 zer transmitancji zmierza do zer wielomianu Bk(z), za$ k biegunéw jest

rowne 1. Pozostate zera i bieguny zmierzajg do wartosci zerowych.

3.2. Ptaszczyzna 7

Transformacja T (Middleton, Goodwin, 1990), zwigzana z operatorem S okreslonym
w (1.1), jest zdefiniowana poprzez zmienng zespolong 7 nastepujaco:

7= lubz =1+ 7A, (3.28)
co prowadzi do transmitancji dyskretnej K (7) okreslonej na ptaszczyznie 7 zaleznoscia:
K{l) = H{z) U +T7a- (3.29)

Dla obiektu pierwszego rzedu zachodzi

= 'rd~_t'|:r 71' (3'3°)
gdzie
d=e~*/T. (3.31)

Mozna z tatwoscig pokaza¢, ze:
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Istotnie, korzystajac z reguty de I'Hospitala, mamy:

;20l-exp(—AIT) (20(/T)exp(—AIT) T "3'33)

Zatézmy, ze obiekt o transmitancji:
WN _ nfel@T--pi) _Y' =~ (o D)j\
O n~AAN +i)"iisT. +r 3 }

gdzien > m oraz T; Tydlai yfj wspdipracuje z ekstrapolatorem zerowego rzedu.
Przyjmijmy oznaczenie T; = A/(l —d,). Woéwczas, na podstawie (3.30) mamy:
K(y) = £ i— =iM iL tlS). (3.35)
} h iTi+1 n?=1(i+7Ti v oo,
Transformata F pozwala na dalszg analize wkasciwosci transmitancji dyskretnej.
Na podstawie (3.32), (3.34) oraz (3.35) wida¢, ze zalezno$¢ graniczna:

Kmtf(7) = ICG)|.=7 (3.36)

obowigzuje dla dowolnej transmitancji dyskretnej uktadu z ekstrapolatorem zerowego
rzedu i oznacza, ze przy okresie probkowania zmierzajagcym do zera wihasciwosci uktadu
dyskretnego zblizaja sie do whasciwosci uktadu ciggtego. W zwigzku z tym w transmitancji
K(7) przy A — 0 zachodzi T; — Ti, i = 1,2,...n; h —=* Tk, k — 1,2...m oraz
Tj—0, j=m+ 1,...n—1 Wynik ten jest rGwniez zawarty w artykule Hersha (1993),
zostat on tam jednak otrzymany w sposéb nieporéwnywalnie bardziej ztozony. Z kolei

przy A —* 00 zachodzi T; —+ A oraz, na podstawie (3.35), i; —» A. Zatem:

(3'37)
3.3. Ptaszczyzna w

Transformacja W zdefiniowana poprzez

2z-1 1+ |[u>A
= lub z = J—— (3.38)
Az+ 1 1- ViuA

prowadzi do transmitancji dyskretnej K(w) okre$lonej na ptaszczyznie w zaleznoscia:
I<{w) = H(z)\__1+ A. 3.39
w) = H\__; (339)
Transformacja ta, zwana biliniowg lub Tustina, jest szeroko rozpowszechniona w litera-

turze. Zgodnie z oryginalng pracg Tustina (1947) stuzy ona na og6t do aproksymacji dys-

kretnej uktadu ciggtego lub aproksymacji ciggtej uktadu dyskretnego. Dla obydwu tych



110 M. Btachuta

zastosowan nalezy we wzorach (3.38) w miejsce w podstawi¢ s. Aproksymacje te sg wazne
dla stosunkowo matych okresow probkowania. W niniejszej pracy takiego utozsamiania
nie dokonujemy, za$ transformacja W jest wazna dla dowolnych okreséw préobkowania.

Dla obiektu pierwszego rzedu zachodzi:

= ¢ alSm ’ (34°)
I-d 2W T 1
gdzie
d= e"Alr. (3.41)
Mozna z tatwoscig pokazac, ze:
hm K(w) = K(s),=w. (3.42)

Istotnie, korzystajagc z reguty de I'Hospitala, mamy:
i- l+exp(—A/T)A I+exp(-A/T)-(A/T)exp(-Alr) /ojoN
l-0, _exp(-AIT) 2 ~ 1-» —-—mmmemmmv (2/T) exp(—AIT) --—mm-mmmmmmmmn =T (3'43>
Zatézmy, ze obiekt o transmitancji:
v\ _ n=1(sTj-fi) _ a
) nu (aTi + 1) s o~ + r ( - s
gdzie n > m oraz T-jt Tj dlai/ j wspdipracuje z ekstrapolatorem zerowego rzedu.

Przyjmijmy oznaczenie T* = y. Wo6wczas, na podstawie (3.40) mamy:

27M = (m- »fi £ =(@1-4){fH - (3.45)

Transformata W pozwala na dalszg analize wiasciwos$ci transmitancji dyskretnej.
Na podstawie (3.42), (3.44) oraz (3.45) wida¢, ze zalezno$¢ graniczna:

lim/{(w) = K(s),=w (3.46)

obowigzuje dla dowolnej transmitancji dyskretnej uktadu z ekstrapolatorem zerowego
rzedu i oznacza, ze przy okresie probkowania zmierzajagcym do zera wiasciwosci uktadu
dyskretnego zblizaja sie do wtasciwosci uktadu ciagtego. W.zwiazku z tym w transmitancji
K(w) przy A -+ 0 zachodzi T —» T;, i = 1,2,...n; tE —r/t, k — 1,2...m oraz
T ~*0, j —m+1,...n —1. Okazuje sie, ze przyblizenie T* = T obowigzuje dla
szerokiego zakresu czestotliwosci probkowania. Ujmuje to tabela 1.

W zwigzku z tym, ze zbiezno$¢ T<—>7) jest bardzo szybka, prostg i obowigzujgcg w
stosunkowo szerokim zakresie okreséw probkowania aproksymacjg K(w) jest:
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Tabela 1
AIT 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
TT 1.0008 1.0033 1.0075 1.0133 1.0207 1.0298 1.0405 1.0528 1.0666 1.0820

Dla skorzystania z tej aproksymacji obliczanie H(z) nie jest konieczne i K (tu) mozna wy-
znaczy¢ wprost na podstawie transmitancji obiektu K(s). Z kolei przy A —co zachodzi
T" —t y oraz, na podstawie (3.47), r* —+ A. Zatem:
8[!’[20 - z z (3.48)
Dla wartosci A takich, ze modut zera wielomianu K(z) jest rowny 1, stopien licznika
transmitancji ulega obnizeniu o jeden. Istotnie, jesli dla A = A" —t jest r- > 0, za$ dla
A = A'+ £jest T- < 0, gdzie ejest dowolnie matg liczbg, to z ciggtosci dla A = A' wynika
t-“ 0. Odpowiada to zeru z- ——1.

4. Ocena stabilnosci

Na og6t wymaganiem podstawowym stawianym uktadowi regulacji jest jego stabilnosc¢.
W przypadku ukfaddw ciggtych warunkiem koniecznym i wystarczajgcym stabilnosci
jest, aby pierwiastki s; rownania charakterystycznego lezaty w lewej péiptaszczyznie s:

Re(s,) <0, i=1,2,...n. (4.1)

Analiza stabilnosci i jako$ci uktadéw na ptaszczyznie z i 7 jest bardziej ztozona i mniej
pogladowa. | tak dla opisu za pomocg operatora przesuniecia warunkiem koniecznym i
wystarczajacym stabilnos$ci jest, aby pierwiastki z- rownania charakterystycznego lezaty

wewnatrz okregu jednostkowego:
|z; < 1, t=1,2,....n. (4.2)

Istnieje wprawdzie caty szereg kryteridw stabilnosci sprawdzajgcych ten warunek (Ac-
kermann, 1972; Isermann, 1980; Jury, 1966), sa one jednak na og6l znacznie bardziej
skomplikowane od kryterium Hurwitza. Dlatego tez jedng z zalecanych metod badania
stabilno$ci uktadéw dyskretnych jest uprzednie dokonanie odwzorowania wnetrza okregu
jednostkowego na lewg poOtptaszczyzne. Nalezy podkresli¢, ze te wiasnie ceche posiada
odwzorowanie W.

W przypadku stosowania opisu z operatorem 6 warunkiem koniecznym i wystarczaja-

cym stabilnoSci jest, aby pierwiastki rownania charakterystycznego 7; spetniaty zalezno$¢:

[1+7A <1, i=1,2,..n (4.3)
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lub

y 17i R+Re(7i) <0 i=1,2,...u. (4.4)

Zgodnie z (4.3) obszarem stabilno$ci na ptaszczyznie 7 jest wnetrze okregu o promieniu
1/A isrodku (—L/A,jO). Jest oczywiste, ze sprawdzanie stabilno$ci na ptaszczyznie 7 jest
jeszcze bardziej ztozone i brak jest odpowiednich kryteriow bezpos$rednio sprawdzajgcych
(4.3) lub (4.4).

W przypadku analizy uktadu na ptaszczyznie w warunek stabilnosci jest taki sam jak

dla regulacji ciggtej:

Re (wi) <0, i=1,2,...n, (4.5)

gdzie u>- sg pierwiastkami rownania charakterystycznego.

Badanie stabilnosci moze by¢é wykonane za pomocg programu komputerowego i wow-
czas ztozono$¢ warunku stabilnosci nie odgrywa wiekszej roli. Jednakze w przypadku
projektowania uktadu regulacji na podstawie potozenia pierwiastkdw wzgledem granicy
stabilnosci decyzje podejmuje projektant. Niewatpliwie najwygodniejsza pod tym wzgle-
dem jest ptaszczyzna w.

Wazne zagadnienia zapasu stabilnosci na ptaszczyznie zespolonej sg oméwione w czesci

5. Linie pierwiastkowe

Linie pierwiastkowe nalezg do podstawowych narzedzi projektowania uktadéw regu-
lacji (Kuo, 1975; D’Dazzo, Houpis, 1988; Franklin et al. 1991). Dlatego w niniejszym
punkcie omawiamy ich osobliwosci dla réznych form opisu uktadéw dyskretnych.

5.1. Ptaszczyzna z

Linie pierwiastkowe na ptaszczyznie z wykresla sie na tych samych zasadach jak dla
uktadéw ciaggtych. Istotng réznica jest to, ze w trakcie projektowania interesuje nas ich
przebieg w poblizu okregu jednostkowego. Poniewaz stopien licznika transmitancji dys-
kretnej jest doktadnie o jeden mniejszy od stopnia mianownika, u—1 gatezi linii pierwiast-
kowych konczy sie w skofAczonych zerach, za$ jedna z gatezi zmierza do nieskonczonosci.
Zgodnie z zalezno$ciami (3.16), (3.20), przy A —0, zaréwno zera jak i bieguny uktadu
otwartego przyjmuja skonczone potozenia niezalezne od wartosci zer i biegunéw obiektu

ciggtego.



Metody czasu ciaggtego w projektowaniu cyfrowych uktadéw regulacji 113

5.2. Ptaszczyzna 7

Linie pierwiastkowe na ptaszczyznie 7 wykre$la sie tak samo jak dla uktadéw ciggtych.
Istotng rdznicg jest to, ze w trakcie projektowania interesuje nas ich przebieg w poblizu
okregu jednostkowego. Poniewaz stopien licznika transmitancji dyskretnej jest doktadnie
0 jeden mniejszy od stopnia mianownika, n —1 gatezi linii pierwiastkowych koriczy sie
w skonczonych zerach, za$ jedna z gatezi zmierza do nieskoniczonosci. Istotng korzystng
cechg przy A —*0 jest to, ze obecnie bieguny uktadu dyskretnego zmierzajg do biegunéw
uktadu ciagtego, cze$¢ zer uktadu dyskretnego zmierza do zer uktadu ciggtego, za$ pozo-
state zera zmierzajg do nieskonczonosci. Pozwala to na tatwe rozréznienie zer obiektu od
zer wnoszonych przez operacje prébkowania.

5.3. Ptaszczyzna w

Cechg linii pierwiastkowych ukfadéw dyskretnych na ptaszczyznie w jest to, ze przy
prawie wszystkich skofczonych warto$ciach A ich gatezie koncza sie w skoriczonych ze-
rach, gdyz zgodnie z (3.43) liczba zer i biegunéw transmitancji K{w) jest taka sama.
Wyjatkiem sg takie wartosci A, dla ktérych dla pewnego r- zachodzi t; = 0. Woéwczas
jedno z zer jest w nieskonczonosci i asymptota staje sie 0§ rzeczywistych. W przypadku
matych warto$ci A zera i bieguny uktadu dyskretnego sg bliskie swym odpowiednikom
dla uktadu ciagtego. Natomiast jedno z zer, a mianowicie 2/A, lezagce w prawej poiptasz-
czyznie i wnoszone przez operacje prébkowania i ekstrapolacji moze mie¢ dominujace
znaczenie dla jakosci uktadu zamknietego. Umozliwia to prostg analize jako$ci uktadu
zamknietego w zaleznosci od A, a tym samym daje podstawy do wyboru wiasciwej cze-

stotliwosci probkowania.

6. Charakterystyki czestotliwosciowe

6.1. Transmitancja H(z)

Podobnie jak dla uktadéw ciggtych mozna zdefiniowa¢ charakterystyke czestotliwo-
$ciowg

H(¢“a) = 1Az) . (6.1)

Poniewaz eltjA jest funkcjg okresowg argumentu ojA o okresie 2jt, wiec charakterystyka

czestotliwosciowa jest rowniez funkcja okresowa. Ponadto wykres /f(e;ujA) na ptaszczyznie
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zmiennej zespolonej jest symetryczny wzgledem osi rzeczywistych. Wynika z tego, ze
wystarczy wyznaczaé przebieg charakterystyki dla zakresu zmian pulsacji 0 < w < w/A.
Dla obydwu skrajnych warto$ci pulsacji charakterystyka przyjmuje wartosci rzeczywi-
ste: -ff(l) oraz H{—1).
Oprécz opisanej charakterystyki Nyguista mozna zdefiniowaé rdwniez charakterystyki
Bodego: amplitudy H(wA) i fazy ~(tuA), przy czym:

H{ejuA) = H(w&)eMuk\ (6.2)

gdzie
H(gA) =| H(e’“A) |, "(uA) = Argf/(eJwA). (6.3)

6.2. Transmitancja K{-i)

Zgodnie z (3.28) w celu otrzymania charakterystyki czestotliwosSciowej nalezy wpro-
wadzi¢ zmienng zespolona /? zwigzang z ui relacja:
eJuA - 1

— =u (6.4)

Charakterystyka czestotliwosciowa jest zatem odwzorowaniem okregu o promieniu 1/A i

srodku (—1/A,jO).

Interpretacja zmiennej 3 jest raczej ztozona, tak ze pod tym wzgledem ptaszczyzna

7 ustepuje ptaszczyznie w. Dla matych wartosci A i uiA zalezno$¢ (6.4)sugeruje aprok-

symacje f3=ju>Jej przyjecie powoduje jednak odksztatcenie zaréwno charakterystyk

Nyauista, jak i Bodego.

6.3. Transmitancja K(w)

Analize whasciwosci charakterystyk czestotliwosciowych uktadéw dyskretnych oraz ich
projektowanie jest szczeg6lnie dogodnie prowadzi¢ na ptaszczyznie w. Réznym warto-
$ciom pulsacji w odpowiadaja punkty na okregu jednostkowym lezacym na ptaszczyznie
z okreSlonym wzorem z = eJuA, za$ po zastosowaniu transformacji W punkty na prostej

w = ju, lezacej na ptaszczyznie w. Zgodnie z transformacjg W jest:

eiwa _ 1+ JUA/2 _ e2sarctg(uas2)i

1- juA/2

a zatem u i v sg zwigzane zaleznoscia:
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Zmienna v nosi nazwe pseudopulsacji. Umozliwia ona traktowanie uktadéw dyskretnych
tak jak ciagtych. Jak widaé¢, przy zmianie v od —o do +00, uA zmienia si¢ od —t do
ufjr. Dlatego w zakresie pseudopulsacji —00 < v < +00 charakterystyki I\{jv) stajg sie
nieokresowe.

Przebieg charakterystyk Nyauista (amplitudowo-fazowych) uktadu dyskretnego po za-
stosowaniu transformacji W nie ulega zmianie, zmienia sie jedynie skala pulsacji, bedgca
parametrem charakterystyki. W zwigzku z tym np. kryterium Nyguista moze by¢ stoso-
wane do uktadéw dyskretnych o transmitancji K(jv) w taki sam sposéb jak do uktadu
ciagtego o transmitancji K(jui).

Charakterystyki zalezne jawnie od pulsacji, np. charakterystyki Bodego, wykres$la sie
na og6l w zakresie 0 < u < +00, przy czym dla osi pseudopulsacji v przyjmuje sie skale
logarytmiczna.

Dla matych wartosci j/A zalezno$¢ (6.6) sugeruje w = u. Nalezy podkresli¢, ze w
przeciwieAstwie do ptaszczyzny 7 przyjecie tej aproksymacji nie zmienia ksztattu cha-
rakterystyk Nyauista. Deformacji ulegajg jedynie, w zakresie wiekszych wartosci wA,
charakterystyki Bodego. Warto$¢ okresu probkowania moze by¢é wéwczas dobrana tak,
aby deformacje w zakresie pulsacji rezonansowych uktadu regulacji byty niewielkie. Wow-
czas wiasciwosci dynamiczne uktadu dyskretnego bedg zblizone do wiasciwosci uktadu
ciggtego.

Wiasciwosci charakterystyk czestotliwo$ciowych mozna najtatwiej zbada¢ na podsta-
wie transmitancji okre$lonej w wyniku transformacji W:

ui \ _n + iy oo 1,

") ( lu2 )n 2 = i(y + 1) ( )

Zauwazmy, ze

= - (6-8)
Dla prawie wszystkich wartosci A oraz dlai = 1,2... n —1zachodzir*” 0, w zwigzku z
czym charakterystyka Nyauista kofAczy si¢ na osi rzeczywistych poza poczatkiem uktadu
wspotrzednych. Dla izolowanych wartosci A oraz pewnego i zachodzi ¢+~ = 0. W tym
szczegOlnym przypadku stopien mianownika transmitacji jest o jeden wyzszy od stopnia
licznika i charakterystyka Nyaguista konczy sie w zerze.

Wezmy pod uwage charakterystyke fazy:
<p(v) = - aretg (t/y)+ aretg (In~) - aretg {uT"). (6.9)

Przyjmijmy, ze t- > Odlai = 1,2... korazr- < Odlaj = k+1,...n —1. Zgodnie z

(6.9) mamy woéwczas:

ulLrgo tp(is) = -ir/2 + Aur/2- (n- k- 1)7t/2 - n7r/2 = -(n - K)ir. (6.10)
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W zwigzku z tym przyrost fazy uktadu dyskretnego dla prawie wszystkich wartosci A
jest rowny catkowitej wielokrotnosci —t .

Poréwnajmy obecnie charakterystyki czestotliwo$ciowe uktadu ciggtego i dyskretnego
przy wysokiej czestotliwosci probkowania. Przyjmijmy, ze transmitancja obiektu ciggtego
jest okre$lona wzorem:

K(> n™iQ, + 1)

() -n?=1(sTi+i),n>m - ((UD)
Woéwczas przy A —> 0 zachodzi T —= Ti, dla i = I,2...n; t* —» r- dla t =
1,2...m; ' —=*0,dlat=m + 1,...n —1. W efekcie charakterystyki Bodego zaréwno
amplitudy, jak i fazy uktadu ciggtego o transmitancji (1 —~ju)K{ju) oraz uktadu dys-
kretnego o tranmitancji K{jv) pokrywajga sie dla szerokiego zakresu czestotliwos$ci. Roz-
bieznosci pojawiajg sie dopiero dla bardzo wysokich warto$ci uA lub, inaczej méwigc, dla
wartosci u>A = r.

Dla bardzo duzych warto$ci A charakterystyka czestotliwosciowa uktadu dyskretnego
zbliza sie do charakterystyki przesuwnika fazowego.

7. Podsumowanie

W artykule oméwiono trzy podstawowe - teoretycznie réownowazne - formy transmi-
tancji dyskretnej uktadu z ekstrapolatorem zerowego rzedu, zwigzane z transformacjami
Z, r oraz W. Zbadano ich wiasciwosci graniczne przy okresie prokowania zmierzajagcym
do zera pokazujac, ze wspoétczynniki transmitancji okre$lonych zarédwno na ptaszczyznie
7,jak i w zmierzajg do wspotczynnikéw transmitancji czesci ciggtej uktadu. Rozwazania
graniczne doprowadzity do sformutowania interesujgcej aproksymacji transmitancji dys-
kretnej na ptaszczyznie w otrzymywanej przez prostg modyfikacje transmitancji uktadu
ciggtego. Pokazano réwniez w prosty sposob, iz transmitancja okreslona na plaszczyz-
nie z ulega degeneracji polegajacej na tym, ze jej wspotczynniki zmierzajg do pewnych
wartosci zaleznych jedynie od struktury transmitancji ciagtej (rzad oraz wzgledny rzad).

Omoéwiono rowniez problem stabilnosci, wiasciwosci linii pierwiastkowych oraz charak-
terystyk czestotliwosciowych uktadow dyskretnych dla wymienionych transformacji. Wy-
kazano, ze we wszystkich przypadkach transmitancje okre$lone za pomocg transformacji
W maja korzystniejsze wiasciwosci od transmitancji okre$lonych za pomocg transformacji

T, zwigzanej z operatorem S.

LITERATURA

1. Ackermann J. (1985), Sampled-Data Control Systems, Springer-Verlag



Metody czasu ciggtego w projektowaniu cyfrowych ukiadéw regulacji 117

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

. Astrom K. J., P. Hagander and J. Sternby (1984), Zeros of sampled systems, Auto-

matica, vol.20, pp. 31-38

. Btachuta M. (1994), Regulacja dyskretna w czasie, [w:] Laboratorium Teorii Ste-

rowania i Podstaw Automatyki. Praca zbiorowa pod redakcjg M. Btachuty, Skrypt
Politechniki Slaskiej nr 1851, Gliwice

. Btachuta M. (1994), Korekcja dyskretnych uktadow regulacji [w:j Laboratorium Teo-

rii Sterowania i Podstaw Automatyki. Praca zbiorowa pod redakcjg M. Blachuty,
Skrypt Politechniki Slaskiej nr 1851, Gliwice

. Clarke D. W. (1984), Self-tuning control of nonminimum phase systems, Automatica,

vol. 20, pp. 501-517

. D’Azzo J. D. and C. H. Houpis C.H., Linear Control System Analysis and Design,

Conventional and Modem, McGraw-Hill

. Franklin G. F. and J. D Powell (1980), Digital Control of Dynamic Systems,

Addison-Wesley

. Franklin G. F., J. D Powell, and A. Emami-Naeini (1991), Feedback Control of

Dynamic Systems, Addison-Wesley

Franklin G. F., J. D Powell, and M. L. Workman (1990), Digital Control of Dynamic
Systems, Addison-Wesley

Goodwin G. C., C. Lozano-Leal, Mayne D. Q. and R.H. Middleton (1986), Rapproch-
ment between continuous and discrete model reference adaptive control, Automatica,
vol. 22, pp. 199-207

Hersh M. A. (1993), The zeros and poles of delta operator system, Int. J. Control,
vol 57, pp. 557-575

Houpis C. H., G. B. Lamont (1985), Digital Control Systems, McGraw-Hill
Isermann R. (1980) Digital Control Systems, Springer-Verlag

Jpry E. I. (1966), Theory and Applications of the z-Transform Method, Wiley
Kuo B. C. (1975), Automatic Control Systems, Prentice-Hall

Kuo B. C. (1970), Discrete-Data Control Systems, Prentice-Hall



118 M. Btachuta

17. Middleton R. H., and G.C. Goodwin (1990), Digital Estimation and Control: A
Unified Approach, Prentice-Hall

18. Phillips C. L. and H.T. Nagle (1990), Digital Control Systems Analysis and Design,
Prentice-Hall

19. Ragazzini J. R. and G.F. Franklin (1958), Sampled-Data Control Systems,
McGraw-Hill

20. Tustin A. (1947), A method of analyzing the behaviour of linear systems in terms
of time series, JIEE (London), vol. 94, pt IlIA, pp. 130-142

Recenzent: Prof. dr hab. inz. Jan Duda
AGH Krakow

Wptyneto do Redakcji dnia 28.11.1994

Abstract

A critical comparison of exact discrete-time description methods of continuoustime
systems with an extrapolator (Z, T and W transforms) and their application to the ana-
lysis and synthesis of control systems, particularly at high sampling rates and assuming
finite accuracy of calculations, is presented. The comparison has been performed taking
the simplicity, accuracy and efficiency into account. The problems of stability, and the
properties of root loci and frequency plots when using different descriptions are addres-
sed. The possibility of a far going simplification of the equivalent psedo-continuous-time
model, which results from the asymptotic properties of the W transform and is valid for
a wide range of sampling periods, is pointed out.



