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CZESC 2: APROKSYMACJE | MODELE W PRZESTRZENI STANU *

Streszczenie. Omdwiono relacje pomiedzy ptaszczyznami s,w, 7 oraz zwigzki
pomiedzy odpowiedzig czasowg uktadu dyskretnego i ciggtego - doktadng i wyni-
kajagca z aproksymacji wymiernych exp .sA. Nastepnie dokonano przegladu zna-
nych aproksymacji ciggtych uktadéw z ekstrapolatorem, podstaw tzw. metody
pseudociagtej oraz metod realizacji dyskretnej regulatoréw ciagtych bedacych jej
wynikiem. Omoéwiono metody realizacji cyfrowej rézniczkowania oraz cyfrowy al-
gorytm PID. Przedstawiono dyskretyzacje modeli w przestrzeni stanu dla modeli
korzystajacych z operatoréw g, 8, Aoraz transformacje pomiedzy r6znymi mode-
lami.

CONTINUOUS-TIME METHODS IN THE DIGITAL SYSTEMS DESIGN
PART 2: APPROXIMATIONS AND STATE-SPACE MODELS.

Summary. In the paper, the relationships between the a, w and 7 planes as
well as between the time responses of a discrete-time plant and a continuous-time
ones: an exact and the one that results from different rational approximations
of exp (sA) are discussed. Next an overview of known approximation methods
of continuous-time systems with an extrapolator is performed along with the
presentation of the so called pseudo-continuous-time method, being a result of
that approach. Methods of a digital realization of the differentiator and a digital
PID algorithm are discussed. Digitalization of the state-space continuous time
models using the operators g, 8 and Aas well as transformations between different
models are also studied.

*Wykonano w ramach projektu BW-j0j/RAul/96



120 M. Btachuta

1. Wprowadzenie

W czesci pierwszej oméwiono trzy podstawowe, teoretycznie réwnowazne, formy trans-
mitancji dyskretnej uktadu z ekstrapolatorem zerowego rzedu, zwigzane z transforma-
cjami Z, T oraz W. Zbadano ich wiasnosci graniczne przy okresie probkowania zmierza-
jacym do zera pokazujac, ze wspotczynniki transmitancji okre$lonych zaréwno na plasz-
czyznie 7, jak i u/ zmierzajg do wspotczynnikow transmitancji czesci ciggtej uktadu.
Rozwazania graniczne doprowadzity do sformutowania interesujacej aproksymacji trans-
mitancji dyskretnej na ptaszczyznie w, otrzymywanej przez prostg modyfikacje transmi-
tancji uktadu ciaggtego. Pokazano rowniez w prosty sposob, iz transmitancja okreslona na
ptaszczyznie z ulega degeneracji polegajacej na tym, ze jej wspotczynniki zmierzajg do
pewnych wartosci zaleznych jedynie od struktury transmitancji ciggtej (wzgledny rzad,
ilos¢ biegunéw zerowych).

Omowiono réwniez problem stabilnosci, whasnosci linii pierwiastkowych oraz charak-
terystyk czestotliwo$ciowych uktadéw dyskretnych dla wymienionych transformacji. Wy-
kazano, ze we wszystkich przypadkach transmitancje okreslone za pomocg transformacji

majg korzystniejsze wiasnosci od transmitancji okreslonych za pomocg transformacji
T, zwigzanej z operatorem S.

Nurtem dominujacym w literaturze sg jednak aproksymacje: uktadu dyskretnego ukta-
dem ciggtym lub uktadu ciggtego uktadem dyskretnym.

Przedmiotem tej pracy jest przeglad i uporzagdkowanie wynikdw znanych w literaturze,
okreslenie relacji pomiedzy réznymi formami opisu uktadéw regulacji dyskretnej w czasie
oraz prezentacja nowych wynikéw dotyczacych zwlaszcza transformacji W.

2. Ocena jakosci regulacji

2.1. Metody doktadne

Ocena przebiegéw regulacji jest na ogol zwigzana z posrednig oceng rozwigzan czaso-
wych, dokonywang na podstawie rozktadu biegunoéw lub zer i biegunéw uktadu regulacji.
W przypadku uktadéw stabilnych mozna méwi¢ o jakosci regulacji definiowanej w roz-
maity sposéb. W przypadku regulacji ciggtej prostym projektowym wskaznikiem jakosci
regulacji jest ’zapas stabilnosci’. W przypadku zastosowania metody linii pierwiastko-
wych moze on by¢ rozumiany jako potozenie pierwiastkow réwnania charakterystycznego
wzgledem granicy stabilnosci, bedacej osig jui na plaszczyznie s = a + ju> Uzyska-
nie odpowiedniego rozktadu pierwiastkdw wielomianu charakterystycznego jest réwniez
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celem niektérych metod bazujacych na opisie w przestrzeni stanu (np. Kailath, 1980;
Ackermann, 1985). W przypadku zastosowania metody charakterystyk czestotliwoscio-
wych zapas stabilnosci moze by¢ rozumiany jako zapas fazy, zapas modutu, maksimum
charakterystyki modutu uktadu zamknietego itp. Charakterystyke czestotliwosciowg w
przypadku ciggtym definiuje sie jako odwzorowanie osi juj dla —00 < w < 00 poprzez
transmitancje K{s).

Powyzsze metody sg dobrze znane wsrod inzynieréw i sg wyposazone w caly szereg
praktycznych narzedzi i wskazan projektowych (np. D’Azzo, Houpis, 1988; Kuo, 1975;
Franklin et al. 1991). Spos$réd nowszych metod syntezy uktadéw regulacji bazujacych na
pojeciu transmitancji nalezy wymieni¢ metody H°° (Francis, 1987) oraz IMC (Morari,
Zafiriou, 1989).

W przypadku regulacji dyskretnej problem ten jest bardziej ztozony. Przede wszystkim
nalezy dokona¢ rozrdznienia pomiedzy przebiegami w chwilach prébkowania i pomiedzy
nimi. Rozroznienie to jest szczegodlnie istotne dla zamknietych ukiadéw regulacji. Nie-
zaleznie od wyboru formy opisu uktadu zamknietego przebiegi w chwilach prébkowania
sg zalezne od pierwiastkéw réwnania charakterystycznego uktadu dyskretnego, podczas
gdy przebiegi pomiedzy chwilami prébkowania sg dodatkowo zalezne od pierwiastkow
rownania charakterystycznego obiektu ciggtego. W niniejszej pracy zajmujemy sie jedy-
nie przebiegami w chwilach probkowania. Okazuje sie jednak, ze pojecia teorii uktadéw
ciaglych majg istotne znaczenie réwniez dla przebiegéw w dyskretnych chwilach czasu.
Odpowiedz swobodng uktadu regulacji dyskretnej w czasie mozna przedstawi¢ w postaci:

yk==%c ™ ==xci(e”’A)k, (2.1)

=1 1=1

-

gdzie z-, 1= 1,2,... n sg pierwiastkami réwnania charakterystycznego uktadu dyskret-
nego, d - statymi zaleznymi od warunkéw poczatkowych, zas$

si =7 InZi i2°2)
sg pewnymi liczbami zespolonymi. Wartosci ¥k mozna - zgodnie ze wzorem (2.1) - trak-
towac jako probki y'(tk) pewnego, nie istniejacego w rzeczywistosci, sygnatu ciggtego
y“(t) w chwilach t = f* = kA. Nalezy tu podkresli¢, ze przy odpowiednio wysokiej cze-
stotliwosci probkowania w prawidtowo zaprojektowanym uktadzie regulacji dyskretnej
rzeczywisteprzebiegi wielkosci regulowanej y(t) nie odchylajasiezbytnio od Jest
oczywiste, ze przytakim postawieniu problemu pojecia jakosciuktadowciaggtych staja
sie w petni adekwatne dla uktadow dyskretnych.
W przypadku ptaszczyzny 7 odpowiedniki stopnia stabilnosci i stopnia oscylacyjnosci
przyjmuja posta¢ ztozonych krzywych, zaleznych dodatkowo od okresu prébkowania A.
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Wynika to z zaleznosci
z=c'A (2.3)

W przypadku wysokich czestotliwosci prébkowania krzywetemogaleze¢ bardzo bli-
sko okregu jednostkowego. Interesujace projektanta wartosci biegunoéw lezg wéwczas w
poblizu punktu z = 1, za$ istotna informacja projektowa jest zawarta dopiero na dalekich
miejscach po przecinku. Problem ten znika przy analizie uktadu na ptaszczyznie 7:

7—6 A 1,s="In(l -f7A). (2.4)

W przypadku wysokich czestotliwosci probkowania i matych warto$ci| sA | zachodzi
7 = s, dlatego interpretacja pierwiastkdw 7 jest zblizona do interpretacji s-. Nalezy
jednak podkreslié, ze Re (7,) <0, i = 1,2... n nie gwarantuje stabilno$ci uktadu.

Ze znacznie lepszg sytuacjag mamy do czynienia analizujgc rozktad pierwiastkow na
ptaszczyznie w. Dla dowolnych wartoSci A granica stabilnosci jest o$ Im(io), za$ przy-
blizenie w = s obowigzuje w szerszym zakresie wartosci | SA | niz na ptaszczyznie 7.
Wynika to z zaleznosci:

3_1,m 1, 11+ wA/2 2e'A- 1

A AM s i = TR ¢
Powyzsze cechy transformacji W powoduja, Ze jest onajednym z wazniejszych narzedzi
analizy i projektowania impulsowych ukfadéw regulacji za pomocg metod stosowanych
do uktadéw ciaggtych. Jako przyktady takich metod mozna wymieni¢ metody czestotliwo-
$ciowe oraz metody rozktadu pierwiastkow i linii pierwiastkowych. Nalezy podkredli¢, ze
przedstawione tu odwzorowania W, T i Z stanowig rownowazne pod wzgledem matema-
tycznym formy opisu uktadu dyskretnego. Réznice miedzy nimi polegajg na dokladnosci
reprezentacji parametrow za pomocg arytmetyki zmiennoprzecinkowej oraz tatwosci in-
terpretacji wynikow przez projektanta. Regulatory uzyskane w wyniku projektowania
na ptaszczyznie 7 lub plaszczyznie w sg regulatorami dyskretnymi w czasie i moga by¢
zrealizowane w formie réwnania réznicowego po powrocie na ptaszczyzne z i uzyciu ope-
ratora przesuniecia g lub w formie réwnania stanu z uzyciem operatora q albo operatora
6. Zgadnienia zwigzane z opisem w przestrzeni stanu sg omowione w p. 4.5.

2.2. Aproksymacje ciaggle transmitancji dyskretnej

Transmitancja dyskretna, bedaca funkcjg wymierng zmiennej z, wyrazona jako funk-
cja zmiennej s jest, ze wzgledu na zwigzek z = esA, funkcjg niewymierng. W celu wyko-
rzystania teorii ciggtych uktadéw regulacji o transmitancjach wymiernych dokonuje sie
wymiernego przyblizenia wyrazenia z = gjA.
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Z prostego rozwiniecia w szereg MacLaurina i pozostawieniu wyrazéw liniowych mamy:
z=e¢AEf 1+ sA. (2.6)

Z kolei z przyblizenia z —e”A za pomocg wzoru Pade otrzymuje sie:

14 i—
Z=¢A= 1 5+ (2-7)

Podstawienie kazdego z tych wyrazen do transmitancji dyskretnej prowadzi do pewnej
transmitancji ciggtej aproksymujgcej uktad dyskretny. Formalnie pierwsze z tych rozwi-
nie¢ przypomina odwzorowanie na ptaszczyzne 7 , za$ drugie na ptaszczyzne w. Stwarza to
szeroko rozpowszechnione, lecz btedne przekonanie, iz projektowanie na ptaszczyznie w i
7 ma charakter przyblizony ijest stuszne jedynie dla odpowiednio wysokich czestotliwosci
probkowania. Istotna réznica polega na tym, iz obecnie s jest traktowane jak zmienna w
transformacji Laplace’a, za$ uzyskana transmitancja jest transmitancjg uktadu ciggtego.

Warunkiem stabilnosci jest obecnie Re(s,) < 0, i = 1,2,...n, za$ charakterystyke
czestotliwosciowg uzyskuje sie poprzez podstawienie s —jw. Jest oczywiste, ze obliczone
w ten sposdb charakterystyki czestotliwosciowe réznig sie od charakterystyk doktadnych.
Dotyczy to charakterystyk Bodego dla obydwu aproksymacji oraz charakterystyk Ny-
guista dla pierwszej z nich. Istotng zaletg aproksymacji Pade jest to, ze zachowuje ona
wszelkie pozytywne cechy transformacji W. W szczeg6lnosci zachowuje sie ksztatt cha-
rakterystyk czestotliwosciowych na ptaszczyznie Nyaguista oraz warunki stabilnosci. Na-
tomiast uzycie warunku Re(s;) < 0jako warunku stabilno$ci w przypadku aproksymacji
(2.6) moze da¢ wyniki btedne.

Odpowiedz czasowg uktadu dyskretnego aproksymujemy obecnie odpowiedzig uktadu
ciaggtego:

yk=t C ik=1ici(eM)k (2.8)
=ik =
Dla wartosci | s,A |<C 1 zachodzi:

(2.9)

Zalezno$¢ (2.9) uzasadnia stosowanie niektérych kryteriow jako$ci wihasciwych dla
uktadéw ciagtych réwniez dla uktadéw dyskretnych. Oznacza to, ze wskazania projek-
towe dotyczace np. maksimum modutu charakterystyki nadazania i oparte na jej zwigzku
z cechami odpowiedzi skokowej uktadu ciggtego mozna przenie$¢ na uktady dyskretne,
oczekujac np. takich samych przeregulowan przy takich samych wartosciach maksymal-
nych charakterystyk czestotliwosciowych. Warto podkresli¢, ze w przypadku zastosowania
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aproksymacji Pade warto$ci maksymalne obydwu charakterystyk czestotliwosciowych -
doktadnej i przyblizonej - nie réznig sie bez wzgledu na warto$¢ okresu probkowania.
Zmianie - tym mniejszej im okres prébkowania jest krotszy - podlega jedynie wartosé
pulsacji rezonansowe;j.

3. Podejscie pseudociagte

3.1. Aproksymacja ciggta uktadu z ekstrapolatorem

W literaturze znane sa réwniez inne, znacznie prostsze metody aproksymacji ukta-
dow dyskretnych uktadami ciggtymi. Polegaja one na prostej, multiptikatywnej korekcji
transmitancji ciggtej obiektu regulacji K(s). Czton korygujacy uzyskuje sie w wyniku
aproksymacji ekstrapolatora za pomocg pewnej transmitancji wigzacej sygnat wyjsciowy
ckstrapolatora z jego wejsciem ciggtym.

Rozwazmy schemat zastepczy uktadu z ekstrapolatorem zerowego rzedu przedstawiony

na rys. 1.
u(o Vi) L A M
Rys. 1. Uktad z ekstrapolatorem zerowego rzedu
Fig. 1. System with a zero-order hotd
Oznaczmy transformate Fouriera sygnatu v(t) poprzez Woéwczas transformatg

Fouriera ciagu impulséw v'(t) bedzie (np. Kuo, 1970; Astrom, Wittenmark, 1984):

v¥O'w) = - £ Flj(u. + iW)],W = 2w/A. 3.1
A Fe—>
Zaktadajac, zc wyzsze harmoniczne zawarte w sygnale v*(t) bedg ttumione przez
transmitancje:

A',(s) = — — A'(s), (3.2)
mozna w przyblizeniu ograniczy¢ sie do pierwszej harmonicznej sygnatu V’(t). Odpo-
wiada to przyjeciu za transmitancje impulsatora idealnego wartosci 1/A.

W konsekwencji transmitancjg charakteryzujgcg obiekt z ekstrapolatorem dla pierw-
szej harmonicznej bedzie:

)
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Transmitancja (3.3) jest niewymierna i niekiedy korzystnie jest aproksymowac jg trans-
mitancjg wymierng. W przypadku aproksymacji op6znienia trzema wyrazami szeregu
MacLaurina uzyskuje sie (Astrom, Wittenmark, 1984):

JT(s) = (I-s])/f(s), (3.4)

za$ w przypadku zastosowania aproksymacji Pade pierwszego rzedu (Kuo, 1970, Franklin
et al., 1991):

™ = TTEKK"- <35>
Zaletg aproksymacji (3.4) jest to, ze nie zwieksza ona rzedu uktadu i jest zgodna z
przyblizeniem
*H S (1-»h)*e(*) U,, (3-6)
stosowanym dla syntezy regulatora na ptaszczyznie w. Jej nieminimalnofazowo$¢ moze
sie natomiast okaza¢ wadg. Aproksymacja (3.5) jest doktadniejsza i nie wnosi niemini-
malnofazowosci; ceng jest zwiekszenie rzedu uktadu o 1.
W literaturze (Astrom, Wittenmark, 1989; Isermann, 1980) spotyka sie przyblizanie
ekstrapolatora transmitancjg Woéweczas zastepcza transmitancja K'(s) zespotu
ekstrapolator-obiekt jest okreslona wzorem:

K'(s) = e - &7K(a). (3.7)

Nie posiada ona zadnychistotnych zalet w poréwnaniu z(3.4)-(3.6).Mozna zauwazy¢,
ze (3.4) mozeby¢ réwniez traktowane jako przyblizenie (3.8) zapomocg dwu wyrazéw
rozwiniecia MacLaurina.

3.2. Aproksymacja dyskretna transmitancji uktadu ciggtego

Stosujac podejscie pseudociggle wybiera sie jedna z oméwionych w poprzednim punk-
cie metod modyfikacji obiektu ciggtego, a nastepnie dokonuje sie syntezy regulatora cig-
gtego. Zgodnie z przyjeta filozofig sygnat wyjsciowy tego regulatora winien by¢ probko-
wany i, po przetworzeniu przez ekstrapolator, wprowadzany jako sygnat regulujacy na
wejscie obiektu ciggtego o transmitancji K (s).

Jednakze istotg stosowania regulacji cyfrowej jest realizacja algorytmu sterowania w
postaci cyfrowej. Pojawia sie zatem problem aproksymacji algorytmu ciggtego algoryt-
mem dyskretnym.

Realizacje dyskretng otrzymuje sie w najprostszym przypadku, podstawiajgc w miej-
sce s~*,j = 1,2,... n w algorytmie ciggtym R(s) odpowiednig realizacje dyskretng ope-
ratora catkowania rzedu j, wyrazong poprzez zmienng 'z\ otrzymujgc algorytm R’(2).
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Postepowanie to jest stuszne dla transmitancji R(s) wiasciwych, tzn. takich, w ktérych
stopien licznika jest nie wiekszy od stopnia mianownika. W transmitancjach regulatoréw
stopien licznika jest na og6l rowny stopniowi mianownika.

Metody dyskretnych aproksymacji ukfadéw ciggtych sa burzliwie rozwijajacym sie
dziatem teorii przetwarzania sygnatow i teorii sterowania (np. Kowalczuk, 1993).

W niniejszym punkcie zajmiemy sie prostymi metodami bazujgcymi na aproksymacji
dyskretnej operacji catkowania, kompatybilnymi z operatorami 6 i A

W najprostszym przypadku warto$¢ catki mozna przyblizy¢ powierzchnig prostokatow
utworzonych poprzez dyskretne wartosci funkcji. Dla tego przypadku zalezno$¢ pomiedzy
sygnatem wyjsciowym i wejsciowym integratora cyfrowego bedzie miata posta¢ wzoru
rekurencyjnego

y(iA + A) = y(iA) + Ax(iA). (3.8)

Zapisujac (3.8) w postaci:
«(@A) = Y(IA+AN ~IGA) = Sy(iA) (3.9

widaé, ze integrator ten jest operatorem odwrotnym w stosunku do operatora S.
Stosujgc transformacje Z, dostaje sie transmitancje dyskretng tego integratora w po-
staci

“ = — . (3-10)
Jest oczywiste, ze

Ki(T)= = (3.11)

Jesli wartos¢ catki przyblizy¢ powierzchnig utworzong przez tamang tgczaca kolejne
dyskretne warto$ci funkcji, to réwnanie réznicowe wigzace sygnat wyjsciowy i wejsciowy
cztonu catkujgcego bedzie postaci:

y(tA + A) = y(iA) + A[z(iIA + A) + z(t'A)]/2. (3.12)
Rownanie (3.12), zwane regulg trapezow, definiuje jednocze$nie operator A Tustina .
Ay(iA) = x(iA). (3.13)

Stad transmitancja dyskretng na ptaszczyznie z jest:

r/. Az+1l Al+ z-1
Z¥731 “1137T =m (3-n)

Jest oczywiste, ze
Ki{w) = (3.15)
w
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Oprocz przedstawionych istnieje wiele réznych dyskretnych aproksymacji operatora
catkowania charakteryzujacych sie matymi lub zerowymi btedami w odniesieniu do pew-
nych specjalnych funkcji. Na przyktad reguta trapezéw (3.12) daje zerowy btad catko-
wania dla funkcji bedacej tamang, za$ reguta Simpsona daje zerowy biad dla funkc;ji
sklejanej drugiego rzedu. Innymi znanymi metodami sg tzw. formy z Boxa-Thalera oraz
Madweda(np. Kowalczuk, 1993). Ich zastosowanie nie jest jednak powszechne.

Obecnie przesledzimy aproksymacje transmitancji ciggtej transmitancjg dyskretna za
pomocg przyblizenia catkowania regutg trapezéw (3.14). Jest ona zgodna z transformacjg
biliniowa i w zwigzku z tym oprécz niewatpliwej prostoty posiada wiele zalet. Zasadniczg
zaletg jest zachowanie stabilnosci uktadu zamknietego po dyskretyzacji regulatora.

Zauwazmy, ze dla transmitancji pierwszego rzedu

I<of3) = itT T (3°16)
po podstawieniu
mamy
(3-18)
gdzie
<r = Ii Z ET (3.i9)

Zatézmy, ze transmitancja obiektu ciggtego jest okreslona wzorem:
K(-i  nEi(jT(+i) a N
KW *“ n;=.pr,+i)“ S»T,+1i' (3'20)
gdzien > m oraz T; » 7) dlai j.
Dokonujac podstawienia (3.12) mamy:
, Z+ 1™h | -di z+1 biz"-1+... +bh 22 + & x /on,,
H{Z) = ~ 2 2 >»+diz"-'+... +tan_ 1z +a;’ (321)
Przedstawiony wynik pokazuje strukture H'(z). Algorytm otrzymywaniaH’(z) nie wy-
maga dokonywania rozktadu na utamki proste i polega na prostym podstawieniu:

= )e (3-22)

Bardzo istotng zaletg tej aproksymaciji jest identyczno$¢ charakterystyk Nyguista ory-
ginatu ciggtego i aproksymacji dyskretnej. Dzieki temu dyskretyzacja regulatora nie po-
cigga za sobg koniecznosci jego przeprojektowania. Konsekwencja odksztatcenia skali pul-
sacji (zwiaszcza dla pulsacji wyzszych) na charakterystykach Bodego jest odksztatcenie
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przebiegéw czasowych, zwlaszcza w ich poczatkowych fragmentach. Przy odpowiednio
wysokich czestotliwosciach probkowania fragmenty te praktycznie nie obejmujg chwil
czasu odpowiadajgcych przeregulowaniom i dalszych. Dzigki temu czasy regulacji takze
nie ulegajg zmianie.

Opisana metodyka moze by¢ réwniez uzyta do przyblizonego wyznaczania transmitan-
cji dyskretnej uktadu z ekstrapolatorem (Janiszowski, 1993). Przypomnijmy, ze doktadna
transmitancja dyskretna uktadu z ekstrapolatorem zerowego rzedu jest okreslona wzorem:

HO{Z) = I ii, d= e~*T. (3.23)

Z (3.19) widac, ze d’ jest aproksymacjg Padego wielkosci d. Dla matych wartosci A/T
zachodzi d* =i d, zatem na podstawie (3.20):

H\z) S Zy -H(2), (3.24)

gdzie H(z) jest doktadng transmitancjg dyskretng uktadu o transmitancji K(s) z eks-
trapolatorem zerowego rzedu. W zwigzku z tym dla przyblizonej transmitancji Hj{z)
otrzymanej w wyniku transformacji Tustina ze wzoru (3.24) wynika formuta:

H{z) & He(z) = - A ~H\2). (3.25)

Dla oceny doktadno$ci aproksymacji w tabelach 1, 2 zamieszczono wartosci doktadne

d oraz otrzymane w oparciu o (3.19).

Tabela 1

AIT 0.1 0.2. 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
d 0.9048 0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4066 0.3679

Tabela 2

AIT 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
dr 0.9048 0.8182 0.7391 0.6667 0.6000 0.5385 0.4815 0.4285 0.3793 0.3333

Jak widac¢ z (3.23), w przypadku A —0 pojawiaja sie takie same problemy graniczne
jak w przypadku dokfadnej transmitancji dyskretnej.
Problemy te moga by¢ rozwigzane za pomocg operatora 6 lub transformacji P. Mozliwe
sg tu dwa rozwigzania:
J*(7) = H\z) [I=1+ (3.26)
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H(-y) = I<(s) U /1+a « (3.27)

Drugie z tych rozwigzan jest zaréwno doktadniejsze (nie wymaga tworzenia wrazliwej
na bledy zaokraglen reprezentacji jak i mniej pracochtonne.

3.3. Poréwnanie niektorych aproksymacji

W przypadku projektowania regulatora dyskretnego metodami czasu ciagtego na plasz-
czyznie w otrzymuje sie, w przeciwienstwie do metody pseudociaglej, jego doktadng trans-
mitancje dyskretng. Mozna jednakze zauwazy¢, ze przyjmujagc w metodzie doktadnej
aproksymacje transmitancji dyskretnej okre$long wzorem (3.6) oraz wybierajac aprok-
symacje (3.4) transmitancji obiektu z ekstrapolatorem w metodzie pseudociggtej, a na-
stepnie dyskretyzujgc wyznaczong transmitancje regulatora otrzymuje sie ten sam wynik,
przy zatozeniu, iz zastosowano te samg metode syntezy regulatora. Wskazuje to na nie-
znaczne réznice pomiedzy roznymi metodami, zwhaszcza przy wysokich czestotliwosciach
prébkowania.

3.4. Dyskretna aproksymacja rézniczkowania

W przypadku transmitancji niewtasciwych, jak np. transmitancji idealnego regulatora
PID, pojawia sie problem dyskretnej realizacji rozniczkowania. Odwrdcenie realizacji cy-
frowej operatora catkowania na ogo6t nie prowadzi do uzyskania stabilnej realizacji ope-
ratora rézniczkowania. Na przyktad operator (3.17) odwrotny do (3.14) posiada biegun
z = —1 i daje na wyjsciu niegasnace oscylacje.

W najprostszym przypadku pochodng funkcji x(t) w chwili ;A mozemy przyblizy¢
ilorazem réznicowym:

X (IA) = -i— "= A . (3.28)
W zwigzku z tym sygnat wyjsciowy y(iA) najprostszego dyskretnego elementu réznicz-

kujacego bedzie okreslony rdwnaniem réznicowym:

(3.29)

za$ transmitancja najprostszego filtru rézniczkujacego jest stabilng odwrotnoscia (3.10)
i ma postac:

= (3.30)

tatwo zauwazyé, ze przy A —*0 zachodzi Hd(cs6") —»s.
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Jesli wymagana jest wyzsza jako$¢ rézniczkowania przy danym okresie prébkowania
A, wowczas mozna zastosowac bardziej ztozony algorytm okreslony transmitancja:

(3.31)
N*g K

lub
Hd(z) = (1 + 3z-1 —3z-2 —z-3)/6. (3.32)

Nalezy podkresli¢, ze w przeciwienstwie do algorytmoéw catkowania doktadnos¢ algo-
rytmow rézniczkowania numerycznego jest bardzo silnie zalezna od czestotliwosci prob-
kowania.

3.5. Cyfrowy regulator PID

Jako jedng, z mozliwych prostych realizacji cyfrowych regulatora PID mozna przyjac
uktad o transmitancji dyskretnej

+ (3.33)

Zastosowanie transformacji W prowadzi do:

Jak widaé, transmitancja regulatora na ptaszczyznie W odpowiada dosy¢ doktadnie
idealnej transmitancji regulatora PID z wyjatkiem inercji w sktadowej rézniczkujace;j.
Charakterystyki Bodego regulatora dyskretnego (3.34) i analogicznego ciggtego (tzn.
otrzymanego po podstawieniu s w miejsce w) wykazujg oczywiscie rozbieznosci wzra-
stajgce w miare zblizania sie do wartosci granicznej pulsacji wA = ¥.

Jak sie okazuje, stata czasowa A/2 w (3.34) na ogdt ogranicza skuteczno$¢ czesci roz-
niczkujacej regulatora dla czestotliwosci probkowania, przy ktorych regulator dyskretny
P lub PI daje rezultaty niewiele gorsze od analogicznego ciggtego. Efektywnos$¢ skia-
dowej rozniczkujacej wzrasta dopiero przy zastosowaniu bardzo wysokich czestotliwosci
probkowania.

W praktycznych realizacjach czesto stosuje sie aproksymacje dyskretng regulatora z
filtracjg pochodnej (Astrom, Wittenmark, 1984, Isermann, 1985). Szerokie omowienie
problematyki realizacji dyskretnej regulatora PID mozna znalezé w pracy Kowalczuka
(1989).
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4. Modele w przestrzeni stanu

Modele w przestrzeni stanu moga stanowi¢ opis pierwotny uktadu dynamicznego, by¢
konstruowane na podstawie transmitancji badz tez moga stanowi¢ postacie posrednie w
algorytmach obliczajacych transformacje pomiedzy r6znymi formami opisu (Rostgaard
et al, 1993).

4.1. Opis obiektu ciggtego
Niech obiekt regulacji bedzie opisany uktadem réwnan stanu:

¢ (i) = Ax(t) + bu(t), 4.1)

y(t) = éx(t), 4.2)

gdzie x jest n-wymiarowym wektorem stanu, A jest macierzg n x n, za$ 6 i ¢ sg wekto-
rami n wymiarowymi. W dalszym ciggu bedziemy zaktadali, ze obiekt regulacji zapisany
réwnaniami (4.1), (4.2) jest zaréwno sterowalny jak i obserwowalny. Poddajgc rownania
(4.1), (4.2) transformacji C Laplace’a mozna wyznaczy¢ transmitancje dyskretng K(s).

K(s) = ¢(sl - A)-16 = (4.3)

Z kolei dysponujac opisem (4.3) mozna z tatwoscig utworzy¢ model (4.1)-(4.2), np. na
podstawie jednej z postaci kanoniczych (Ackermann, 1972).

4.2. Operator przesuniecia g i transformacja Z

Bioragc pod uwage fakt, ze w przypadku ekstrapolatora zerowego rzedu sterowanie jest
pomiedzy momentami prébkowania i; i i,+i funkcjg stala:

u(t) = u(/; + oj = u- dla0<a<A,i,=¢{A,¢=1,2,..., 4.4)
otrzymuje sie rownanie roznicowe obowigzujace dla dyskretnychmomentéw probkowania
*i4H = + gui, (4.5)
y{= éx{ (4.6)
Pomiedzy opisem dyskretnym a ciggtym zachodzg nastepujace zwigzki:
F = eAA 4.7

:r eArbdr (4.8)
Jo
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Algorytmy numeryczne do wyznaczania jF i g s3 omowione w pracach (Grace et al., 1992;
Thompson, 1989).
Rownanie (4.5) mozna rowniez zapisa¢ za pomocg operatora przesuniecia Q:

gxi = Fxi+gui, (4.9)

co prowadzi do opisu wejsciowo-wyjsciowego:

Aq)yi = B(g)ui, (4.10)

gdzie
A(e) = det(el- F) = gn+algn~1+ ... +an, (4.11)
B(q) =c'adj (ql —F)g = ¢i?"-1-f... + 6,. (4.12)

Transmitancja dyskretna H(z) jest okreslona zaleznoscia:
H(z) =¢(zl - F)-"g=" (4.13)

Algorytmy numeryczne do wyznaczania transmitancji na podstawie opisu w prze-
strzeni stanu omowiono obszernie w pracach Grace et al., 1992; Thompson, 1989.

Wprowadzenie macierzy fi:

n ={¢£ = i+%@a)+ ¢ (N)2+ees (4-14)
pozwala na wyrazenie zardwno F, jak i g poprzez /?:

F—1 + i?AA, (4.15)

g = i75A. (4.16)

Rownanie (4.14) definiujgce macierz fl jest poprawne numerycznie i moze by¢ uzyte
do jej numerycznego wyznaczania. Mozna z tatwoscig sprawdzi¢, ze

im <= 0. \(/4.17)

Wynik ten wskazuje na degeneracje opisu (4.5), (4.6) dla wysokich czestotliwosci préb-
kowania.
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4.3. Opis za pomocg operatora &

Operator 6, bedacy w istocie operatorem ilorazuréznicowego,wyraza sie poprzez
operator q nastepujgco (Goodwinet al., 1986; Middleton, Goodwin, 1990):

6=gn-. (4.18)

Wprowadzajgc ten operator do réwnan (4.5)-(4.6) otrzymujemy:

Sxi — A x {-f buj, (4-19)
XiH = Xi + 6xiA, (4-20)
Vi=¢éxi, (4.21)
przy czym:
A= - =iiA, b=~ =fib. (4.22)
A A
Nietrudno sprawdzi¢, ze
limA =A, limb=h. (4.23)
A—O A—O0

Widaé zatem, ze przy wzroscie czestotliwosci prébkowania rownanie (4.19) nie dege-
neruje sie i dgzy w granicy do réwnania rézniczkowego (4.1).

Rownania (4.19)-(4.21) moga zosta¢ uzyte do symulacji uktadu z ekstrapolatorem dla
dowolnie szerokiego zakresu czestotliwosci prébkowania. Wedtug Middletona i Goodwina
(1990) przy wysokich czestotliwosciach probkowania btad zaokragleA moze by¢ o rzad
mniejszy niz w przypadku zastosowania réwnan (4.5)-(4.6).

Opis w dziedzinie operatora $moze by¢ rowniez zastosowany do réwnan dyskretnych,
aproksymujacych regulator cigglty. Problem ten omawia sie w punkcie 4.6.

Podobnie jak uprzednio, na podstawie (4.19)-(4.21) mozna napisa¢ rdéwnania

wejsciowo-wyj Sciowe

A[6)yi = ¢(fi)ui, (4-24)
A{6) = det(Ol —A) = 6"+ aj6""1+ ... + 5, (4.25)
B{6) = c'adj (61 —A)= 6i6n-1+... + &, (4.26)

Podobnie, przyjmujac zmienng zespolong 7, mozna dokona¢ transformacji P réwnan
(4.19),(4.21) otrzymujgc transmitancje:

kA) =cfnl-A)~rb ="\, (4.27)

Formuta (4.27) wraz z (4.22)-(4.23) moze by¢ uwazana za efektywng i doktadng metode
znajdowania transmitancji /~(y) na podstawie K(s).
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4.4. Operator Tustina i przeksztatcenie W

Operator Tustina Ajest zdefiniowany poprzez operator g nastepujaco:

24q-1 4.28
Ag+l (4.28)
Zalezno$¢
M= U (4.29)
nalezy traktowac jako symboliczny zapis operacji:
¢(F¢+l - Xi) = i(uiti + u,). (4.30)
Oczywiscie, operator przesuniecia g mozna wyrazi¢ poprzez operator A
?2=(i+y A)i- | a). (4.31)
Po podstawieniu (4.31) do (4.5) mamy:
(x+ yA)*- = (1 -y A)(Fx-+gm), (4.32)
Vi = c'X,. (4.33)
Wprowadzajgc zmienng stanu
x{=x, + (F + 1)~lguit (4.34)
po przeksztatceniach dostaje sie nastepujacy uktad réwnan:
Vi = ¢ii -fdui, (4.35)
Xii = Aii + bui, (4.36)
przy czym
A = i (F+tr F-i), (4.37)
b = y(F -f)~2, (4.38)
d = —<'(FAil~1. (4.39)

Roéwnania (4.37)-(4.39) sa dla matych warto$ci A wrazliwe na btedy zaokraglen, Biorac
pod uwage (4.22) mozna je napisa¢ w postaci poprawnej numerycznie:

A {1+jOA~NA, (4.40)

b = {1+ 7~i2A)-2{1 + AfJA)nb, (4.41)
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d=¢{I+"nA)~17b. (4.42)
Biorgc pod uwage (4.15), (4.16) widac, ze
limA —A,limb =6, limd=0. (4-43)
A-.0 A—0 A-tO

Podobnie jak uprzednio réwnanie wejsciowo-wyjsciowe mozna napisa¢ w kategoriach
operatora A

A{X)yt = B{X)ui, (4.44)

gazie:
A(A) = det(A/-A) = An+ alA'-1+ ... +an, (4.45)
B{A = tfadj{XI- A)b=bIXn~1+ ... +bn. (4.46)

Transmitancja dyskretna K(w) jest okres$lona jako:

l<(w) = ¢{wl - A)~Ib (4.47)

= A{w)

Powyzsza formuta, wraz z (4.40)-(4.42) i (4.22)-(4.23), prowadzi do efektywnego i
dokfadnego algorytmu wyznaczania /?(w).

Whbrew niekiedy prezentowanym opiniom (Rostgaard et al., 1993), operator A moze
by¢ tatwo zrealizowany na drodze cyfrowej (Wegrzyn, 1972) tak, ze rownania (4.35)-(4.36)
moga by¢ wykorzystane bezposrednio do obliczen rekurencyjnych.

Jednakze, poniewaz operator Ajest operatorem bardziej ztozonym od operatoréw q i
6, ze wzgledu na prostote obliczen nieco korzystniej jest stosowa¢ do tego celu zapis z
operatorem 6. W zwigzku z tym potrzebne sg relacje wigzagce parametry opisu z uzyciem
operatora S z parametrami opisu z uzyciem operatora A

45. Konstrukcja modelu w dziedzinie Cna podstawie modelu w dziedzinie A

Zatézmy, ze synteze regulatora przeprowadzono na ptaszczyznie W. W celu realizacji
regulatora wygodnie jest zapisa¢ jego réwnania w dziedzinie operatora 8. Podstawiajac
zalezno$¢ pomiedzy operatorami Ai 8:

A-TTH]j '4'48>

do réwnan (4.35)-(4.36) otrzymamy nastepujace zwiazki charakteryzujace reprezentacje
(4.19)-(4.21), wykorzystujacg operator 6:

A = (I-"A)-'A, (4.49)
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b = (I-~A)~"b, (4.50)

i d+c'(1-"A)~"fb. (4.51)

Zapewniaja one zachowanie wysokiej doktadnosci obliczen nawet w przypadku wysokiej
czestotliwosci probkowania.

4.6. Aproksymacje dyskretne uktadu ciggtego

Niniejszy punkt zawiera ujecie p.3.2 dla opisu w przestrzenistanu. Jegogtéwnym za-
stosowaniem jest realizacja dyskretna regulatoréw ciagtych, ktérych réwnania sg zapisane
jako rownania stanu. Réwnania te mogg stanowi¢ albo realizacje minimalna transmitan-
cji regulatora otrzymanego za pomocg metod klasycznych, albo tez mogg by¢ wynikiem
syntezy dokonanej bezpo$rednio w przestrzeni stanu. Przyjmijmy, ze rownaniami uktadu
ciggtego sg:

(i) = Ax(i) + bu(t), (4-52)
y(t) = ¢x(t) + du(t). (4.53)
Przyblizenie dyskretne za pomocg operatora A ma postac:

Axj = Axi + bui, (4.54)

yi = c¢'xi + dui, (4.55)

Rownania (4.54)-(4.55) moga by¢ bezposrednio wykorzystane do obliczen rekurencyjnych
wykorzystujac cyfrowg realizacje operatora A

Mozliwe sg jednakzerozwigzania alternatywne korzystajgcez operatordw q oraz %

Korzystajac  z definicjioperatora A otrzymuje sie nastepujaca reprezentacje réwnania

(4.54):
= il+y A*+ 8 LUu+H+“0O (4-56)
yi = €xi + dui (4.57)

Wprowadzajac nowg zmienng stanu z,
Zi={J-jA)xi - y 6u, (4.58)
uzyskuje sie uktad réwnan dyskretnych:

zi+j = A"Zi + b’ui, (4.59)
cmzi + d’ui, (4.60)

yi
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gdzie:
A* =(J+yA)M, (4.61)
b* = MbA, (4.62)
¢t =Mr'c, (4.63)
¢ =d+EMbE (4.64)
oraz
M =(J-]A)"L (4.65)
Poniewaz
lim A* =/, oraz limb’ -0, (4.66)
A—o a—o %
wiec korzystniejsze whasnosci numeryczne bedzie posiadata realizacja oparta na operato-
rze 8:
th = ¢“z-+d'm, (4-67)
8zi = A z-+ 6 u- (4.68)
ziti = z,-(-5z,A, (4.69)
gdzie
A* = MA, b =Mb, € =c*d*=*d. (4.70)
Obecnie
lim A = Aoraz limb = 6. (4.71)
A—0 A—O0 v

5. Podsumowanie

W artykule oméwiono relacje pomiedzy ptaszczyznami z, w, 7 oraz zwigzki pomiedzy
odpowiedzig czasowg uktadu dyskretnego i ciggtego - doktadng i wynikajacg z aprok-
symacji wymiernych e’A. Nastepnie dokonano przegladu znanych aproksymacji ciggtych
uktadow z ekstrapolatorem, podstaw tzw. metody pseudociagtej oraz metod realizacji
dyskretnej regulatoréw ciggtych bedacych jej wynikiem. Omoéwiono metody realizacji cy-
frowej rozniczkowania oraz cyfrowy algorytm PID. Wykazano, ze metoda pseudociagia,
przy wyborze jednej z aproksymacji obiektu z ekstrapolatorem i dyskretyzacji regulatora
zapomocg operatora Tustina, daje ten sam wynik co metoda doktadna przy zastosowaniu
pewnej aproksymacji transmitancji /i(to), wprowadzonej w czesci pierwszej. Przeprowa-
dzono szerokg dyskusje modeli w przestrzeni stanu, ich dyskretyzacji dla operatoréw g,
8, A oraz transformacji pomiedzy r6znymi formami opisu. Modele te mogg by¢ uzyte
zardwno do numerycznego wyznaczania transmitancji dyskretnych, projektowania regu-
latoréw, jak réwniez do ich realizacji i symulacji uktadu regulacji
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Abstract

In the paper, the relationships between the s, w and 7 planes as well as between the
time responses of a discrete-time plant and a continuous-time ones: an exact and the one
that results from different rational approximations of exp(sA) are discussed. Next an ove-
rview of known approximation methods of continuous-time systems with an extrapolator
is performed along with the presentation of the so called pseudo-continuous-time method,
being a result of that approach. Methods of a digital realization of the differentiator and
a digital PID algorithm are discussed. Digitalization of the state-space continuous time
models using the operators g, Sand Aas well as transformations between different models
are also studied.



