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IDENTYFIKACJA STRUKTURY METODA GRAMA-SCHMIDTA NIELINIOWYCH
MODELI CIAGOW CZASOWYCH

Streszczenie. Zagadnienie identyfikacji struktury modeli nieliniowych, ze wzgledu na duza
ztozono$¢ i r6znorodno$¢ modeli, napotyka na wiele probleméw. Dla modeli liniowych wzgle-
dem parametréw czesto wykorzystuje sie metody dobrze znane i opracowane dla modeli linio-
wych.

W niniejszej pracy zastosowano do identyfikacji nieliniowych modeli sygnatéw losowych
NARMA algorytm identyfikacji metoda najmniejszych kwadratéw, oparty na ortogonalnej
dekompozycjii macierzy regresji metoda Grama-Schmidta i uzupetniong o algorytm jednoczes-
nego doboru optymalnej struktury. Procedure te zastosowano do jednoczesnej estymacji para-
metréw i wyboru struktury modeli biliniowych.

STRUCTURE IDENTIFICATION OF NONLINEAR TIME SERIES MODELS USING
GRAM-SCHMIDT METHOD

Summary. ldentification algorithm based on classical Gram-Schmidt transformation which
combines structure determination and parameter estimation is reviewed. This algorithm is
extended for a class of discrete-time non-linear time series which polynominal models are linear
in the parameters. Structure identification algorithm is then applied for bilinear time series.

1. Wstep

W Swiecie rzeczywistym mozemy spotka¢ sygnaty, do opisu ktérych modele liniowe sa nie-
wystarczajace. Stosujemy woéwczas modele nieliniowe. Metody stosowane do identyfikacji
modeli nieliniowych zaktadajg znajomos¢ struktury modelu a’ priori. Jednak struktura modelu
jest zazwyczaj nieznana i zachodzi konieczno$¢ doboru adekwatnej struktury modelu.

Algorytmy identyfikacji struktury zalezg od rodzaju nieliniowo$ci modelu, a takze od spo-
sobu prowadzenia doswiadczenia identyfikacyjnego. Wéréd modeli nieliniowych na szczegélng
uwage zastuguja modele liniowe wzgledem parametréw. Przedstawienie modelu w takiej po-
staci umozliwia zastosowanie do identyfikacji jego parametrow metod doskonale znanych i

stosowanych do identyfikacji modeli liniowych (np. rozwigzanie uktadu réwnan normalnych
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Gaussa, dekompozycja macierzy informacji). Jednak nadal aktualny pozostaje problem dobom
struktury. W publikowanych pracach autorzy proponujg modyfikacje istniejgcych metod, tak
aby pozwolity na jednoczesng identyfikacje struktury i parametréw. W artykule [5] podano
ogélny algorytm do estymacji parametrow obiektu SISO metodag najmniejszych kwadratéw,
oparty na ortogonalnej dekompozycji macierzy regresji réznymi metodami, uzupetnionymi
algorytmami doboru optymalnej struktury. Jedng z proponowanych metod jest metoda Grama-
Schmidta z algorytmem doboru optymalnej struktury, ktérg ze wzgledu na jako$¢ dziatania i
tatwo$¢ implementacji zastosowano dla modeli biliniowych.

W ponizszej pracy algorytm ten zostanie przedstawiony dla nieliniowych sygnatéw loso-
wych opisanych dowolnym modelem wielomianowym, a nastepnie zaadaptowany do identyfi-

kacji struktury i estymacji parametréw dla biliniowych modeli ciggéw czasowych.

2. Sformutowanie problemu

Dyskretny, nieliniowy proces stochastyczny mozemy opisa¢ ogdlnym modelem NARMA
(Non-linear AutoRegressive Moving Average).
yt)y=/ [y(t-1) y(t-ny, e(t-1) e(t-nc) ] + e(t), ()
gdzie:
ny, nc- maksymalne przesuniecia zmierzonego sygnatu i szumu;
c(t) - ,,biaty szum” o zerowej wartosci oczekiwanej;
| (*) - dowolna nieliniowa funkcja.
Podklasg modeli NARMA sg modele typu NAR (Non-linear AutoRegressive):
y®) =/ [y(t-1),...y(t-ny]+e(). @
Wiekszo$¢ dalszej cze$ci rozwazan bedzie dotyczyta tej klasy modeli. Rozszerzenie na mo-
dele NARMA zostanie przedstawione w osobnym rozdziale.
Zazwyczaj postac¢ nieliniowej funkcji / (¢) jest nieznana. Jednakze kazda nieliniowg funkcje
ciaggta mozna w miare doktadnie aproksymowaé¢ modelem wielomianowym. Przyjmujac funk-

cje / (") jako wielomian stopnia lotrzymujemy nastepujaca posta¢ modelu:
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y(t) =60+ Z 0ilxil(t)+ Zz Z Oili2xil(t)xi2(t)+..

i1=1 i1=li2=ij
1% riy (3)
eseet+Z---  Z 0ili, Xil(t)...xil(t) + e(t).
il=1 jl=il_i
gdzie: X,(t) =y(t-1), x2t)=y(t-2 ), xn(t) = y(t- ny).

Model (3) mozna przedstawi¢ jako liniowy model regresyjny o postaci:

M
y(t)= Z0i(t) ©i +e(t),
i=l )
gdzie:
1
. M = K +1)!
ny! 1!
N - liczba pomiaréw y(t);
01(0 - iloczyny Xi (t) do x,y (t) az do stopnia 1;
0i (t) = 1- odpowiada wartosci statej;
e(t) - btad modelowania + btad stochastyczny e(t);
- nieznane parametry.
Posta¢ wektorowa modelu jest nastepujaca:
y=00 +8§, (5)
gdzie:
y0)" V e(l)’
y = ] 0 - J 1—1'
Y(N) oM HK)
410) &M ()
&= = 142 — oM

Wymiar macierzy: dim i>=NxM, M ~ N.
Mozliwo$¢ przedstawienia réwnania modelu nieliniowego w postaci modelu liniowego
wzgledem parametréw sugeruje mozliwo$¢ wykorzystania do identyfikacji metod opracowa-

nych dla modeli liniowych, np. metody najmniejszych kwadratéow (NK).
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Jezeli struktura wielomianu jest znana a’ priori, tzn. macierz regresji <>>zawiera tylko istotne
sktadniki wielomianu, wéwczas wystarczy znalez¢ metodg NK oceny parametréw 0 .
Jezeli macierz < bedzie reprezentowata petny model, to problem jednoczesnej identyfikacji
struktury i estymacji parametréw mozna sformutowaé nastepujaco:
Wyznacz macierz 0, (zawierajacga tylko istotne sktadniki) z macierzy O i znajdZ odpowiada-
jacejej oceny 0

Poniewaz liczba wszystkich mozliwych sktadnikéw modelu jest zazwyczaj bardzo duza,
trudno znalez¢ optymalne rozwigzanie powyzszego problemu. Przyktadowo dla ny = 2, 1= 2

liczba nieznanych parametréw wynosi:

(ny +1)I (2+ 2)!
M=i-i =6
ny ! 212!

Dla ny= 4,1 = 2 liczba parametréw M = 15, ale dla ny= 10,1 = 5 liczba parametréw wynosi juz

M = 3003.

3. Klasyczna metoda Grama-Schmidta

Rozwigzanie problemu NK sprowadza sie do rozwigzania ukfadu réwnan normalnych

Gaussa:

(®TO)0 =0 Ty, (6)

gdzie: ® T<> jest nazwana macierza informacji. Najlepsze parametry 0 mozemy wyznaczy¢
stosujgc ortogonalng dekompozycje macierzy O.
Aby zabezpieczy¢ sie przed stabym uwarunkowaniem macierzy informacji, dokonujemy
faktoryzacji w nastepujacy sposob:
0 = WA, M
gdzie

1 a2 a 13 eee a IM
1 cc23 az2M

1 aM-IM

jest gérno-tréjkatng macierza o wymiarach: dim A = M xM
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wi(l) ... WM()
W = = [wr -w M] 9)
w/(N) ... wM(N)
jest macierzg o wymiarach: N x M i ortogonalnych kolumnach.
WtW =D, (10)
gdzie D jest macierzg diagonalna, dodatnio okre$lona.
W metodzie Grama-Schmidta (GS) ortogonalizacja macierzy <4>przebiega nastepujaco:

W k-tym kroku ortogonalizowana jest k-ta kolumna wzgledem poprzednio zortogonalizo-

wanych k - 1 kolumn; operacje powtarza sie dlak = 2, M:
Wj =0~
wjoy
alk:Vv]y"j .1- k (U)
k-1

WK = @k - ZctikW

i=I
wfOk = Zwij(t)ok() (12)
t=I

Definiujac i przeksztatcajgc:

OTcDO0 = OTy] A0 =(WTW) ‘wTy
A0 =D-*WTy
0 =WA WtW =D
oraz odpowiednio podstawiajac:
wiy
AD-~Ty N dj = (13)
wj W[

otrzymujemy zalezno$¢:
A0 =g . (14)
Oceny parametréw 0 wyznaczamy z ponizszej zaleznosci, stosujac algorytm obliczeh wstecz:

0 =A"g. (15)
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4. Wybor sktadnikéw struktury

Naszym zadaniem jest wyselekcjonowanie z pelnej macierzy <> macierzy Os, zawierajgcej
kolumny odpowiadajgce tylko istotnym sktadnikom modelu. Macierz Os ma Ms (Ms < M,
Ms z N) kolumn.

Posta¢ wektorowa modelu zawierajacego tylko istotne sktadniki bedzie nastepujaca:

y=0s 0S + ei (16)

Faktoryzacja macierzy Os przebiega tak samo jak poprzednio:
Os=WsA,, 7)
gdzie Ws jest macierza o wymiarach N x M, ktéra zawiera Ms ortogonalnych kolumn, a ma-
cierz As o wymiarach Ms x Ms jest macierzg gémo-tréjkatna.

Dokonujac przeksztatcen jak dla petnej macierzy O otrzymamy wz6r (14) w postaci:

As ©s=gs m (18)

Z réwnan (17) i (18) wynika:
Os0s = W sgs. (19)

Roéwnanie (16) przyjmuje postac:
y=Wsgs +2. (20)

Biedy identyfikacji (residua) beda wiec okreslone zaleznoscig:
5 =y-W sgs. (21)
Korzystajac z powyzszej zaleznosci, wariancje sygnatu Y mozemy opisa¢ réwnaniem:

1 YS; .
NWTY) =N “16'k N’ <22i

Ze wzoru (22) wynika, ze maksymalnag wariancje biedu identyfikacji otrzymamy wowczas, gdy
Ms = 0 (model nie zawiera zadnego sktadnika). Wiaczajgc i-ty sktadnik do modelu zmniej-
szamy wariancje bledu identyfikacji.

Dla kazdej czesci struktury modelu mozemy wyznaczy¢ stopien przynaleznos$ci sktadnika W

do struktury, zdefiniowany nastepujaco:

(23)
yTy
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Im wiekszy bedzie stopien przynaleznosci danego skfadnika, tym mniejsza wariancje btedu
identyfikacji otrzymamy po dotaczeniu tegoz sktadnika do struktury. Sposéb selekcji macierzy
<sz macierzy <>powinien wiec byé nastepujacy:

Obliczajac w i-tym kroku stopief przynaleznosci dla M - i + 1 kolumn macierzy W wybie-
ramy te kolumne wj, dla ktérej stopienn przynaleznosci jest najwiekszy. Kolumna ta staje sie i-tg

kolumna macierzy Ws.

4.1. Zmodyfikowany algorytm CGS
Algorytm ortogonalizacji macierzy <b, potgczony z wyborem struktury modelu, bedzie

nastepujacy:
Pierwszy krok: dlai- 1,..., M przyjmujemy:

yTy

Wybieramy najwiekszy stopien przynaleznosci:

Odpowiadajaca mu kolumna
wSi =wjl) =0j
zostaje wybrana jako pierwsza kolumna macierzy Ws razem z pierwszym elementem wektora

gs, gsi = gj@), i o»si = ©j) -
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Drugi krok: dlai=1 , Mi i*j obliczamy:

WTOj
ap- #
Ws, W si
w[2) =0; -a J2WSJ,
(21
c(2 _ Wi y
8i (2)T_(2) °
Wi Wi

12)12 w[2)Tw 12>
T
y ty
Wybieramy:

©i22=max|© [2\ 1 <i<M,i*jj.

Nastepnie

ws2 =w k) =0k ai12wsj
zostaje wybrana jako druga kolumna macierzy Ws razem z drugg kolumng macierzy As,

eta = a k2 oraz drugim elementem wektora gs, gs2 = gk i ©S2 = Gk<).

Nastepne kroki sg analogiczne do kroku drugiego.
Wybér modelu bedzie prowadzony dopo6ty, dopdki nie zostanie spetnione kryterium zakon-

czenia obliczen, np. zgodnie z kryterium informacyjnym Akaikego AIC:

AIC[I] =N In C(©S)+ 2M S,

gdzie

Jezeli:
AIC[ 1] > AIC [ 1-1],
procedura selekcji zostaje zakonczona i (1- 1) - sza struktura zostaje wybrana.

Oceny parametréw 0 Swyznacza sie w prosty sposéb z zaleznosci:

As ©s = &
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zgodnie z algorytmem obliczen wstecz:

n _ gM
Y/
a MM
M
gi I aik0k
§. = >IH+!--------- Jg=M-1,.1
a;;
Poniewaz a« = 1, wiec:
0OM = SM
k=i+l
gdzie:

M=Ms, 0=0s,g=g90s.

5. Rozszerzenie algorytmu na modele NARMA

Niech macierz O reprezentuje petny model, podzielony na dwie macierze:
O=[Op:4».],
gdzie:
Op- zawiera tylko zmierzone wartosci sygnatu i ich iloczyny,

0,, - zawiera btedy modelowania i iloczyny btedéw modelowania i wartosci sygnatu.

Zadanie jednoczesnej estymacji parametrow i identyfikacji struktury rozwigzuje sie tak jak
poprzednio. Nalezy wydzieli¢ macierz Os z macierzy O i znalez¢ odpowiadajace jej parame-
try. Tym razem jednak macierz Os sktada sie z dwéch macierzy:

Os=1[0, :0m, (24)
przy czym macierz On jest nieznana (zawiera nieznane btedy modelowania).

Sposéb postepowania powinien wiec by¢ nastepujacy:

1. Krok pierwszy
(a) Nalezy wybra¢ Mps kolumn macierzy O,» z macierzy O zgodnie z algorytmem wyboru ko-

lumn podanym poprzednio.

(b) Metoda obliczen wstecz wyznaczy¢ poczatkowy wektor parametréow 0 ®.
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(c) Na podstawie otrzymanego wektora parametrow ©j? nalezy wyznaczy¢ poczatkowy

wektor btedéw modelowania {e° (t)}, utworzy¢ macierz Oniwybra¢ z niej Mm kolumn
macierzy <tm.

(d) Do macierzy Oy zostajg dotozone kolumny macierzy Korzystajac z tak utworzonej
petnej macierzy nalezy wyznaczy¢ nowy wektor parametréw 0 g i wygenerowaé nowy

wektor btedéw modelowania {el(t)}.
2. Krok nastepny (ogbélnie)
W k-tej iteracji dzieki wektorowi btedéw modelowania z poprzedniej iteracji {eK" (t)} two-
rzona jest macierz <tk . Z macierzy:
[ 10k ]
wybierana jest macierz <J>|:

®k ;(Ek
- Ps ns_

Wyznaczany jest wektor parametréw 0 k i generowany nowy wektor btedéw modelowa-
nia {elc(t)}.
3. Procedura z punktu 2 jest powtarzana dopdki nie zostanie spetnione kryterium AIC.

Ostatecznie zostaje wybranych:

M, = Mk +MKk
S Ps ns
kolumn macierzy i wygenerowany wektor ocen parametréw 0 k .

5.2. Modele biliniowe
Modele biliniowe (BARMA) nalezg do klasy modeli nieliniowych wzgledem zmiennych, ale
liniowych wzgledem parametréw. Ogdlna posta¢ modelu biliniowego jest nastepujgca:
A(D)y(t)=c(D)e(t)+ Z ZPkie{t_k)y(t_1)’
k=l 1=1
gdzie:
a(z-1) = 1+aiz-1 +a2Z_2+...+adAZ_dA,

C(z-1)=1I1+cjz-1 +c2z_2+...-1-c(jcz“dC.
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Macierze <$pi C,dla modelu biliniowego maja nastepujaca postac:
®P=[ 1y(t-1) y(t-2) .. y(t-dA)]
4= e(t- 1) e(t - 2) ... e(t-dC)
e(t-1)y (t-1) e(t-1)y(t-2) ... e(t- )y (t-L)
e(t-2) y(t- 1) e(t-2)y(t-2) ... e(t-2)y(t-L)

et-K)y(t-1) e(t-K)y(t-2) ... e(t-K)y (t-L)]

Algorytm identyfikacji struktury modeli BARMA
1 W pierwszym kroku szukamy dla ciggu biliniowego najlepszego modelu liniowego typu AR,
stosujac kryterium AIC. Z macierzy ®pwyznaczamy macierz ®p i poczatkowy wektor pa-

rametrow ©s Uzywajac otrzymanego wektora parametréw generujemy poczatkowy wek-

tor btedéw modelowania {e° (t)} i tworzymy macierz >,

2. Dalszy sposéb postepowania jest analogiczny do algorytmu podanego dla modeli NARMA.

5.2. Badania symulacyjne

Zasymulowano ciggi biliniowe o postaci:

1 y(t) =045y (t-3)e(t-2)+e(t)

2. y(t)=045y(t-2)e(t-3)+e(b)

3. y(t)=-03y(t-1)+045y (t- De(t-1)+e(),
gdzie e (t) jest ,,biatym szumem” o wariancji = 1.

Przeprowadzono nastepujgce doswiadczenie identyfikacyjne: zasymulowano 100 ciggéw o
liczbie pomiaréw 1024 kazdy, a nastepnie przeprowadzono zgodnie z podanym algorytmem
jednoczesng identyfikacje struktury i parametréw dla kazdego ciagu.

Uzyskano nastepujace wyniki (usrednione):

Numer ciggu Estymaty parametrow
! p32 = 0.4436 p23 =10,0071 pkl = rl0~5
2 p23 = 0.4436 P32 = 0,0041 pkl = rlO“5
3

I, =-0.306 Pu =0,3832 Pkl =rl0~5
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Podczas identyfikacji struktury dla zaledwie Kkilku realizacji ciggéw zostata znaleziona
struktura modelu odpowiadajgca doktadnie strukturze obiektu. Dla wiekszosci przyktadéw
algorytm wybierat dodatkowe sktadniki struktury (rézne), ale wyznaczone dla nich wartosci

parametrow byty rzedu co najwyzej 10'2. Parametry te zostaly uwzglednione w tabeli w postaci

og6lnej Pki = rlO-5.
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Abstract

Most signals encountered in the real world are non-linear. We can describe them using a

polynominal time series model linear in the parameters, e.g. NARMA model (Non-linear Au-
toRegressive Moving Average).
When the model’s structure is known, only the values of the parameters should be identified.
Identification can thus be formulated as a standard least squares problem which can be solved
using various well-developed numerical techniques. Unfortunately the model structure of real
systems is rarely known a’ priori.

The model structure is generally unknown at the beginning of the identification and we o-
ften have to consider the full model set. In reality each model may involve only a few signifi-
cant terms which adequately characterize the system dynamics. The determination of the
structure or which terms to include in the final model is essential.

Let <b represents the full model matrix. The combined problem of structure selection and
parameter estimation can be define as follows:

Select a submatrix <hi3 (which contains only significant terms) of matrix <>andfind the corre-
sponding parameter estimate © s.

Because the number of all the possible terms can easily became excessively large it is very dif-
ficult to attain the optimal solution of the above problem.

There are orthogonal algorithms which efficiently combine structure selection and parame-
ters estimation. These methods base on the well-known techniques of orthogonal decomposi-
tion of the regression matrix.

Identification algorithm based on orthogonal least squares method, know as classical Gram-
Schmidt transformation is reviewed. This algorithm is extended for a class of discrete-time
non-linear time series which polynomial models are linear in the parameters. Structure identifi-

cation algorithm is then applied for bilinear time series.



