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USTALONY PRZEPLYW CIEPLA
W PRYZMATYCZNYCH PRETACH WYSTAJACYCH

Streszczenie. Podano ogolne rozwigzanie zagadnie-
nia ustalonego przeptywu ciepta w pryzmatycznych pre-
tach wystajacych, uwzgledniajgace nierdwnomiernos¢ roz
k#adu temperatury w poprzecznym przekroju preta,Szcze
gétowe obliczenia przeprowadzono dla preta okragtego
i ptaskiego zebra; wyniki obliczen ujeto na wykresach.
Poréwnano uzyskane wyniki z wynikami jakie daje kla-
syczna teoria wystajacych pretow. Rozwazania przepro-
wadzono przy uzyciu bezwymiarowych wielkosci zreduko-
wanych 1 kryteriéw podobienstwa.

1. WSTEP

Do rozwigzywania zagadnien przeptywu ciepta w pretach wy
stajacych stosuje sie powszechnie przyblizong teorie opartag
na zatozeniu wyréwnanej temperatury w poprzecznym przekroju
preta. Zatozenie to sprawdza sie tym lepiej, im mniejsza
jest liczba Biota obliczona dla przekroju poprzecznego pre-
ta, tzn. im pret jest cienszy, wykonany z materiatu lepiej
przewodzacego ciepto 1 im mniejszy jJest wspotczynnik wnika-
nia ciepta. Teoria przyblizona, dzieki swej prostocie, u-
mozliwia *atwe rozwigzanie zagadnienia dla réznorodnych
ksztattow pretéw pryzmatycznych i niepryzmatycznych [4]*

Brak scistych rozwigzan, chocby dla niektérych typow pre
tow, uniemozliwia prawiddowg ocene bdedu 1 zakresu stosowa-
nia teorii przyblizonej* Niemozliwe jest rowniez  poprawne
okreslenie krytycznych rozmiaréw preta - krytyczna liczba
Biota wyznaczona za pomocg teorii przyblizonej nie zalezy
od ksztattu przekroju preta, a jej wartos¢ liczbowa jest o-
barczona btedem rzedu kilkudziesieciu procent.
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W niniejszej pracy podano ogélne rozwigzanie zagadnienia
przeptywu ciepta w precie pryzmatycznym, uwzgledniajace
zmiennos$¢ temperatury w poprzecznym przekroju pretaoRozwig-
zanie to skonkretyzowano dla najbardziej typowych wypadkéw,
jJakimi sa pret o przekroju okragdtym i plaskie zebroO

20 SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Pryzmatyczny pret o ddugosci 1 jest wykonany z jedno—*
rodnego, i1zotropowego materiatu, ktorego wspoétczynnik prze-
wodzenia ciepta X nie zalezy od temperatury* Na nednej po-
wierzchni czotowej preta (w miejscu utwierdzenia) utrzymy-
wana jest stata temperatura +tj, pozostata powierzchnia pre
ta jest omywana pdynem o temperaturze tQ (rys*I1)0

Miedzy pkynem i pretem zachodzi konwekcyjny przeptyw ciep-
da,, Wspdtczynnik wnikania ciepta jest jednakowy na calej po
wierzchni preta 1 wynosi a o Nalezy wyznaczy¢ rozkdad tem-
peratury w precie oraz obliczy¢ ilos¢ ciepta jaka za posred
nictwem preta jest przekazywana od miejsca utwierdzenia pre
ta do osrodka, w ktérym jest zanurzony* Nalezy réwniez o-
kresli¢ kryterium rozstrzygajgce kiedy pret intensyfikuje
przeptyw ciepta przez powierzchnie, do ktdrej jest przy-
twierdzony, a kiedy dziata izolujgce*

Opisany wyzej model preta przewodzacego ciepto ilustruje
rzeczywisty przeplyw ciepta w precie tym lepiej, im lepiej
sg spednione przyjete zatozenia* Chodzi tu przede wszystkim
o statos¢ wspdtczynnika wnikania ciepta na powierzchni pre-
ta 1 ptaskos¢ izotermy w przekroju poczatkowym (w zamocowa
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niu) preta# Uwolnienie sie od tych zatozen uniemozliwido by
podanie ogdélnego rozwigzania, pocigagajac za sobg koniecz-
nos¢ odrebnego, i1 to na ogét numerycznego, rozwigzywania za
gadnienia dla kazdego przypadku z osobna#

Potozenie punktu preta mozemy okresli¢ przez podanie je-
go odlegtosci z od konicowej powierzchni czotowej preta
oraz wektora r podajacego potozenie punktu na plaszczyz-
nie przekroju, prostopadtej do osi z# Poniewaz pret jest
pryzmatyczny, wiec wszystkie te przekroje s sa jednakowe.
W zaleznosci od ksztaktu powierzchni przekroju preta mozna
przyjac¢ VvV tej plaszczyznie ukdad wspétrzednych prostolinio-
wych, prostokatnych i wéwczas wektor r bedzie okreslony
dwoma skdadowymi x i1 vy, lub ukdad wspétrzednych  biegu-
nowych, okreslajac w nim wektor r za pomocg jego wartosci

bezwzglednej r i kata lub dowolny inny plaski ukdad
wspotrzednych.
Temperatura 1iXr,z) w dowolnym punkcie preta spednia

réwnanie Laplace a

2
w ktorym operacja laplasjanu V jest rozciggnieta na pta-
szczyzne przekroju preta,oraz warunki brzegowe

dlar 6 k @)
dla zs0 (©))
dla z = 1« (0))

W réwnaniu () przez n oznaczono normalng zewnetrzng do
kontruru k przekroju poprzecznego preta,
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Z rozwigzania zagadnienia brzegowego (i) - (4) otrzymamy
funkcje iKr,z) podajacag zaleznos¢ temperatury preta od po-
4ozenia punktu. Znajomos¢ tej Ffunkcji pozwala okresli¢ Sred
nig w przekroju temperature preta vm(z) bedgca funkcjag po-

+ozenia przekroju

* s JFp(7 »z)ds. ®
S

110S¢ ciepta przenoszona za posrednictwem preta od miej-
sca jego utwierdzenia do osrodka jest réwna ilosci ciepla
przewodzonego w przekroju poczatkowym preta (z = 1), Przez
element ds tego przekroju przeptywa ciepto

dQ * Ads(iii~)
Zssl

a przez caly przekroj

Po zamianie kolejnosci rézniczkowania i catkowania, 1 po wy
korzystaniu rownania (&), otrzymujemy

a

i- (6)

Zssl

3. WIELKOSCI ZREDUKOWANE 1 KRYTERIA PODOBIENSTWA

Wprowadzenie bezwymiarowych wielkosci zredukowanych — u-
praszcza wyraznie opis zagadnienia, dzieki zmniejszeniu i-
losci zmiennych 1 parametréw. Uzyskane réwnania, zwane row-
naniami kryterialnymi, sg bardziej zwarte i przejrzyste, Do
datkowg korzyscig jest mozliwos¢ wyciggania wnioskéw odnos-
ni,e podobienstwa zjawisk*

Dla okresSlenia wspomnianych wielkosci nalezy przyjac¢ cha
rakterystyczny rozmiar liniowy preta. Wzgledy fizyczne nie
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uprzywilejowujg tu zadnego rozmiaru i wybdr jest w zasadzie
dowolny. Poniewaz jednak o podobienstwie geometrycznym pre-
tow decyduje gtdébwnie podobienstwo ksztaktu ich  przekrojow
poprzecznych, narzuca sie przyjecie rozmiaru charaktery-
stycznego tego przekroju. Ale 1 tutaj istnieje duza dowol-
nos¢ wyboru. W dalszym ciggu pracy bedziemy porownywac wy-
niki Scistej teorii wystajacych pretéw z analogicznymi wy-
nikami teorii klasycznej (przyblizonej). Ta ostatnia operu-
je stosunkiem obwodu preta k do pola powierzchni s jego
przekroju poprzecznego. Porownywalnos¢ wielkosci i1  wzoréw
obu teorii zapewnimy wiec wybierajac jako rozmiar charakte-
rystyczny tzw. promien hydrauliczny

Tego rodzaju wybdr ma te dodatkowag zalete, ze dla najbar-
dziej typowych ksztaktow pretow, jakimi sg pret okragly i
ptaskie zebro, rozmiarami charakterystycznymi sg odpowied-
nio promien preta i grubos¢ zebra. Charakterystyczny roz-
miar liniowy okresla skale dhugosci 1 powierzchni,i pozwala
na zdefiniowanie nastepujacych wielkosci zredukowanych: zre
dukowane wspotrzedne

n

z*f~ (8)
o] o] o]
zredukowany obwdd i powierzchnia
®
0 o]
zredukowana ddugos¢ preta
Loes v~ 10
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Ta ostatnia wielkos¢ jest zarazem kryterium podobienstwa
geometrycznego pretéw (Jedynym jezeli w gre wchodzg prety
0 podobnych przekrojach)# Ponadto charakterystyczny rozmiar
liniowy wchodzi do kryterium Biota

ocl
Bi = (@kY)

okreslajacego podobienstwo warunkoéw brzegowych#

Skale temperatur okreslajg dwie dane temperatury €& i
tQ# Jezeli ponadto wezmiemy pod uwage dogodnos¢ zapisu wa-
runkow brzegowych @) 1 (@), to zredukowang temperature o-
kreslimy nastepujaco

t
®* t,— <12)

Temperatury t© i1 tQ po zredukowaniu przyjmuja wartosci

T1» 1, Tq =0, (¢K))

Zredukowana temperatura preta O jest zawsze dodatnia i nie-
zaleznie od rzeczywistego kierunku przeptywu ciepta maleje
od nasady preta ku jego koncowi#

Z analizy rownania (6), po uwzglednieniu przyjetych wy-
zej wielkosci zredukowanych, wynika nastepujace okreslenie
zredukowanego ciepta przewodzonego przez pret

- to; (14)

gdzie Qg c ocs(tl - tQ) jest tag iloscig ciepla, jaka prze-
ptywataby po usunieciu preta od miejsca jego utwierdzenia
do ptynu (co jest rownoznaczne 2 pretem o ddugosci 1 s 0).
WielkoS¢ nazywana jest czesto e fektywnoscia
preta(
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Po wprowadzeniu wyzej zdefiniowanych wielkosci zreduko-
wanych réwnania (i) - (6) przyjmuja postac

v2e +74« 0, (12)
0z

Il +Bi0O =0 dla R 6 K, (2a)

H * BiO dla Z» 0, (€2))

O« 1 dla zZ» 1, (42)

om(@) = jJ J &R»z)ds, Ga)

XmSLmIL (JSb) (6a)
~ Q0 B dz Z»L

Rozwigzaniem réwnania (la) przy” warunkach brzegowych
(2a) - (4a) bedzie pewna funkcja O(R,Z,Bi,L) zalezna roéw-
niez parametrycznie od kryterium Biota i zredukowanej ddu-
gosci preta L, tkwigcych we wspomnianych warunkach  brze-
gowych, Postac¢ tej funkcji bedzie zalezata od ksztaltu prze
kroju poprzecznego preta. Po zastosowaniu réwnania (5a) o-
trzymamy zredukowang, Srednig w przekroju temperature pre-
ta Om(z,Bi,L), Znajomos¢ tej funkcji pozwala, po uzyciu
rownania (6a), na wyznaczenie zredukowanej ilosci ciepta
(efektywnosci preta) jako funkcji Bi 1 L

HLm  e(Bi,L),

Zaleznos¢ ta jest rowniez stuszna tylko dla rozpatrywanego
ksztattu przekroju poprzecznego preta,

Z przytoczonych rozwazan wynika, ze dwa procesy przepty-
wu ciepta w wystajacych, pryzmatycznych pretach sg podobner
jezeli wystepuje podobieristwo geometryczne pretéw i podo-
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bienstwo warunkéw brzegowych« Warunkiem podobienstwa geome-
trycznego, jest podobienstwo figur ptaskich bedacych prze-
krojami poprzecznymi pretow i réwnos¢ zredukowanych ddugo-
Sci pretéw L, natomiast o podobienstwie warunkdw  brzego-
wych decyduje réwnos¢ liczb Biotax Dla dwéch procesow podob
nych zredukowane profile temperatur sg identyczne, a efek-
tywnosci pretéw rowne«

40 NIEUSTALONY PRZEPLYW CIEPLA
W SWOBODNYM PRECIE PRYZMATYCZNYM

Rozwazania niniejszego rozdziatu maja charakter pomocni-
czy* Ich wynikiem beda pewne funkcje przydatne dla rozwig-
zania wkasciwego problemu - ustalonego przeptywu ciepta w
pryzmatycznym precie wystajacym«

Rozpatrzymy problem nagrzewania sie (lub ostygania) nie-
skonczenie dhugiego, swobodnego preta pryzmatycznego(rys«2)
zanurzonego w pkynie o staltej temperaturze tQc Temperatura
preta w chwili poczatkowej (r = o) jest wyrownana 1 wynosi
n* Wspotczynnik wnikania ciepta na powierzchni preta o ,
wspotczynnik przewodzenia ciepta X i wspétczynnik wyrowny-
wania temperatury a materiatu preta traktujemy jako nie-
zmienne«

Rys, 2, Swobodny pret pryzmatyczny

Temperatura w dowolnym punkcie preta As jest funkcja po

4ozenia punktu w przekroju poprzecznym preta okreslonego
wspodrzedna r oraz czasu T, Nie zalezy natomiast ona od
potozenia punktu, bo pret jest nieskonczenie dtugi i ma
swobodne korice* Funkcja S(r,r) spednia rownanie Fouriera
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oraz rownania wyrazajace warunek brzegowy i noczatkowy. Po
uzyciu wielkosci zredukowanych (8), (9), (11/ oraz zreduko-
wanej temperatury

D -t
% -F-ZT n
P o]
i zredukowanego czasu (liczby Fouriera)
Po»n (16)
ir
0

rownania te przyjmujg postac

00s o , \
"OFo & 7 &a-”
00
+ Bi©S S0 dla Re K, (a8)
Os= 1 dla Fo = 0, 9

Ponadto wprowadzamy pojecie Sredniej temperatury preta, be-
dacej funkcjag tylko czasu* W postaci zredukowanej definiu-

je ja réwnanie

0 (Fo) = ~ f 0 (R,Fo)ds, 20)
sm G

Rozwigzanie O0g(R,Fo) zagadnienia brzegowego (20a)-(22a)
mozna zawsze przedstawi¢ w postaci [1]
2
0g(R,Fo) = 2 Akvk (R)ek @ xn

00

X " Stosujemy skrécony zapis Z * Z
k k=1
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Funkcje wkasne vk@t) spedniajg w obszarze S réwnanie roz-
niczkowe

- °> w
oraz warunek brzegowy
Ov, N
1+ Bi =0, dlaR6 K, @3
a cigg wartosci wkasnych spednia nierdéwnoscé

0 < /1l < ¢i2 < {IN<

Wartosci whasne i funkcje whasne zalezag od liczby Biota
tkwigcej w warunku brzegowym

Ak - ~kfe5)” vk

i oczywiscie od ksztakttu obszaru S (przekroju poprzecznego

preta).

Funkcje wkasne v™(r) tworzg w obszarze S  ukdad orto-
gonalny,zupedny. Ortogona#nos¢ funkcyj vk wyraza sie
zwigzkiem

/ / w 53 - 8 i A ' (2 4)
s
gdzie jest symbolem Kroneckera, a jest normg
funkcji vk« Poniewaz réwnania (22) 1 (23) okreslaja z

doktadnoscig do statego wspodczynnika, wiec kazdy otrzymany
ukdad funkcyj mozemy unormowac,, W praletyce jednak, dazac do
jJak najprostszego zapisu funkcyj vk, operujemy  funkcjami
nieunormowanymi .
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Dla wyznaczenia wspodczynnikow szeregu (21) skorzy-
stamy z warunku poczatkowego (19)# z ktérego wynika

S an rJd-1 (5

Mnozac powyzsze réwnanie przez funkcje ~(r) i1 catkujac
po catym obszarze 3| przy czym dla obliczenia catek po le-

wej stronie rownania nalezy postuzy¢ sie rownaniem (4)],
otrzymuj emy

K. -2 JJrjs. W
K s
Wspédczynniki zalezg rowniez od liczby Biota
<% “ Ak (BI).

Z szeregu (21) mozna otrzyma¢, po zastosowaniuréwnania
0), funkcje OS (Po) przedstawiajacg zredukowang  Sred-

m
nig temperature preta

-“1?0

% - X %I« @ as ©
k 5

Po wprowadzeniu oznaczenia

S \]\] Tk ® dS (27)
5
funkcja ta przyjmie ostatecznie postac
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Wspotczynniki sa rowniez funkcjami liczby Biota
X \(Bi)

i ponadto spe#niajg zaleznosc¢

Z o\ -1 <29)

wynikajaca z réwnania (25) lub wprost z warunku poczatko-
wego 0S @©)a 10
m

50 USTALONE POLE TEMPERATURY
W PRYZMATYCZNYM WYSTAJACYM PRECIE

Dla wyznaczenia zredukowanej temperatury preta 0 (if.2)
nalezy rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe (la) przy  warunkach
brzegowych (2a) - (4a). W tym celu zastosujemy dla funkcji
O(R,z) przeksztakcenie catkowe w obszarze 3  zdefiniowane
nastepujaco*-"

oA*2) *JJ o, 2)vk RS, (30)
S
gdzie i vk oznaczajg wartosci wkasne i1 funkcje whkas-

ne okreslone w poprzednim rozdziale. W odréznieniu od trans
formacji catkowych w przedziale (obszarze) nieskoriczonym,
jak np. transformacja Laplace a, Fouriera i in., zmienna
stransformowana nie zmienia sie w sposob ciagly, lecz przy-
biera kolejne wartosci ciggu

Aby otrzyma¢ réwnanie okreslajgce transformacje odwrotng
rozwinmy funkcje O(R,z) w oObszarze S w szereg wed4ug
funkcji wkasnych vk

0(R,2) « X Ck (2)vk(R).

k
Przeksztatcenie to jest uogolnieniem wprowadzonego przez
Sneddona przeksztatcenia catkowego w skoniczonym prze-
dziale [Ha
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Wspotczynniki szeregu otrzymamy w podobny sposéb jak wspod-
czynniki Ak w poprzednim rozdziale

Ck = jj O(R,Z)VK(R)dS,
Wy 5

Poniewaz catka w powyzszym réownaniu jest identyczna z cak-
ka (@B0), wiec

Transformacja odwrotna wzgledem (30) jest wiec  okreslona
réwnaniem

OR,z) * 2] ~2 ~W*ZNKAAN
K Wk

W celu stransformowania rownania rézyczkowego (la) na-
lezy wyznaczy¢ transformate laplasjanu V 6 w obszarze S

JJyK 7 20as.

Skorzystajmy w tym celu z drugiego twierdzenia Greena dla
funkcji vk 1 0

»J\] @k 720 - e 72vk)ds iiiiftac.
S k
z ktérego wynika

JJvk r?2e as”JJevZ\ i>s+j K % - ein'>w! (32)
5 5 K



52 Stanistaw Jerzy Gdula

Dla obliczenia pierwszej caltki skorzystajmy z rownania roz-
niczkowego (22), na mocy ktoérego

22
7 vk- -/ V Kk .

ffev\ds . - ¢iljfeyjs,
S S

a po uwzglednieniu definicji (30)
JJOV2vkdS « - M0 . 33)
S

W celu obliczenia drugiej calki po prawej stronie roéwnania
(32) przepiszmy warunek brzegowy (1b) dla funkcji 0(R,2)
oraz analogiczny warunek (23) dla funkcji Vvk@®)

+ Bi©® «O
dla R6K

a/ﬁai vk s 0

Mnozac pierwsze z tych réwnan przez vk a drugie przez O
i odejmujac stronami, otrzymujemy

na v .
dia R6 K,

wobec czego
0Tk
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Po podstawieniu réwnan (33) 1 (34) do rownania (@B2) otrzy-
mujemy rownanie okreslajgce transformacje laplasjanu

/‘< V20 dS=-"kOo (35)
S

. 02 , , .
Transformate pochodnej - g— obliczymy wykorzystujac moz
0z
liwosé zmiany kolejnosci catkowania i rézniczkowania

% 0z2 Kk dz2 <36)

Réwnania (@5) i (36) umozliwiaja napisanie stransformowanej
postaci réwnania rozniczkowego (1a)

- £q +°]-0. (ib)
dz

Transformacja warunkéw brzegowych (3a) i1 (4a) daje
BiO dla zZ * 0O, Gb)

0 - UrAK dla z=1, (4b)

przy czym w réwnaniu (3b) skorzystano z zamiany kolejnosci

catkowania i rézniczkowania, a w rownaniu (4b) postuzono

sie dla transformacji stalej (Jedynki) zaleznoscig (26),
Catka ogolna rownania rozniczkowego ('lb) ma postac

0=M cb*kZ + N SPWKZ. €1
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Po wyznaczeniu stakych catkowania z warunkéw brzegowych!®3b)
i (4b) otrzymujemy
Bi
ct¥kz + jr sV kz

0- H?AK ——————- N - - (38)
ch~ L +t s¥kl

Funkcje 9 (R,Z2), stanowigcg rozwigzanie naszego zagadnie
nia, uzyskamy z réwnania (38) po dokonaniu transformacji od
wrotnej okreslonej rownaniem (31)

Bi

® -2V Kko- - - bs)

+ N

Réwnanie powyzsze okresla rozkdad temperatury w pryzmatycz-
nym, wystajgcym precie o skonczonej ddugosci, ktéry w miej-
scu zamocowania posiada statg temperature, a na pozostatej
powierzchni wymienia ciepto z osrodkiem pkynnym,

Srednia w przekro.iu temperature preta Om(z) uzyskamy

po zastosowaniu réwnania (5a) i1 wykorzystaniu,zaleznosci(27)

Bi
N +X

” ’

k chiacL + Ak siVkL

> -7** . . («>

6, EFEKTYWNOSC PRETA

Znajomos¢ Sredniej w przekroju temperatury preta pozwala
na wyznaozenie efektywnosci preta, wyrazajacej zredukowang
ilos¢ ciepta przekazywanego za posrednictwem preta od miej-
sca jego utwierdzenia do osrodka, w ktérym zanurzony  jest
pret, W tymcelu rézniczkujemy réwnanie(40) 1 podstawiamy
do réwnania (6a), otrzymujac w wyniku

~ thPki + f
* = z Vk 77a “4n
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NajczesSciej spotykanymi zastosowaniami wystajgcych pre-
téw sg zebra. Zebrem nazywamy pret wystajacy przytwierdzony
do powierzchni wymieniajacej ciepto z ptynem i majacy na ce
lu intensyfikacje przepdywu ciepta. Zebrowanie powierzchni
zwieksza jej pole, a wiec polepsza wnikanie ciepta. Jedno-
czesnie jJednak wzrasta opor przewodzenia. Bez uciekania sie
do gtebszej analizy tego zjawiska mozna przypuszczac, ze
przy niekorzystnym doborze rozmiaréw zebra moze ono pogar-
szaC przeptyw ciepta, tzn, ilos¢ ciepta przekazywana za po-
Srednictwem preta od miejsca jego utwierdzenia do ptynu be-
dzie mniejsza od ilosci ciepta gaka oddawataby ta powierzch
nia, gdyby nie bydo preta Q < Qg czyli X <1, Zebro jest

celowe wtedy, gdy zwieksza natezenie przepdywu ciepla, tzn,
gdy Q> Qg lub x> 1, W granicznym wypadku

Podstawiajac to do réwnania (41) 1 rozwigzujac je wzgledem
liczby Biota (nalezy pamietac, ze zalezg od niej réwniez
®k 1 k™ °ta«3®ud«y krytyczng wartos¢ tej liczby

Bij~ - F(I).

)

. . . ‘2 - X . .
Poniewaz ze wzrostem Bi efektywnos¢ x maleje ”, wiec ze-
bro jest efektywne jezeli Bl <

7. PRET HIESKORCZENIE DtUGI

Réwnanie okreslajace rozktad temperatury w precie nie-
skonczenie dbugim i efektywnosS¢ tego preta mozna uzyskac z
rownati (39) i (41) po zmianie kierunku osi preta (zamiana Z
na L-Z, rys,3 1 po przejsciu granicznym B — <°.

v1
Wzrost liczby Biota mozna wywota¢ np, maleniem X przy

niezmienionych rozmiarach zebra i wspédczynniku wnika-
nia ciepla, a im gorzej przewodzace zebro, tym mniej
efektywne.
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Rozktad temperatury w precie i Srednia w przekroju tempe
ratura preta wyrazg sie zatem rownaniami

0*“X V k ne/kz n

k
- )('V N [ ] i«”’
k

Rys.3- Nieskonczeni®© diugi pret wystajacy

natomiast réwnanie (41) przedstawiajgce efektywnos¢ preta
(zredukowang 1l10S¢ ciepta przenoszonego za posrednictwem
preta) przeksztatci sie do postaci

44

8. SZCZEGOLNE PRZYPADKI KSZTALTOW PRZEKROJU PRETA

8,1* Pret okragly

Charakterystycznym rozmiarem liniowym przekroju okragte-
go jest, w mysl rownania (7), promien koka 1 , Jako u-

k#ad wspétrzednych narzuca sie w tym wypadku ukdad bieguno-
wy (rys* 4) Zagadnienie jest osiowo symetryczne, w wyniku
czego temperatura jest funkcjag tylko odlegtosci od osi pre
ta 1 oczywiscie potozenia przekroju (wspédrzedne r i1 2z,
a po zredukowaniu R i1 2).
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Wartosci whasne sg pierwiastkami rownania [2]
J1w y S
LTATFi m Bi » (45)

Rys* 4* Przekrdj preta okragtego

Funkcje wkasne oraz wspotczynniki szeregéw i B
wyrazaja sie rownaniami [Z]
vk 8 Jo~kR)~
* 5 mm.HE- - “7n)
Jo W 2~ + BI2)
\ "T -F--,; - i46)

Na rys, 5 przedstawiono wykres zaleznosci efektywnosci
preta (zredukowanej ilosci wymienianego ciepta)jt od liczby
Biota Bi i zredukowanej diugosci preta 1. Z wykresu wi-
doczne Jest, ze U zalezy w sposéb wyrazny od L Jedynie dla
matych liczb Biota. Z tego wzgledu nieuchwytna Jest zalez-
nos¢ krytycznej liczby Biota od zredukowanej ddugosci i
dla pretow o ddugosci nie mniejszej od sSrednicy (2<L<o00)

Bi™~ m 1,588,
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8,2, Plaskie zebro

Ptaskie zebro jest pretem pryzmatycznym o przekroju pro-
stokatnym (rys. 6). Rozpatrujemy tu wypadek zebra szerokie-
go, ktére w przekroju jest wydduzonym prostokgtem (obsza-
rem ptaskim miedzy dwoma prostymi réownolegdymi)»Charaktery-
styczny rozmiar liniowy tego przekroju Wynosi, zgodnie z
rownaniem (7), 1Q « € » gdzie o jest gruboscig zebra*

Rys. 6. Przekrdj plaskiego zebra

Pretem swobodnym odpowiadajacym temu przypadkowi preta
wystajacego jest nieskonczenie rozlegta ptyta.Wartosci wkas

ne sg w tym wypadku dodatnimi pierwiastkami rdmania—>*""
dtgau = 2Bi. 49
Funkcje wkasne vk oraz wspotczynniki i szeregow wy

razaja sie rownaniami

vk a cos(2™), GOo)
A mZBim--, , 1
k + siry”~cos™ S

Rownanie (49)* jak i1 rownania (50) - (62) podaje m.in,
+ykéw [2] - Réznig sie one w naszym wypadku tylko tym, ze
w miejsce Bi Ffiguruje 2Bi, poniewaz jako rozmiar cha-
rakterystyczny przyjmujemy nie polowe, lecz cala grubosé
plyty. Cytowany autor podaje réwniez tabele wartosci ¢k,

Ak i1 B. w zaleznosci liczby Biota, dla okragtego go pre
ta i phyty.
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Figurujaca w réwnaniu (50) zredukowana wsp6trzedna X = ~

jest liczona od ptaszczyzny Srodkowej plyty (zebra).

Na rys, 7 pokazano wykres efektywnosci plaskiego zebra
jako funkcji Bi 1 L, Przebieg funkcji jest podobny, acz-
kolwiek nie identyczny, do przebiegu analogicznej funkcji
dla preta okragtego (rys, 5), Wieksze roéznice wystepuja dla
wiekszych liczb Biota, Krytyczna wartos¢ liczby Biota jest
mniejsza 1 wynosi

Bin = 1,316,

9. PRZYBLIZONA (KLASYCZNA) TEORIA WYSTAJACYCH FRETOW
I GRANICE JEJ STOSOWANIA

W przyblizonej teorii wystajacych pretéw riie uwzglednia
sie zmiennosci temperatury w przekroju poprzecznym preta i
przyjmuje sie, ze temperatura ta jest funkcjag tylko potoze-
nia przekroju na osi preta, W miejsce rownania (1) otrzymu-
je sie réwnanie [3]

71 - ff o>-w)-0> B3
dz

ktore jest speinione wraz z warunkami brzegowymi @) i (4),
Réwnanie to mozna, podobnie jak rownanie (1), sprowadzi¢ do
postaci kryterialnej stosujac kryteria wprowadzone w roz,3.
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Warunki brzegowe natomiast przyjmuja w formie zredukowanej
postac

a BiO dla Z « 0, Ga)

0 =1 dla. Zm 1. (4a)
Z cakki ogolnej réwnania (60a)

0O* Mch V2Bi Z + N sh V2Bi Z

po zastosowaniu warunkéw brzegowych otrzymujemy

ch \[2Bi Z +yfe sh V2Bi Z
0 (€D

ch V2Bi L + sh \[2M 1

Poniewaz temperatura w przekroju preta jest wyréwnana, wiec
réwnanie (54/ wyraza zarazem Srednig w przekroju temperatu-
re preta» Po zroézniczkowaniu rownania (54) i po podstawie-
niu do réwnania (6a) uzyskujemy zredukowang ilos¢ ciepta
przeptywajagcego przez pret (efektywnos¢ preta)

1+ \|'T th V2Bi L

— H — * >
1+ "7 Teth\[Bi L =3

Krytyczng wartos¢ liczby Biota uzyskamy z warunku
z ktdérego wynika

1 th ~CBi L - 1+~ th V2Bi L
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i ostatecznie

(56)

niezaleznie od dtugosci preta.
Dlapreta nieskonhczenie dtugiego
zredukowana temperatura i efektywnosS¢ wyrazajg sie roéwna-
niami
Bi Z,
e

d - €D

.= i (58)

przy czym Z w réwnaniu (67) jest liczona od nasady preta.

Rys. 8. Wzgledny b¥ad efektywnosSci preta obliczonej weddug

teorii przyblizonej
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Pobiezna analiza zjawiska przewodzenia ciepta w pretach
wykazuje, ze zatozenia teorii przyblizonej (réwnos¢ tempera
tury w przekroju poprzecznym preta) sa spednione dla cien-
kich pretéw i zeberO Grubos¢ jest w tym wypadku pojeciem
wzglednym i wkasciwym kryterium jest liczba Biota uwzgled-
niajaca oprocz grubosci przewodnictwo cieplne i warunki wy-
miany ciepda na powierzchnio Przyblizone réwnanie (65) jest
wiec tym dokdadniejszo im mniejsza jest liczba BiotaO Ana-
liza réwnan dokdadnych i przyblizonych potwierdza ien wnio-
sek0 wykazuje ona ponadto, ze réwnanie (55) daje zawsze wy-
niki zawyzoneO wobec tego i krytyczna wartos¢ liczby Biota
jest zawyzonax, W rzeczywistosci wynosi ona nie 2, lecz dla
preta okragtego 1,588, a dla ptaskiego zebra 1,316«,

Wykres na rysO 8 przedstawia zaleznos¢ wzglednego biedu
popetnianego w wyniku stosowania przyblizonego réwnania(sb)
dla preta o skonczonej diugosci L~2 i rownania (68) dla

preta nieskonczenie dhugiegok, Jak juz wyzej nadmieniono,
btad ten jest zawsze dodatni«. Dla pretéw i zeber shuzacych
do intensyfikacji przeptywu ciepta (Bi < ) blad nie

przekracza 205 i jest tym mniejszy, im bardziej efektywne
jest zebro (pret)«, Z rysx, 8 widoczne jest rowniez, ze przy-
blizona teoria pretéw wystajacych daje lepsze wyniki w od-
niesieniu do pretow okragkych, niz do plaskich zeber,
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CTAIIMOHAPHAIr TEIIJIOHEPEIUMA
3 NnPHSMATMECKOM CTSPifflE

P e 3 dme

I IpHBeneHo odmee pememie 3&&am CTaunoHapHofi
TenjionpoBO,EHocTH b npn3MaTHueciiOM cTepiHe, ym-
THBaioinee HepaBHOMepHocTB pacnpeneneiiHH TewmepaTy
pH b nonepeuHOM ceueimu cTepstHH.» PuBeneHo ypasHe
hhhj onpeneJdiHDmiie pacnpe”enemie TeMnepaiypH b
cTepjKHe (39) u KOJMuecTBO Tenna rrepenaBaeMoro®©
CTepacHeM (41) o CMeJdiaHo KOJDJuecTBeHHHe pacueTHjyra
Kpyrnoro cTepjKHH h npHMoyroJiLHoro pedpa (puc, 5h
7% CpeBHeHo iionyueHHHe pesyjiBTaTH c pe3yiilLTaTa~
MH KJiaGCHueCKOH TeopHH TenJ1OnpOBOSHOCTH B CTepJS-
HHX o

STEADY-STATE HEAT CONDUCTION IN THE PRISMATIC ROD

Summary

A general solution of the problem of steady-state heat
conduction in the prismatic rod, taking into account the
uniformity of temperature distribution in the lateral rod
cross-section has been given*

An equation has been derived determining temperature di-
stribution in the rod (39) and heat quantity conducted thro
ugh the rod (41)-

Detailed computations have been carried out for the ro-
und rod and a rectangular fin* The achieved results have
been compared with results, which the classical theory of
heat conduction in rods is giving.

The discussion was carried out with teh use of dimension
less reduced quantities (equations (8) - (14))«



