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Zygmunt KUS

PROJEKTOWANIE FILTROW STOSOWYCH
NA PODSTAWIE KRYTERIUM MINIMALIZACJI
WARTOSCI BLEDU BEZWZGLEDNEGO

Streszczenie. W pracy zostata przedstawiona klasa filtrow stosowanych posiadaja-
cych wiasciwo$¢ uktadania w stos i wykorzystujgcych progowg dekompozycje. Klasa ta
zawiera filtry oparte na statystykach porzadkowych (w szczegdlnosci filtr medianowy),
filtry morfologiczne i wiele innych.

Jako kryterium wyboru filtru stosowego przyjmuje sie $redniag warto$¢ bezwzgled-
ng pomiedzy sygnatem idealnym a wyjsciem filtru. Minimalizacja $redniego btedu bez-
wzglednego moze by¢ uzyskana jako rozwigzanie odpowiedniego zadania programo-
wania liniowego.

Przedstawione, rozwiniete metody pozwalajg na obliczanie wspétczynnikéw ma-
cierzy ograniczen dla wczes$niej sformutowanego zadania programowania liniowego.

Na koniec przedstawiono przyktady optymalnych filtréw stosowych.

STACK FILTER DESIGN BASED ON THE MEAN ABSOLUTE ERROR
CRITERION

Summary. The class of stack filters preserving stacking property and threshold
decomposition is introduced. Rank order filters (especially median filters), morphologi-
cal filters and many others are included in this class.

As a criteria for selection of a stack filter the minimization of the mean absolute er-
ror between required signal and the filter output is taken. The minimization of mean ab-
solute error can be obtained through solution of the appropriate linear programming
problem.

These enhanced methods allow for computation of the coefficients and the matrix
of constraints for the linear programming problem formulated above.

Finally, examples of stack filters are presented.
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Wstep

W dziedzinie przetwarzania obrazéw wystepujg obecnie trendy zmierzajgce z jednej strony
do poszukiwania nowych algorytméw przetwarzania, a z drugiej do poszukiwania nowych
sposobo6w realizacji znanych juz algorytméw. Powodem tych poszukiwan jest dazenie do
przyspieszenia dziatania uktadéw i oprogramowania oraz zmniejszenia kosztéw produkcji.

Szczeg6lnie duze wymagania, jesli chodzi o szybko$¢ dziatania, stawia przetwarzanie ob-
raz6w w czasie rzeczywistym.

Poszukiwania mozliwos$ci zwiekszenia szybkosci dziatania oraz uproszczenia konstrukcji
powoduja ze podejScie do przetwarzania obrazéw oferowane przez metode przetwarzania
stosowego jest szczeg6lnie atrakcyjne.

Klase filtrow stosowych definuje sie jako posiadajgca wiasciwos$é stabej superpozyciji,
nazywang progowa dekompozycja i wtasciwos$¢ porzadkujgca nazywang wtasciwoscia ukta-
dania w stos. W klasie filtrow stosowych zawierajg sie filtry ze statystykami porzadkowymi
oraz filtry sktadajace sie ze skonczonej liczby filtrow ze statystykami porzadkowymi,
wszystkie filtry morfologiczne oparte na operacjach ,otwierania” i ,zamykania” oraz wiele
innych szeroko stosowanych filtrow.

Metoda pzetwarzania stosowego polega na dekompozycji ciaggu wielowarto$ciowego na
ciagi binarne, wykonaniu operacji przetwarzania na tych ciggach, co jest szczeg6lnie proste, a
nastepnie powrocie do ciggu wielowartoSciowego przez ,sumowanie” wynikowych ciagéw
binarnych.

Rézne rodzaje filtracji uzyskujemy przez zastosowanie na kazdym poziomie progowania
pewnej funkcji boolowskiej. O filtracji stosowej méwimy w momencie, gdy zastosowana
funkcja boolowska posiada wtasciwos$¢ uktadania w stos. Funkcja boolowska posiada wtasci-
wos¢ uktadania w stos, jezeli w swojej zminimalizowanej postaci sumacyjnej nie zawiera do-
petnien zmiennych wejsciowych. Funkcje takie nazywamy dodatnimi funkcjami boolowskimi.

Wspomniana dekompozycja pozwala na realizacje znanych algorytméw przetwarzania w
odmienny niz do tej pory sposéb. Istotng cechg tego podejscia jest tatwos$¢ wykonania prze-
twornikéw stosowych przy wykorzystaniu technologii VLSI, co umozliwia wzrost szybkosci
dziatania, pozwalajacy zrealizowanie przetwarzania obrazéw w czasie rzeczywistym.

Kolejng wazng cechga przetwornikdw stosowych jest mozliwos$¢ konstrukcji duzej liczby
réznych przetwornikéw. Wiasciwosci wielu z nich nie zostaty dotychczas jeszcze zbadane.
Dla ilustracji tej réznorodnosci powiedzmy tylko, ze przetwornikdw z aperturg szerokosci 3
jest 20, z aperturg 5jest 7581, a z aperturg7 jest co najmniej 235.

Przy tak licznej klasie przetwornikéw stosowych pojawia sie problem dopasowania rodza-
ju przetwarzania do konkretnej sytuacji, czyli problem wyboru funkcji boolowskiej okre$laja-

cej dany filtr.
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Zatem pierwszym zadaniem, jakie trzeba sobie postawi¢, jest okreslenie kryterium, wedtug
ktérego bedziemy poszukiwaé funkcji boolowskiej definiujacej filtr stosowy. W niniejszej
pracy rozwaza sie sytuacje, gdy minimalizowanym wskaznikiem jest warto$¢ $rednia biedu
bezwzglednego.

Z omawianiem podstawowych witasciwosci przetwarzania stosowego mozna sie spotkaé
w [1,3,4,5,6]. Problemami zwigzanymi z przeszukiwaniem funkcji boolowskiej minimalizuja-
cej $redni btgd bezwzgledny zajmowali sie miedzy innymi Coyle Edward i Lin Jean-Hsang w
Pl.

1. Podstawowe definicje i witasciwosci przetwarzania stosowego

Przedstawione zostang tutaj podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace przetwarzania
stosowego. ldea przetwarzania stosowego zostata zilustrowana na przykiadzie realizacji

przetwarzania medianowego - rys. 1.1.
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progowa dekompozycja sumowanie 1

wyjs¢ binarnych

MM M MI RN
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BFM = X1X2 + XjXj +X2X3

Rys.1.1. Filtracja medianowa wykonana metoda przetwarzania stosowego
Fig. 1.1. Median filtering by stack filtering

Na rys.l.} widzimy, Ze przetwarzanie stosowe polega na wkonaniu progowej dekompo-
zycji czterowarto$ciowego ciggu wejSciowego do trzech ciggdw binarnych, binarnej filtracji
medianowej tych ciggdw binarnych i sumowaniu ciggédw binarnych, co daje w efekcie cztero-
warto$ciowy cigg wyjsciowy.

Progowga dekompozycje definiujemy w nastepujacy sposob:

Definicja progowej dekompozycji
Progowa dekompozycjag M - warto$ciowego ciggu R o elementach R(k) nazywamy zhior

M-I binarnych ciggéw, zwanych ciggami sprogowanymi:
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ktorych elementy okreslamy nastepujaco:

@

Sumowanie wyjsciowych ciggéw binarnych dla wiekszej liczby pozioméw wymagatoby
przy realizacji w technologii VLSI wykonania bardzo duzego sumatora, dlatego omija si¢ te
konieczno$¢ dzieki zatozeniu, ze funkcja boolowska posiada wtasciwos$¢ uktadania w stos,
definiowang nastepujaco:

Definicja wiasciwosci uktadania w stos
Definicja dla uporzgdkowanych zhioréw ciggow:
Uporzagdkowany zbiér M binarnych ciggéw S|, Sz, ... SMpoiada wtasciwo$¢ uktadania w

stos, jezeli:
S1>S2" ..., SSm &)

Relacje nieréwnosci dla ciggéw okreslamy nastepujgco:

x=yo Vix()=y()
x<yo Vix()<y() 4
(x<y)a(x*y)-»x<y

Jezeli zadna z tych relacji nie zachodzi, méwimy, Ze ciagi sg nieporéwnywalne.
Definicja dla funkcji binarnych:
O funkcji binarnej B () méwimy, ze posiada wtasciwos$¢ uktadania w stos, jezeli:

xty=>B(x)> B(y) ©®

Rozwazajac zapis funkcji boolowskiej w postaci wyrazenia mozemy sformutowaé waru-

nek posiadania przez funkcje wtasciwosci uktadania w stos.

Warunek Kkonieczny i wystarczajgcy posiadania przez funkcje binarna wiasciwosci
uktadania w stos

Binarna funkcja posiadania wtasciwosci uktadania w stos ma miejsce wtedy i tylko wtedy,
jezeli moze by¢ wyrazona w postaci wyrazenia boolowskiego nie zawierajgcego zadnych do-
petnien zmiennych wejsciowych [1].

Na rys.l.2.a.b przedstawiono przyktadowe funkcje posiadajgce i nie posiadajace wtasci-
wos$¢ uktadania w stos. Wektory zawierajagce argumenty funkcji boolowskiej [x (1), x (2),
x(3)] uszeregowano od najwiekszego do najmniejszego (4), od dotu do gdry. Zatem odpo-
wiadajgce im wyjsécia funkcji powinny da¢ kolumne majgca od dotu ciag jedynek i idgc dalej
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w gore nastepujacy za nim ciag zer i tak sie dzieje w przyktadzie z rys.1.2.a, gdzie mamy do
czynienia z dodatnig funkcjg boolowska.

Jezeli zauwazymy, ze operacja progowania daje nam zawsze w efekcie uporzadkowany
zbidr ciggéw posiadajacy wHasciwosé uktadania w stos oraz zatozymy uzycie w miejsce BFM
z rys. 1.1 funkcji boolowskiej réwniez posiadajgcej te wiasciwosé, to widzimy, ze wyjsciowe
ciggi binarne réwniez tworzg uporzadkowany zbiér, posiadajacy wtasciwosé uktadania w stos.
Dla danej chwili czasu (numeru elementu) w ciaggu wejsciowym otrzymujemy, idac od naj-
wiekszego poziomu progowania, kolejno same zera i same jedynki. Stad widzimy, ze sumo-
wanie mozna zastgpi¢ przeprowadzeniem detekcji poziomu, na ktérym nastapita pierwsza

zmianaz O na 1

X + X X
3
0 00 X2+ - W o]
0 01 X2+ W 0
0 11 X,+ X, -V 1
1 11 X2+ X (V 1
Rys. 1,2.a. Przyktad funkcji boolowskiej posiadajacej wtasciwos$¢ uktadania w stos
Fig.l.2.a. Example of boolean function which obey stacking property
X + X eX
2 1 3

0 00 vV W 1
0 01 S +X.X3= 1
0 11 vV X'V 0
1 11 vV \V 1

Rys.1,2.b. Przyktad funkcji boolowskiej nie posiadajgcej wtasciwos$ci uktadania w stos
Fig.1.2.b. Example of boolean function which not obey stacking property

Funkcje boolowskie posiadajace witasciwos$¢ uktadania w stos nazywane sg dodatnimi
funkcjami boolowskimi. Nieznana jest doktadna analityczna zalezno$¢ pomiedzy liczbg do-
datnich funkcji boolowskich a szeroko$cig apertury filtru, wiadomo natomiast, ze dla 3 punk-
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tébw w aperturze jest tych funkcji 20, dla 5jest ich 7581, a dla apertury szeroko$ci 7 jest co
najmniej 236 dodatnich funkcji boolowskich.

Widzimy zatem, ze wybranie jednej z wielu mozliwych funkcji wymaga zastanowienia
sie, jakim Kkryterium mozna sie w tym wyborze kierowa¢. W rozdziale 2 bedzie sformutowane
kryterium wartosci Sredniej btedu bezwzglednego i bedziemy poszukiwac¢ funkcji boolowskiej
minimalizujgcej ten wskaznik ale najpierw zostanie przedstawiona statystyczna interpretacja
funkcji boolowskiej i wtasciwosci uktadania w stos.

Definicja stochastycznej funkcji boolowskiej
Zaktadamy, ze 2n mozliwych ciggéw binarnych o diugo$ci n mamy uporzadkowanych i

oznaczonych jako x i, Xz, .., X 2n.
Stochastyczng funkcje boolowskan - zmiennych B(-) defmujemy wektorem Pg z 2" ele-

mentami, w ktérym i - ty element oznacza:

Pb(1| x,)=P (B mawarto$¢ 1| x j jest argumentem B) 6)
Jednoczes$nie
Pb (0 |Xj) = 1-PB( I xt) @

Definicja stochastycznej wiasciwosci uktadania w stos
Stochastyczna funkcja boolowska posiada stochastyczng wiasciwo$¢ uktadania w stos,

jezeli:

E(B(x))>E(B(y)) <> x>y, ®

gdzie E jest operatorem warto$ci oczekiwanej.

Zadanie poszukiwania funkcji boolowskiej minimalizujgcej $redni btad bezwzgledny zo-
stanie rozwigzane przez podanie metody znajdowania stochastycznej funkcji boolowskiej
minimalizujacej $redni biagd bezwzgledny, a nastepnie wykazanezostanie, ze prawdopodo-
bienstwa definiujace te funkcje przyjmuja zawsze wartosci 0 lubl. Zatem uzyskiwana sto-
chastyczna funkcja boolowska rownowazna jest deterministycznej funkcji boolowskiej, ktéra
wykorzystujemy do stworzenia filtru stosowego.

2. Sformutowanie zadania filtracji optymalnej

W rozdziale tym zostanie przedstawiony model zadania optymalizacji doboru filtru z wy-

szczegOllnieniem uwzglednianych sygnatéw, okre$lony minimalizowany wskaznik jako$ci
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oraz sformutowane zadanie minimalizacji $sredniego btedu bezwzglednego jako zadanie pro-
gramowania liniowego.

2.1. Model zadania optymalizacji

Na rys.2.1 pokazany jest model zadania filtracji optymalnej. Sygnat oryginalny
(niezaktdécony) S (t) jest zaszumiany sygnatem n (t). Sposéb tego zaszumiania opisuje statycz-
na funkcja gR (¢); warto$¢ R(t) w chwili t zalezy tylko od wartosci S(t) i N(t) w chwili t. Z
sygnatu R(t) wybierany jest ciagg Rn (t) o dtugosci n, rbwnej szerokosci apertury filtru Sb(-)-
Ciag ten nazywany bedzie wektorem aperturowym i oznaczany jako W (t). W wyniku prze-
twarzania przez filtr stosowany Sb () sygnatu wektora aperturowego uzyskujemy oceng sy-

gnatu oryginalnego S (t).

S(t) ar {") m Rn(L) = w(l) SB{ 5(0
T
N(t)
S(t) sygnat idealny A (0 wektor aperturowy
N{1) sygnat zaktécajacy S(t) sygnat wyjsciowy z filtru
m sygnat obserwowany przez filtr Sb(-) filtr stosowy
A szeroko$¢ apertury filtru

Rys.2.1. Model zadania filtracji optymalnej
Fig.2.1. Optimal filtration problem model

Szczego6towy opis modeli sygnatéw znajduje sie w rozdziale 3.1.

2.2. Wskaznik jakosci

Poszukujemy funkcji boolowskiej minimalizujgcej $redni btad bezwzgledny.

C(SB) = E[|S(t) - SB(W (1) |] 9

Dzieki whasciwosci uktadania w stos otrzymujemy:

M
C(Sb)=£ ETISI(t)-B(w.(t))I], (10)
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gdzie M jest liczbg pozioméw progowania, S (t) sygnatem idealnym sprogowanym na pozio-
mie i, a Wj(t)jest wektorem aperturowym W (t) sprogowanym na poziomie i.

Dzieki sformutowaniu oceny sygnatu oryginalnego przez filtr na podstawie sygnatu za-
szumionego jako problemu decyzyjnego mozemy przedstawi¢ wskaznik kosztéw ponoszo-
nych na poziomie progowania 1 przy uzyciu funkcji boolowskiej B w nastgepujacej postaci:

C(B 11) =
N H H N N 1l H
X [ (°iv £ [CAWAOJnCOIWIj + CAW .1.ONMNIW . 1jjrriw)
j=i WeQw:v?|=Xj
[CIIWAIMOIw , )+ C,(W,1)71(11W ,1)}« (W)
WeQw:Wj=Xj
gdzie:

Ci (W ,1,0) - koszt ponoszony na poziomie 1, gdy filtr ma wyjscie rowne 0 a w oryginal-
nym sygnalejest 1,

Q (W ,0,0) - wyjsciem filtru jest 0, powinno by¢ 0,

C| (W ,0,1) - wyjsciem filtrujest 1, powinno by¢ 0,

Q (W, 1,1) - wyjsciem filtru jest 1, powinno by¢ 1,

TO|W,)=1-n (1| W, 1) =prawd, (poprawne wyj. filtru = 1| na wejsciujest W ).

Catkowity koszt ponoszony przy uzyciu w filtrze stosowym funkcji boolowskiej B otrzy-
mujemy w wyniku sumowania kosztdw ponoszonych na poszczegdlnych poziomach progo-

wania,
M
C(B)=£ c(B|1) (11)
i=l
Przyjmujac
C1= [CAWAOMOIW, 1) + C, (W,1,0)jt(1| W,1)J n(W) (12)
WcecQ w:w,=xj
c2 = £ [CI(W,0,)n(0|W 1) + CIW 1,D)jr(I|W ,1)}7t(W) (13)

W £Q wiw|=xj
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oraz korzystajac z zaleznosci

PB(0|xj) =1-PB(I|xi) (14)
otrzymujemy;
o
C(B|1)=£ Pb(IXi)-(C2-C~ +C1 (15)
J=l

Poniewaz wptyw wyrazu wolnego C1na warto$¢ wskaznika C (B [) nie zalezy od Pb
(1 | Xj) definiujacych poszukiwang funkcje boolowska, mozemy zmodyfikowaé nasz wskaz-

nik do postaci:
2n
C-(B]1) = £ PB(11Xi) (C2-C 1) (15)

j=I

Nastepnie przyjmujemy, ze koszty ponoszone przy podjeciu przez filtr poprawnej decyzji

saréwne 0
C|(W,0,0) =Q(W, 1,1)=0 17)
i podstawiajac
7t | W, ) =1-Tt(0 |W, 1 (18)
otrzymujemy:
C'(B|1) =
2n (19)
Z PbCI?)- 7t(W) « {t(O|W,I) m[C,(W,0,1) + C*W .l.O)]- C,(W,1,0)}
j=i WeQw:w,=X]j
M
c'(B)=~ C'(B|1) (20)

Przyjmujac: koszty Q (W ,0,1) = CWO01 i Ci (W ,1,0) = CW10 niezalezne od poziomu

progowania i wektora aperturowego oraz binarny sygnat R (t) na wejsciu (1= 1) otrzymujemy;

C'B)=£ PgOlkp-Uitp-~Jép fCWOI+CWIOACWIol, (21)
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gdzie
**D=_ X "W (22)
WEQw:w ,=xj
7r(0]xj) = _ Y «(01W) (23)
WeQw:w,=xj

2.3. Sformutowanie zadania minimalizacji $redniego btedu bezwzglednego jako zadania

programowania liniowego

Zauwazmy, ze uzyskany w poprzednich rozwazaniach wskaznik C’ (B) jest liniowg kom-
binacjg prawdopodobienistw okres$lajacych poszukiwang funkcje boolowska i pewnych wspét-
czynnikéw, statych dla przyjetego modelu sygnatéw S (t) i N (t) i dla ustalonych kosztow
CWwo01 i Cw1o0.

Oznaczajac wektor prawdopodobienstw definiujgcych funkcje boolowskgjako

P = £Pi, P2, ..., P2,], (24)
gdzie
Pi=PB(I I xj) (25)
oraz wektor wspétczynnikéw jako
c [Cii )P (26)
gdzie
g=T7t(xj) {7t (0]Xj, 1)-[CWOL +CW10]-CW10} 27)

mozemy sformutowaé problem poszukiwania funkcji boolowskiej minimalizujgcej $redni biad
bezwzgledny jako Zadanie Programowania Liniowego.

min cT P (28)
=]
przy ograniczeniach

Xj <xi”P B(I|xj)<PB(l|xi) (29)
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0< X; <1 (30)

Pierwsza nierdwno$¢ ograniczen (29) wynika z koniecznoS$ci spetniania przez funkcje bo-
olowskg stochastycznej wtasciwosci uktadania w stos, druga (30) natomiast zwigzana jest z

dopuszczalnymi warto$ciami, jakie moze przyjmowac stochastyczna funkcja boolowska.

3. Rozwigzanie zadania programowania liniowego

Rozwigzanie sformutowanego powyzej ZPL zostanie podzielone na dwie cze$ci. W pierw-
szej obliczane bedg wspoétczynniki § na podstawie danych zawartych w przyjetych modelach
sygnatéw S (t) i N (t), a w drugiej ograniczenia wynikajace z wasciwos$ci uktadania w stos i
dopuszczalnych wartosci stochastycznej funkcji boolowskiej zostang zapisane w postaci nie-

réwnosci macierzowych.

3.1. Obliczanie wspétczynnikéw g

W celu obliczenia wspdtczynnikéw G rozpatrzymy, ktére parametry modeli sygnatéw dane
sg na wstepie, a ktére musimy dopiero obliczyé. Parametry modeli sygnatéw S (t) i N (t) sa
dane. Model sygnatu R (t) znajdujemy na podstawie S (t) i N (t). Na podstawie R (t) dla danej
szerokos$ci apertury tworzymy model sygnatu wektora aperturowego W (t). Nastepnie zostang
przedstawione wzory na obliczanie wspdtczynnikéw c; na podstawie znalezionych modeli

sygnatow.
3.1.1. Model S (t) i N (t)

Jako model sygnatu S (t) przyjmujemy stacjonarny fafcuch Markowa z przestrzenia sta-

néw Qs = {Si, ..., SMs}, gdzie Ms jest liczbg standw przyjmowanych przez S (t) i macierza
przejsé Ps.
Prawdopodobieristwa graniczne stanéw Si,..., Sms oznaczamy przez hi,..., lims, gdzie
h.= limP(S(t)=Sn (31)

hj obliczamy rozwigzujac uktad rownan:

(32)

(33)

!
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W celu numerycznego rozwigzania powyzszego uktadu réwnan tworzymy macierz A i

wektory B i X

1 .. Mc
1
A= Ms - (34)
1.
Ms +!
gdzie 1jest macierzgjednostkowa.
o 1 ’ .
h((
B = o Ms X - v
1 Ms+i > s .
Prawdopodobiefstwa graniczne uzyskujemy jako rozwigzanie réwnania:
X=A\B (36)

Jako model sygnatu N (t) przyjmujemy stacjonarny taficuch Markowa z przestrzenig sta-
néw Qn = {N|,.., NMnh}, gdzie Mnjest liczbg stanéw przyjmowanych przez N (t) i macierza
przej$¢ Pn-

Prawdopodobienstwa graniczne stanéw N i,.... NMhoznaczamy przez O j,..., Omn, gdzie

0.= limP(N(t) =N.) (37)
J - J

Oj obliczamy rozwigzujgc uktad réwnan:

Z v i 3>
=>
Obliczenia numeryczne Oj przeprowadzamy analogicznie do obliczania hj.

3.1.2. ModelR (t)

Jako model sygnatu R (t) przyjmujemy stacjonarny taficuch Markowa z przestrzenig sta-
néw Qr = {n,..., rMR}, gdzie Mr jest liczbg stanéw przyjmowanych przez R (t) i macierza

przejs¢ Pr.
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Mr —Ms ¢«Mn (40)
Qr=QsxQn (41)
Pr=Ps® Pn (42)

PrawdopodobiefAstwo graniczne stanu r* = (S,, Nj) przy zatozeniu niezaleznos$ci S, oraz Nj
obliczamy jako:

gk = lim P(R(t) = rk) = hj «Oj (43)

3.1.3. Model W(t)
Jako model sygnatu W (t) przyjmujemy stacjonarny taficuch Markowa z przestrzenig sta-
now Qw = {W , W Mw }, gdzie Mw jest liczbg stanéw przyjmowanych przez W (t) i macie-

rzg przejs¢ Pw-
Sygnat W (t) powstaje przez naktadanie apertury o szerokosci n na sygnat R (t) i przesu-

waniu jej kolejno ojedngprébke.

Oznacza to, ze jezeli PR (ij) = 0, czyli nie moze nastapi¢ w sygnale R (t) przejscie ze stanu
r, do stanu iy, to do przestrzeni Qw nie moze naleze¢ stan Wk, w ktérym wystepowatyby jeden

po drugim stany r, i rj. Zatem przestrzen stanéw Qw mozemy zdefiniowa¢ nastepujgco:

Przestrzen stanéw Qw generujemy wedtug powyzszego warunku. W wyniku tych obliczen
numerycznych uzyskujemy réwniez Mw-

Obliczanie macierzy przejs¢ Pw pokazane zostanie najpierw na przyktadzie apertury o
szerokosci 3. Przejscie ze stanu Wj do stanu Wj przebiega nastepujgco:

(45)

Zatem prawdopodobieristwo przejscia ze stanu Wj do stanu W-wynosi:

(46)

PW(U) = P(ri2=rji)-P(ri3=rj2).PR(j2,j3), (47)
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gdzie P(r,2 = rji) oznacza prawdopodobienstwo, ze stan r2 jest tym samym stanem co fji

(przyjmujemy 0, jak nie jest, a 1- gdy jest). P (rj2-> rj3) oznacza prawdopodobieAstwo przejs-
cia ze stanu rj2do stanu 1$.

Dla szerokoS$ci apertury n obliczamy kolejne Pw (iJ), i = 1,..., Mw jako

Pw (i,j) = p(ri2 = 1jl)-p(ri3 = j2)-...-p(rin = rjn_i)-PR(jn_1jn) W
Przezn (Wk), k=1 , Mw oznaczymy prawdopodobienstwa graniczne

u(Wk) = t_|iomoP(W(t): W.) (49)

©( WK) obliczamy rozwigzujac uktad réwnan:

Mw
7c(Wj)= £  n(Wi)-Pw(i,j), j=I,..., M w (50)
i=l
Mw
An (W j)=1 (51)
=

Obliczenia numeryczne wykonujemy tak samo, jak pokazano dla S(t).
3.1.4. Obliczanie g

Wspoétczynnik Gobliczamy z wyprowadzonej uprzednio zaleznosci

Cj = 7¢(Xj) « (n(01 Xj,1) -[CWOI + CW10] —CW 10}, (52)

gdzie
*(*j) = _ X n* 0 w
wkeldw:n.i=i=Xj

Sposéb obliczania prawdopodobienstw granicznych n (Wk) pokazano w podrozdziale

3.1.3.
Prawdopodobienstwo warunkowe pojawienia sie zera w S (t) i pojawienia sie na wejsciu
filtru Xj obliczamy jako
7t(0,X )

rc(0|x-) = —— (54)
J 7t(Xj)
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gdzie
7t(0.X]) = z *(Wk) (55)

WkeQw( (* U = i= " S*rkn/2]=">
Warunek [S ~ T, 1= 0 nalezy rozumie¢ nastepujaco:
n/2

n/2 n

jezeli Sm = 0, to Wk speinia warunek.

Jezeli natomiast przyjmiemy koszty CWO01 = CW10 = 1, to minimalizacja otrzymanego w

ten sposdb wskaznikajest rownowazna minimalizacji $redniego btedu bezwzglednego

C(SB=E[[S(t)-Sb(W(D)]] (56)

3.2. Przcformulowanie ograniczen wynikajgcych z witasciwosci uktadania w stos do

postaci ograniczen nieréwnosciowych ZPL

Rozwazajac ograniczenia, ktére musi spetnia¢ funkcja boolowska, aby mogta byé uzyta do
stworzenia filtru stosowego, ¢hcieliby$Smy rozwigza¢ dwa zwigzane z tymi ograniczeniami
problemy. Wiasciwo$¢ uktadania w stos narzuca koniecznos$¢ spetniania warunku x; < Xj=>

B(Xj) < B(Xj). A zatem zjednej strony chcielibyémy zminimalizowa¢ liczbe poréwnan ko-

niecznych do sprawdzenia, czy powyzszy warunek zawsze zachodzi, a z drugiej strony chcie-
liby$my zapisa¢ te poréwnania w postaci nieréwnosci macierzowej, ktérag mozna by wyko-
rzysta¢ jako nierdbwnos$¢ ograniczen ZPL.
WprowadZzmy nastepujace oznaczenia:
(rOs) - ciag n binarnych zmiennych, r - podciag o dtugosci Ir, s - podciag o dtugosci Is, Ir
+ Is+ 1=n
(r0Os,rls) - para dwéch ciggéw binarnych réznigcych sie najednej pozycji

Pb (r0s,l) - prawdopodobienstwo zdarzenia: B(rOs) = 1

Definicja lokalnej wiasciwosci uktadania w stos
O funkcji boolowskiej B (*) méwimy, ze posiada lokalnie (dla danej pary (rOs, rls)) wia-

Sciwos¢ uktadania w stos, jezeli

Pb (rOs.l) § PB(rls,l) (57)
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Funkcja booiowska B (¢) posiada wtasciwos$¢ uktadania w stos, jezeli posiada lokalng wia-
Sciwos¢ uktadania w stos dla wszystkich mozliwych par (rOs,rls).

Sprébujmy zatem zapisaé w postaci nieréwnosci macierzowej warunek posiadania lokal-
nej wtasciwosci uktadania w stos dla wszystkich mozliwych par (rOs, rls).

Przyjmijmy, ze ustaliliSmy pewng kolejno$¢ w zbiorze par (rOs, rls). Zatem dla paty o

numerze g mozemy zapisac:

PB(rOs,I)i Pb(rls,1) dlaparyq (58)

Przechodzac na oznaczenia zwigzane z definicjg stochastycznej funkcji boolowskiej i
przyjmujac, ze Xj=rOsoraz Xj=rls, mozemy zapisa¢ powyzszg nier6wnos¢ jako:

Pb(l I X;><Pb (11 X) dlaparyq, (59)
zatem
P, < Pj dlapary q (60)
Pi- Pj < O0dlaparyq (61)
Przyjmujac, ze numer kolumny macierzy odpowiada numerowi xk,k =1,...,2n,a numer

wiersza numerowi pary (rOs,rls), przedstawimy idee tworzenia macierzy ograniczen w naste-

pujacy sposoéb:

A.
g
L] j 2n
1
g 0-010-0-1 0-0 Pi - Pi
n2"t n-l

Z przedstawionego schematu mnozenia macierzy wynika spos6b zapisu w postaci nieréw-
nosci macierzowej warunku: p, - Pj <o dla pary q. Oznaczajac natomiast poszczeg6lne macie-

rze sktadowe jako:
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0---010 e 0 -10
n2n—1
P;
PT = bl =
R n-1
2n,

115

(62)

(63)

mozemy zapisa¢ ograniczenia zapewniajace posiadanie przez uzyskang funkcje boolowska

wiasciwosci uktadania w stos w nastepujacej postaci:

A, Pr<b]

(64)

Pozostaje jeszcze uwzgledni¢ w macierzy ograniczen dopuszczalny zakres wartosci dla P,.

Mianowicie

0<P, <1

(65)

Jezeli przyjmiemy X = [0...0] oraz x*n =[I...1], to dzieki wtasSciwosci uktadania w stos

warunek (0 < P, < 1) jest spetniony, gdy zachodzi P, > 0i P?n < 1, a to zapewnia nam naste-

pujaca modyfikacja macierzy Aj i wektora bj:
1 2n
10 e 0

A= A1l
1 e 01 n2n_1+2

n2n_l +2

(66)

(67)
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Reasumujac, stwierdzamy, ze funkcje boolowskg minimalizujacg Sredni btgd bezwzgledny

otrzymujemy u wyniku rozwigzania nastepujacego ZPL:

mincT P

% (68)
APt < b,

gdzie A i b zostaly wyprowadzone powyzej; spos6b obliczania ¢ zawiera podrozdziat 3.1, a
P jest wektorem prawdopodobienstw okreslajacym funkcje boolowska. Zauwazmy, zc zc
wzgledu na wtasciwosci rozwigzania ZPL (znajduje sie ono zawsze na ograniczeniach) praw-
dopodobieAstwa P, sa zawsze réwne 0 lub 1. Zatem otrzymana funkcja boolowska jest de-

terministyczng funkcja boolowska.

4. Przyktady optymalnych funkcji boolowskich

Podobniejak w [7] przyjeto nastepujagcy model:
S (t) jest dyskretnym w czasie tafcuchem Markowa z przestrzenig stanéw

Qs={(0,a), (0,b), (l,a>, (I,b)} (69)
i macierza przejsc
0 10 O
004060
— 70
= 00 0 1 (70)
040 0 06

Ms =4

S (t) jest sygnatem binarnym. Wyrdzniane sg dwa stany, ktérych wystgpienie rownoznacz-
nejest z pojawieniem sie S (t) = 0. Sa to stany (0,a) i (0,b). Jednoczes$nie wystepujg dwa stany
dajace S (t) = 1. Sa to stany (l,a) i (I,b). Analizujac Ps widzimy, zZe jezeli sygnat znajduje si¢
w stanie ,,0” lub ,,1”, to pozostaje w nim co najmniej przez jeden dodatkowy przedziat czaso-
wy. Innymi stéwy, jezeli przetagczenie z ,,0” na ,,1” dato nam w chwili k S(t) = 1, to rowniez w
k + 1bedzie S (t) = 1, a w chwili k + 2 bedzie 1z prawdopodobieristwem 0.6, a 0 z prawdo-
podobienstwem 0.4. Stany (0,a), (0,b) sagnierozréznialne, podobnie jak (l,a), (I,b).

Funkcja /s ((0,a)) : Qs -> {0,1}, ktdra definiuje wartosci sygnatu S (t), ma nastepujaca
postac:

Is((x,y)) = x (711)

Zatem /s ((0,a))=0a /s((1,b))=1
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Rozwigzujac uktad réwnan (32), (33) uzyskujemy prawdopodobiefistwa graniczne dla sta-

néw z przestrzeni Qs

hi =0.1622 h2=0.2703 h3=0.1622 R, = 0.4054 (72)

N (t) jest dyskretnym w czasie taficuchem Markowa z przestrzenig stanéw

Qn={X,Y, 7z} (73)
imacierza przejs¢
06 02 0.2
_ 08 0101 (74)
PN'= 056 03 01

Mn=3
Zaktada sig, ze szum jest niezalezny od sygnatu idealnego.
Stany X,Y,Z oznaczajg nastepujacy charakter oddziatywan zaktdcenia na sygnat idealny:

X - N (t) nie wptywa na S (t)
Y - N (t) sprowadza S (t) do 1
Z - N (t) sprowadza S (t) do 0

Rozwigzujgc uktad rownan (38), (39) uyskujemy prawdopodobiefstwa graniczne dla sta-

néw z przestrzeni Qn

v, = 0.6393 v2=0.1967 v3=0.1639 (75)

R © jest dyskretnym w czasie tancuchem Markowa z przestrzenig stanéw

Qr=Qsx QN= {(0,a,X), (0,a,Y), (0,a,2), (0,b,X), (0,b,Y), (0,b,2),
(,a,X), (La,Y), (L,a,z), (1,b,X), (I,b,Y), (I,b,Z2)} (76)

FunkcjafR(r) : Qr -> {0,1}, ktéra deftnuje sygnat R (t), w chwili t ma nastepujaca po-

staé:
/r(r)e {0,1}, dla kazdego r e QR tak wiec / R(0,a,X) - 0, podczas gdy / R(0,a,Y) - 1.

Macierz przej$¢ ma postac:

0 PN 0 0
PR=" 0 0 0 py

04Pn O 0 0.6Pn

Prjest macierza 12 na 12 elementéw.
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Korzystajac z (43) otrzymujemy prawdopodobienstwa graniczne gk wedtug kolejnosci

stanéw w Qr.

gi= 0.1037,  g2=0.0319, 93= 0.0266,
g4=0.1728,  g5=0.0532, g6= 0.0443,
g7=0.1037,  g8= 0.0319, g9= 0.02686,
g,0=0.2592, g,,= 0.0798, g12= 0.0665

MR= 12
Parametry sygnatu W (t), tj.przestrzeh stanéw Qw, macierz przejs¢ Pw iprawdopodo-
bienstwa granicznen(Wj) znajdujemy wediug opisuzamieszczonego w rozdziale 3.1.3.

Zadanie optymalizacji zgodnie z (68) ma postac:

min cT P (78)
p

APTSb (79)

Spos6b wyliczania wspoétczynnikéw ej przedstawiono w rozdziale 3.1. Przyjmujac, ze sze-

rokos¢ apertury filtru wynosi 3, otrzymujemy nastepujace postacie macierzy ograniczen A ib.

A= &=
-1 0 0 00 0O 0 O e
1 -10 000 0O 0
10 10 00 00O 0
100 100 0O 0
0100 1000 0
0 100 0 -100 0
00 10 -1000 0
0 0 0 10 -100 0
000 100 10 0
0 0 00100 1 0
00 00 O0 10 -1 0
0 00 00 O0 1 1 0
0 0 0 OO O 0 1 1

Kolejno$¢ kombinacji zmiennych wejSciowych Xj pokazano w tab.4.1.
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Tabela 4.1
J *j
1 000
2 100
3 010
4 001
5 110
6 101
7 011
8 111

W tabelach od 4.2. do 4.21 zebrano przyktadowe wyniki uzyskane dla r6znych wartosci
wspoétczynnikéw kosztow CWO01, CW10. Dla CW01 = CW10 = 1otrzymana funkcja boolow-
ska minimalizuje $redni btagd bezwzgledny. Dla wspétczynnikéw kosztu ré6znych od 1 uzysku-
jemy minimalizacje wazonego $redniego btedu bezwzglednego. Analizujac wptyw wartosci
CWwO01, CW10 na posta¢ otrzymywanej funkcji widzimy, ze w miare jak wzrasta kara za u-
stawicnic przez filtr na wyjsciu 1, gdy powinno by¢ 0 (odpowiada temu wzrost CWO01), filtr
stara sie ,,zabezpieczy¢” przed taka sytuacja przyjmujac dla coraz wiekszej liczby kombinacji
zmiennych wejsciowych 0. Przeciwnie, jezeli zwiekszamy kare za wyjscie filtru réwne 0, gdy

powinno by¢ 1.

Tabela 4.2 Tabela 4.3

cwo1 CW10 C(B) CWo1 CW10 C(B)

0.01 1 0.0043 0.1 1 0.0347
I Pb (1 1Xj) j G Pb (1 1Xj) i
-0.0037 1 1 0.0039 0 1
-0.0196 1 2 -0.0099 1 2
-0.0441 1 3 -0.0417 1 3
-0.0244 1 4 -0.0152 1 4
-0.1268 1 5 -0.1247 1 5
-0.0418 1 6 -0.0371 1 6
-0.1220 = 1 7 -0.1194 1 7
-0.1807 1 8 -0.1802 1 8

Tabele 4.2 do 4.5 przedstawiajg wartoSci minimalizowanego wskaznika C (B), wspot-
czynnikéw G oraz tabele prawdy funkcji boolowskiej uzyskanych dla réznych CW01, CW10

w nrzykladzie 1
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Tabela 4.4 Tabela 4.5
Cwo1 Cwio C(B) Cwo1 Cw10 C(B)
0.02 1 0.0480 0.7 1 0.0960
i Pb (1 1Xj) j g Pb (1 1 xj) i
0.0124 0 1 0.0550 0 |
0.0008 0 2 0.0546 0 2
-0.0390 1 § -0.0253 1 3
-0.0049 1 4 0.0464 0 4
-0.1223 1 5 -0.1104 1 5
-0.0319 1 6 -0.0059 1 6
-0.1165 1 7 -0.1023 1 7
-0.1797 1 8 -0.1770 1 8
Tabela 4.6 Tabela 4.7
Cwo1 CW10 c(B) cwo1 CW10 c(B)
1 1 0.0851 2 1 0.1156
g Pb (1 1 Xj) j o] Pb (1 1Xj) i
0.0806 0 1 0.1658 0 1
0.0868 0 2 0.1942 0 2
-0.0171 1 3 0.0101 0 3
0.0772 0 4 0.1799 0 4
-0.1033 1 5 -0.0795 1 5
0.0097 0 6 0.0618 0 6
-0.0937 1 7 -0.0652 1 7
-0.1753 1 8 -0.1698 1 8
Tabela 4.8 Tabela 4.9
Cwo1 CW10 C(B) Cwo1l Cwi1o0 C(B)
5 1 0.1462 6 1 0.0329
g Pb (1 1xp i g Pb (1 1 Xj) i
0.4214 0 1 0.5066 0 1
0.5166 0 2 0.6241 0 2
0.0920 0 3 0.1192 0 3
0.4879 0 4 0.5906 0 4
-0.0082 1 5 0.0156 0 5
0.2179 0 6 0.2700 0 6
0.0205 0 7 0.0490 0 7
-0.1534 1 8 -0.1479 1 8
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Tabela 4.10 Tabela 4.11

Cwo1 CW10 cm) Ccwo1 CW10 C(B)

30 1 0.1643 35 | 0.0000
o Pb (1 1 Xj) i g Pb (1 1xj) i
2.5512 0 1 29771 0 1
3.2029 0 2 3.7402 0 2
0.7738 0 3 0.9102 0 3
3.0546 0 4 3.5679 0 4
0.5859 0 5 0.7048 0 5
1.5192 0 6 1.7795 0 6
0.7343 0 7 0.8770 0 7
0.0165 1 8 0.0109 0 8

Tabela 4.12 Tabela 4.13

Cwo1 CW10 C(B) Ccwo1 CW10 C(B)

1 0.01 0.0000 1 0.05 0.0055
ci Pb (1 1 Xj) i g Pb (1 I xj) i
0.0851 0 1 0.0850 0 1
0.1072 0 2 0.1064 0 2
0.0268 0 3 0.0251 0 3
0.1024 0 4 0.1014 0 4
0.0225 0 5 0.0174 0 5
0.0516 0 6 0.0499 0 6
0.0273 0 7 0.0224 0 7
0.0037 0 8 -0.0036 1 8

Tabele 4.10 do 4.13 przedstawiajg warto$ci minimalizowanego wskaznika C (B), wspot-
czynnikéw g oraz tabele prawdy funkcji boolowskich uzyskiwanych dla réznych CwWO01,
CW10 w przykiadzie 1.
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Tabela 4.14 Tabela 4.15
cwol CW10 c(B) cwol CW10 -~
1 01 0.0055 1 05 00578
g Pb (1 1 xj) i y Pb (11xj) j
0.0847 0 1 0.0829 0 1
0.1054 0 2 0.0971 0 2
0.0228 0 J 0.0051 0 ?
0.1001 0 4 0.0899 0 4
0.0111 0 5 -0.0398 1 5
0.0478 0 6 0.0309 0 6
0.0163 0 7 -0.0326 1 7
-0.0126 1 8 -0.0849 1 8
Tabela 4.16 Tabela 4.17
cwo1 CW10 c(B) cwo1 CW10 c(B)
1 0.8 0.0851 1 1 0.0851
g Pb (L 1Xj) i g Pb (1 1xp i
0.0815 0 1 0.0806 0 1
0.0909 0 2 0.0868 0 2
-0.0083 1 3 -0.0171 1 3
0.0823 0 4 0.0772 0 4
-0.0779 1 5 -0.1033 1 5
0.0182 0 6 0.0097 0 6
-0.0693 1 7 -0.0937 1 7
-0.1392 1 8 -0.1753 1 8

Tabele 4.14 do 4.17 przedstawiajg warto$ci minimalizowanego wskaznika C (B), wspdt-
czynnikéw G oraz tabele prawdy funkcji boolowskich uzyskiwanych dla ré6znych CWO01,
CW10 w przyktadzie 1.
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Tabela 4.18 Tabela 4.19
Cwo01 Cw10 C(B) Cwo1 CW10 Cc(B)
1 2 0.1371 1 5 0.2398
g Pb(1 1xp i . Pb (1 1Xj) j
0.0760 1 0.0622 0 1
0.0661 0 2 0.0042 0 2
-0.0616 | 3 -0.1948 1 3
0.0518 0 4 -0.0245 1 4
-0.2303 1 5 -0.6115 1 5
-0.0326 1 6 -0.1597 1 6
-0.2160 1 7 -0.5827 1 7
-0.3561 1 8 -0.8985 1 8
Tabela 4.20 Tabela 4.21
Ccwo1 CW10 C(B) cwol cWwWio ..
1 6 0.3472 1 20 0.4324
a Pb (1 1Xj) j G Pb (1 1X)) i
0.0576 0 1 -0.0068 1 1
-0.0165 1 2 -0.3057 1 2
-0.2393 1 3 -0.8612 1 3
-0.0500 1 4 -0.4061 1 4
-0.7385 1 5 -2.5171 1 5
-0.2020 1 6 -0.7949 1 6
-0.7050 1 7 -2.4166 1 7
-1.0793 1 8 -3.6105 1 8

Tabele 4.18 do 4.21 przedstawiajg warto$ci minimalizowanego wskaznika C (B), wspot-
czynnikéw QG oraz tabele prawdy funkcji boolowskich uzyskiwanych dla r6znych CWO01,
CW10'w przyktadzie 1.

5. Zakonhczenie

W pracy przedstawiono podstawowe definicje i wiasciwosci przetwarzania stosowego,
zaliczajagcego sie do nieliniowych przetwornikéw sygnatéw, a bedacego liniowg kombinacja

statystyk porzadkowych. Nastepnie sformutowano zadanie filtracji optymalnej z uwagi na
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$redni biad bezwzgledny jako zadanie programowania liniowego. Przedstawiono metode
znajdowania wspétczynnikdw liniowej funkcji wskaznika jakosci i omédwiono warunki, jakie
musi spetnia¢ macierzowa reprezentacja wtasciwosci uktadania w stos. Nastepnie przedsta-

wiono przyktady optymalnych funkcji boolowskich.
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Abstract

The class of stack filters preserving stacking property and threshold decomposition is in-
troduced. Rank order filters (especially median filters), morphological filters and many others
are included in this class.

Basic features of stack filtering are presented.
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The stack filter is fully determined by selection of appropriate Boolean function. As a cri-
teria for selection of the function the minimization of the mean absolute error between requ-
ired signal and the filter output is taken. The minimization of mean absolute error can be obta-
ined through solution of the appropriate linear programming problem.

The subject of this paper is to present some of numerical problems arising during formula-
tion of linear programming problem.

These enhanced methods allow for computation of the coefficients and the matrix of con-
straints for the linear programming problem formulated above.

Finally, examples of stack filters are presented.



