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PROJEKTOWANIE FILTRÓW STOSOWYCH 
NA PODSTAWIE KRYTERIUM MINIMALIZACJI 
WARTOŚCI BŁĘDU BEZWZGLĘDNEGO

Streszczenie. W pracy została przedstaw iona klasa filtrów  stosow anych posiadają­
cych w łaściwość układania w stos i w ykorzystujących progow ą dekom pozycję. K lasa ta 
zaw iera filtry oparte na statystykach porządkow ych (w  szczególności filtr m edianow y), 
filtry m orfologiczne i w iele innych.

Jako kryterium  w yboru filtru stosowego przyjm uje się średnią w artość bezw zględ­
n ą  pom iędzy sygnałem  idealnym  a w yjściem  filtru. M inim alizacja średniego błędu bez­
w zględnego m oże być uzyskana jako  rozw iązanie odpow iedniego zadania program o­
w ania liniowego.

Przedstaw ione, rozw inięte metody pozw alają na obliczanie w spółczynników  m a­
cierzy ograniczeń dla wcześniej sform ułowanego zadania program ow ania liniowego.

N a koniec przedstaw iono przykłady optym alnych filtrów stosowych.

STACK FILTER DESIGN BASED ON THE M EAN ABSOLUTE ERROR 
CRITERION

Sum m ary. The class o f  stack filters preserving stacking property and threshold 
decom position is introduced. Rank order filters (especially m edian filters), m orphologi­
cal filters and many others are included in this class.

As a criteria for selection o f  a stack filter the m inim ization o f  the m ean absolute er­
ror betw een required signal and the filter output is taken. The m inim ization o f  m ean ab­
solute error can be obtained through solution o f  the appropriate linear program m ing 
problem.

These enhanced methods allow  for com putation o f  the coefficients and the m atrix 
o f  constraints for the linear program m ing problem  form ulated above.

Finally, exam ples o f  stack filters are presented.
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Wstęp

W  dziedzinie przetw arzania obrazów w ystępują obecnie trendy zm ierzające z  jednej strony 

do poszukiw ania now ych algorytm ów  przetwarzania, a  z  drugiej do poszukiw ania nowych 

sposobów  realizacji znanych ju ż  algorytm ów. Pow odem  tych poszukiw ań je s t dążenie do 

przyspieszenia działania układów  i oprogram ow ania oraz zm niejszenia kosztów  produkcji.

Szczególnie duże wym agania, jeśli chodzi o szybkość działania, staw ia przetw arzanie ob­

razów  w czasie rzeczywistym .

Poszukiw ania możliw ości zw iększenia szybkości działania oraz uproszczenia konstrukcji 

p o w o d u ją  że podejście do przetwarzania obrazów  oferowane przez m etodę przetwarzania 

stosow ego je s t szczególnie atrakcyjne.

K lasę filtrów  stosow ych definuje się jako  posiadającą w łaściwość słabej superpozycji, 

nazyw aną progow ą dekom pozycją i w łaściwość porządkującą nazyw aną w łaściw ością ukła­

dania w  stos. W  klasie filtrów  stosow ych zaw ierają się filtry ze statystykam i porządkowym i 
oraz filtry składające się ze skończonej liczby filtrów  ze statystykam i porządkowym i, 

w szystkie filtry m orfologiczne oparte na operacjach „otw ierania” i „zam ykania” oraz wiele 

innych szeroko stosow anych filtrów.

M etoda pzetw arzania stosow ego polega na dekom pozycji ciągu w ielow artościow ego na 

ciągi binarne, w ykonaniu operacji przetwarzania na tych ciągach, co je s t szczególnie proste, a 

następnie pow rocie do ciągu wielow artościowego przez „sum ow anie” w ynikow ych ciągów 

binarnych.

Różne rodzaje filtracji uzyskujem y przez zastosow anie na każdym  poziom ie progowania 

pewnej funkcji boolowskiej. O filtracji stosowej mów im y w  m om encie, gdy zastosow ana 

funkcja boolow ska posiada w łaściwość układania w  stos. Funkcja boolow ska posiada w łaści­

w ość układania w  stos, jeże li w  swojej zm inim alizowanej postaci sum acyjnej nie zaw iera do­

pełnień zm iennych wejściowych. Funkcje takie nazyw am y dodatnim i funkcjam i boolowskimi.

W spom niana dekom pozycja pozw ala na realizację znanych algorytm ów  przetw arzania w 

odm ienny niż do tej pory sposób. Isto tną cechą tego podejścia jes t łatw ość w ykonania prze­
tw orników  stosow ych przy w ykorzystaniu technologii VLSI, co um ożliw ia w zrost szybkości 

działania, pozw alający zrealizow anie przetwarzania obrazów  w  czasie rzeczyw istym .

K ole jną  w ażną cechą przetw orników  stosow ych jes t m ożliw ość konstrukcji dużej liczby 

różnych przetworników . W łaściw ości w ielu z  nich nie zostały dotychczas jeszcze zbadane. 

D la ilustracji tej różnorodności pow iedzm y tylko, że przetw orników  z  aperturą  szerokości 3 

je s t 20, z  aperturą 5 jes t 7581, a  z ap e rtu rą7 je s t co najmniej 235.

Przy tak licznej klasie przetw orników  stosow ych pojaw ia się problem  dopasow ania rodza­

ju  przetw arzania do konkretnej sytuacji, czyli problem  w yboru funkcji boolow skiej określają­

cej dany filtr.
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Zatem pierwszym  zadaniem, jak ie  trzeba sobie postawić, jes t określenie kryterium , według 

którego będziem y poszukiwać funkcji boolowskiej definiującej filtr stosowy. W  niniejszej 

pracy rozw aża się sytuację, gdy minim alizowanym  w skaźnikiem  je s t w artość średnia błędu 

bezwzględnego.

Z om aw ianiem  podstawow ych w łaściwości przetwarzania stosowego m ożna się spotkać 
w [1,3,4,5,6]. Problem am i związanym i z przeszukiwaniem  funkcji boolowskiej m inim alizują­

cej średni błąd bezw zględny zajm owali się między innymi Coyle Edward i L in Jean-H sang w

P].

1. Podstawowe definicje i w łaściwości przetwarzania stosowego

Przedstawione zostaną tutaj podstawowe definicje i tw ierdzenia dotyczące przetw arzania 

stosowego. Idea przetw arzania stosow ego została zilustrow ana na przykładzie realizacji 

przetwarzania m edianowego - rys. 1.1.

próg 3

próg 1

1 1 0  2 2  3  1 2  2
M M M M I
p ro g o w a  d e k o m p o z y c ja

M M M M I

0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2
M  t t )

sum ow an ie  I 
w yjść  b in arnych
I I I  I I  I

0 0 0 0 0 0 0 0 0

BFM = X 1X2 + X -jXj  + X 2X 3

Rys. 1.1. Filtracja m edianow a w ykonana m etodą p rzetw arzania stosow ego 
Fig. 1.1. M edian filtering by  stack filtering

N a ry s .l . ł  w idzim y, Ze przetwarzanie stosow e polega na w konaniu progow ej dekom po­

zycji czterow artościow ego ciągu w ejściowego do trzech ciągów  binarnych, binarnej filtracji 

medianowej tych ciągów  binarnych i sum owaniu ciągów  binarnych, co daje w  efekcie cztero- 

wartościowy ciąg wyjściowy.
Progow ą dekom pozycję definiujem y w następujący sposób:

Definicja progowej dekompozycji
Progow ą dekom pozycją M  - wartościow ego ciągu R  o elem entach R(k) nazyw am y zbiór 

M-l binarnych ciągów , zw anych ciągam i sprogowanym i:
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( 1)
których elem enty określam y następująco:

(2)

Sum ow anie w yjściowych ciągów  binarnych dla większej liczby poziom ów  wymagałoby 

przy realizacji w  technologii VLSI w ykonania bardzo dużego sum atora, dlatego om ija się te 

konieczność dzięki założeniu, że funkcja boolow ska posiada w łaściwość układania w  stos, 

defin iow aną następująco:
D efinicja w łaściw ości układania w  stos

D efinicja dla uporządkow anych zbiorów  ciągów:

U porządkow any zbiór M  binarnych ciągów  S |, S2 , ... SM poiada w łaściw ość układania w 

stos, jeżeli:

Jeżeli żadna z  tych relacji n ie zachodzi, m ów im y, że ciągi są  nieporównyw alne. 

Definicja dla funkcji binarnych:
O funkcji binarnej B ( )  m ów im y, że posiada w łaściwość układania w  stos, jeżeli:

Rozw ażając zapis funkcji boolowskiej w  postaci wyrażenia m ożem y sform ułow ać waru­

nek posiadania przez funkcję w łaściwości układania w  stos.

W arunek konieczny i w ystarczający posiadania przez funkcję binarną w łaściwości 

układania w  stos
B inarna funkcja posiadania w łaściwości układania w  stos m a m iejsce w tedy i tylko wtedy, 

jeże li m oże być w yrażona w  postaci wyrażenia boolow skiego nie zaw ierającego żadnych do­

pełnień zm iennych w ejściow ych [1].
N a ry s .l.2 .a .b  przedstaw iono przykładow e funkcje posiadające i nie posiadające w łaści­

w ość układania w  stos. W ektory zawierające argum enty funkcji boolow skiej [ x ( l ) ,  x  (2), 

x (3 )]  uszeregow ano od najw iększego do najm niejszego (4), od dołu do góry. Z atem  odpo­

w iadające im w yjścia funkcji powinny dać kolum nę m ającą od dołu ciąg jedynek  i idąc dalej

S 1 > S 2 ^ .........SSm (3)

Relacje nierów ności dla ciągów  określam y następująco:

x = y o  V i x (i)  = y (i) 

x  < y o  V i x (i)  < y (i)

(x < y) a  (x  *  y )  -»  x  < y

(4)

x Ł y => B (x) > B (y) (5)
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w górę następujący za nim  ciąg zer i tak się dzieje w  przykładzie z  rys. 1.2.a, gdzie m am y do 

czynienia z dodatn ią  funkcją boolowską.

Jeżeli zauw ażym y, ze operacja progow ania daje nam zawsze w  efekcie uporządkow any 

zbiór ciągów  posiadający właściwość układania w  stos oraz założym y użycie w  m iejsce BFM  

z rys. 1.1 funkcji boolowskiej rów nież posiadającej tę w łaściwość, to w idzim y, że wyjściowe 

ciągi binarne rów nież tw orzą uporządkow any zbiór, posiadający właściwość układania w  stos. 

Dla danej chw ili czasu (num eru elem entu) w  ciągu w ejściowym  otrzym ujem y, idąc od naj­

większego poziom u progow ania, kolejno sam e zera i sam e jedynki. Stąd w idzim y, że sum o­

wanie m ożna zastąpić przeprowadzeniem  detekcji poziom u, na którym  nastąpiła pierw sza 

zmiana z 0 na 1.

X + X  • X
3

0  0  0  X2+ - W  o

0  0  1 x 2+ w  o

0  1 1 x , + x , - v  1

1 1 1 X2+ X ( V  1

Rys. 1,2.a. P rzykład funkcji boolow skiej posiadającej w łaściw ość układania w  stos 
Fig .l.2 .a . Exam ple o f  boolean function  w hich obey stacking  property

X + x  • x  
2 1 3

0  0  0  V W  1

0  0  1 S + X . X3= 1

0  1 1 V X. ' V  0

1 1 1 V \ V  1

Rys. 1,2.b. P rzykład funkcji boolow skiej n ie posiadającej w łaściw ości uk ładan ia  w  stos 
Fig. 1.2.b. E xam ple o f  boolean function w hich not obey stacking  property

Funkcje boolow skie posiadające właściwość układania w  stos nazyw ane są  dodatnim i 

funkcjami boolow skim i. N ieznana je s t dokładna analityczna zależność pom iędzy liczbą  do­

datnich funkcji boolow skich a szerokością apertury filtru, w iadom o natom iast, że dla 3 punk­
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tów  w aperturze je s t tych funkcji 20, dla 5 je s t ich 7581, a dla apertury szerokości 7 je s t co 

najm niej 2 35 dodatnich funkcji boolowskich.

W idzimy zatem, że w ybranie jednej z w ielu m ożliw ych funkcji w ym aga zastanowienia 

się, jak im  kryterium  m ożna się w tym wyborze kierować. W rozdziale 2 będzie sformułowane 

kryterium  w artości średniej błędu bezwzględnego i będziem y poszukiw ać funkcji boolowskiej 

m inim alizującej ten w skaźnik ale najpierw  zostanie przedstaw iona statystyczna interpretacja 

funkcji boolowskiej i w łaściwości układania w  stos.

D efinicja stochastycznej funkcji boolowskiej

Zakładam y, że 2n m ożliwych ciągów  binarnych o długości n mam y uporządkow anych i 

oznaczonych jako  x i, X2 , ..., x 2n .
S tochastyczną funkcję b o o lo w sk ąn  - zm iennych B(-) defm ujem y w ektorem  Pg z 2" ele­

mentam i, w  którym i - ty elem ent oznacza:

P b (1 | x ,)  = P (B m a wartość 1 | x j jes t argum entem  B) (6)

Jednocześnie

P b (0 |X j )  = 1 - PB (1 I x t )  (7)

D efinicja stochastycznej w łaściwości układania w  stos

Stochastyczna funkcja boolow ska posiada stochastyczną w łaściw ość układania w  stos, 

jeżeli:

E (B (x)) > E(B(y)) <=> x >y , (8)

gdzie E je s t operatorem  w artości oczekiwanej.

Zadanie poszukiw ania funkcji boolowskiej m inim alizującej średni błąd bezw zględny zo­

stanie rozw iązane przez podanie metody znajdow ania stochastycznej funkcji boolowskiej 

m inim alizującej średni błąd bezwzględny, a następnie wykazane zostanie, że praw dopodo­
bieństw a definiujące tę funkcję przyjm ują zawsze wartości 0 lub 1. Zatem  uzyskiw ana sto­

chastyczna funkcja boolow ska rów noważna je s t deterministycznej funkcji boolow skiej, którą 

w ykorzystujem y do stw orzenia filtru stosowego.

2. Sform ułowanie zadania filtracji optymalnej

W  rozdziale tym  zostanie przedstaw iony m odel zadania optym alizacji doboru filtru z  wy­

szczególnieniem  uw zględnianych sygnałów, określony m inim alizowany w skaźnik jakości
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oraz sform ułow ane zadanie m inim alizacji średniego błędu bezw zględnego jako  zadanie p ro­

gramowania liniowego.

2.1. M odel zadania optym alizacji

N a rys.2.1 pokazany je s t model zadania filtracji optym alnej. Sygnał oryginalny 

(niezakłócony) S (t) je s t zaszum iany sygnałem  n (t). Sposób tego zaszum iania opisuje statycz­

na funkcja gR (•); w artość R(t) w  chwili t zależy tylko od wartości S(t) i N (t) w  chwili t. Z 

sygnału R(t) w ybierany je s t ciąg R n (t) o długości n, równej szerokości apertury filtru Sb(-)- 

Ciąg ten nazywany będzie w ektorem  aperturow ym  i oznaczany jako  W  (t). W  w yniku prze­

twarzania przez filtr stosowany Sb (•) sygnału w ektora aperturowego uzyskujem y ocenę sy­

gnału oryginalnego S (t).

S( t )

S( t )

N{1)
m
71

9r {') m Rn(L) =  W( l ) S B{- 5(0

T
N ( t )

sygnał idealny ^ ( 0
sygnał zak łócający  S( t )
sygnał obserwow any przez filtr S b (-)
szerokość a p e rtu ry  filtru

w ektor apertu row y  
sygnał wyjściowy z filtru  
filtr stosow y

Rys.2.1. M odel zadania  filtracji optym alnej 
Fig.2.1. O ptim al filtration problem  m odel

Szczegółowy opis m odeli sygnałów  znajduje się w  rozdziale 3.1.

2.2. W skaźnik jakości

Poszukujem y funkcji boolowskiej m inim alizującej średni błąd bezwzględny.

C (S B) = E[ | S (t) -  S B(W (t)) | ] (9)

Dzięki w łaściwości układania w  stos otrzymujemy:

M

C (S b ) = £  E [ |S|( t ) - B ( w . ( t ) ) | ] ,  (10)
i= l
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gdzie M je s t liczbą poziom ów  progow ania, Si (t) sygnałem  idealnym sprogow anym  na pozio­

mie i, a W j(t)jest w ektorem  aperturow ym  W (t) sprogowanym  na poziom ie i.

Dzięki sform ułow aniu oceny sygnału oryginalnego przez filtr na podstaw ie sygnału za- 

szum ionego jako  problem u decyzyjnego m ożem y przedstaw ić w skaźnik kosztów  ponoszo­

nych na poziom ie progow ania 1 przy użyciu funkcji boolowskiej B w  następującej postaci:

C (B  11) =

X  [pb ( ° i v
j=i

£  [C^WAOjnCOlWJj + C ^ W .l.O ^ lIW .lj jr r iW ) 

WeQw:v?|=Xj

[C jiW A lM O I w , 1) + C ,(W ,1,1)71(11 W ,1 )} « (W )

WeQw:Wj=Xj

gdzie:

Ci ( W , 1,0) - koszt ponoszony na poziom ie 1, gdy filtr m a w yjście rów ne 0 a  w  oryginal­

nym sygnale je s t 1,

Q  (W  ,0,0) - w yjściem  filtru jes t 0, powinno być 0,

C| (W  ,0,1) - w yjściem  filtru je s t 1, pow inno być 0,

Q (  W , 1,1) - w yjściem  filtru jes t 1, pow inno być 1,

TT (0 | W , 1) = 1 - n  (1 | W , 1) = prawd, (poprawne wyj. filtru = 1 | na w ejściu je s t W ).

Całkow ity koszt ponoszony przy użyciu w  filtrze stosowym  funkcji boolow skiej B otrzy­
m ujem y w  wyniku sum ow ania kosztów  ponoszonych na poszczególnych poziom ach progo­

w ania,
M

C (B ) = £ c (B |1 )  (11)
i=l

Przyjm ując

C 1 = [C ^W A O M O I W ,l) + C, (W ,1,0)jt(1| W,1)J n ( W )

W c Q  w :w , = xj

(12)

C 2 = £  [C1(W ,0,l)n(0|W ,l) + C1(W ,l,l)jr(l|W ,l)}7t(W )
W £Q w:vv|= x j

(13)
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oraz korzystając z  zależności

PB( 0 |x j) = l - P B( l | x i ) (14)

otrzymujemy;

2"

C (B |1 ) =  £  Pb (1 I Xi)- (C2 - C ^  +  C 1 (15)

j=l

Poniew aż w pływ  w yrazu w olnego C 1 na wartość w skaźnika C (B | 1) nie zależy od Pb

(1 | Xj) definiujących poszukiw aną funkcję boolowską, możem y zm odyfikow ać nasz w skaź­

nik do postaci:
2n

C -(B |1 ) =  £  PB(11Xi) (C 2 - C 1) (15)

j=l

Następnie przyjm ujem y, że koszty ponoszone przy podjęciu przez filtr poprawnej decyzji 

są równe 0

C | ( W , 0 , 0 )  = Q ( W ,  1, 1) = 0 (17)

i podstawiając

7t( l  | W , l )  = 1 - Tt (0 | W , 1) (18)

otrzymujemy: 

C '(B |1 )  =

2n

Ż  P b C I ^ ) -
j= i

7t(W) • {t(0 | W ,l) ■ [C,(W ,0,1) + C ^ W .l.O )]-  C ,(W ,1 ,0 )}

WeQw:w,=xj

(19)

M
C '(B ) = ^  C '(B |1 )  (20)

i=l

Przyjmując: koszty Q  (W  ,0,1) = CW01 i Ci (W  ,1,0) =  CW 10 niezależne od poziom u 

progowania i w ektora aperturow ego oraz binarny sygnał R  (t) na w ejściu (1 = 1) otrzym ujem y;

C ’(B) = £  P g O l k p - U i t p - ^ J ć p  fCWOl + C W l O ^ C W l o l ,  (21)
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gdzie

* (* j)  = _  X  " W  (22)
W €Q w :w ,= x j

7 r(0 |x j ) = _  Y  « ( 0 1 W ) (23)
W eQ w:w,=xj

2.3. Sform ułow anie zadania m inim alizacji średniego błędu bezw zględnego jako zadania 
program ow ania liniowego

Zauważm y, że uzyskany w poprzednich rozw ażaniach w skaźnik C ’ (B) je s t lin iow ą kom­

binacją praw dopodobieństw  określających poszukiw aną funkcję boolow ską i pew nych współ­

czynników , stałych dla przyjętego m odelu sygnałów  S (t) i N  (t) i d la  ustalonych kosztów 

CW01 i CW 10.

O znaczając w ektor praw dopodobieństw  definiujących funkcję boolow skąjako

(24)

(25)

C [Ci, C2, C2n ]» (26)

gdzie

Cj = 7t ( x j ) • {7t (0 |X j, 1) - [CW01 + C W 1 0 ] - C W 1 0 }  (27)

możem y sform ułow ać problem  poszukiwania funkcji boolowskiej m inim alizującej średni błąd 

bezw zględny jak o  Zadanie Program ow ania Liniowego.

min cT P (28)
P

przy ograniczeniach

xj < x i ^ P B( l | x j ) < P B( l | x i) (29)

P = £Pi, P2, ..., P2„ ],

gdzie

Pj =  PB (l  I X j )

oraz w ektor w spółczynników  jako
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0  <  X ;  <  1 (30)

Pierwsza nierów ność ograniczeń (29) w ynika z  konieczności spełniania przez funkcję bo- 

olowską stochastycznej w łaściwości układania w  stos, druga (30) natom iast zw iązana je s t z 

dopuszczalnymi w artościam i, jak ie  m oże przyjm ować stochastyczna funkcja boolowska.

3. Rozwiązanie zadania program owania liniowego

Rozwiązanie sform ułowanego powyżej ZPL zostanie podzielone na dw ie części. W  pierw ­

szej obliczane będą w spółczynniki Cj na podstawie danych zaw artych w  przyjętych m odelach 

sygnałów S (t) i N  (t), a  w  drugiej ograniczenia w ynikające z w łaściwości układania w  stos i 

dopuszczalnych w artości stochastycznej funkcji boolowskiej zostaną zapisane w  postaci nie­

równości m acierzowych.

3.1. O bliczanie w spółczynników  Cj

W  celu obliczenia w spółczynników  Cj rozpatrzym y, które param etry m odeli sygnałów  dane 

są na wstępie, a  które m usim y dopiero obliczyć. Param etry m odeli sygnałów  S (t) i N  (t) są  

dane. M odel sygnału R  (t) znajdujem y na podstawie S (t) i N (t). N a podstaw ie R (t) dla danej 

szerokości apertury tw orzym y m odel sygnału w ektora aperturow ego W  (t). N astępnie zostaną 

przedstawione w zory na obliczanie w spółczynników  c; na podstawie znalezionych m odeli 

sygnałów.

3.1.1. M odel S  (t) i N  (t)

Jako m odel sygnału S (t) przyjm ujem y stacjonarny łańcuch M arkow a z  przestrzenią sta­

nów Qs = {S i, ..., SMs}, gdzie M s je s t liczbą stanów  przyjm ow anych przez S (t) i m acierzą 

przejść Ps.

Praw dopodobieństw a graniczne stanów  S i , ..., Sms oznaczam y przez h i , ..., Iims, gdzie

h . =  lim P (S (t) = S ■) (31)

hj obliczamy rozw iązując układ równań:

(32)

j=l

(33)

j=!
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W  celu num erycznego rozw iązania powyższego układu rów nań tw orzym y m acierz A i 

w ektory B i X
1 ... M c

A =
1 ... 1

1

M s - 

M s +!

(34)

gdzie 1 je s t m acierząjednostkow ą.

‘0 1
’ h « '

B = Ó M s X -
V, ’

1 M s + i > s .

Praw dopodobieństw a graniczne uzyskujem y jak o  rozw iązanie równania:

X  =  A \ B  (36)

Jako m odel sygnału N  (t) przyjm ujem y stacjonarny łańcuch M arkow a z p rzestrzenią sta­

nów  Qn =  { N |, ..., N Mn }, gdzie M n je s t liczbą stanów  przyjm ow anych przez N (t) i m acierzą 

przejść Pn-
Praw dopodobieństw a graniczne stanów  N i , .... N Mn oznaczam y przez O j , ..., Omn , gdzie

o . =  l i m P ( N ( t )  = N . )  (37)
J f—VCO Jt-»co

Oj obliczam y rozw iązując układ równań:

m n

=  J = 1......M n
j= i

m n

Z v i  <39>
j=>

O bliczenia num eryczne Oj przeprowadzam y analogicznie do obliczania hj.

3.1.2. Model R (t)

Jako m odel sygnału R  (t) przyjm ujem y stacjonarny łańcuch M arkow a z  przestrzenią sta­

nów Qr  = { n , ..., rMR}, gdzie  M r je s t liczbą stanów  przyjm ow anych przez R  (t) i m acierzą 

przejść P r .
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M r — Ms • Mn 

Q r = Qs x Qn 

P r  =  P s  ®  P n

(40)

(41)

(42)

Praw dopodobieństw o graniczne stanu r^ = (S„ Nj) przy założeniu niezależności S, oraz Nj 

obliczamy jako :

3.1.3. M odel W (t)

Jako m odel sygnału W (t) przyjm ujem y stacjonarny łańcuch M arkowa z przestrzenią sta­

nów Q w = { W , W Mw }, gdzie Mw jes t liczbą stanów przyjm ow anych przez W (t) i m acie­

rzą przejść Pw-
Sygnał W (t) pow staje przez nakładanie apertury o szerokości n na sygnał R  (t) i przesu­

waniu jej kolejno o jednąpróbkę.

Oznacza to, że jeże li PR (i j )  = 0, czyli nie m oże nastąpić w  sygnale R  (t) przejście ze stanu 
r, do stanu iy, to do przestrzeni Qw nie m oże należeć stan Wk , w którym  w ystępow ałyby jeden

po drugim stany r, i rj. Zatem  przestrzeń stanów  Qw możem y zdefiniow ać następująco:

Przestrzeń stanów  Qw generujem y według pow yższego warunku. W  w yniku tych obliczeń 

numerycznych uzyskujem y rów nież Mw-

O bliczanie m acierzy przejść Pw pokazane zostanie najpierw  na przykładzie apertury o 
szerokości 3. Przejście ze stanu Wj do stanu Wj przebiega następująco:

gk = lim P(R (t) = rk ) = hj • Oj (43)

(45)

Zatem praw dopodobieństw o przejścia ze stanu Wj do stanu W- wynosi:

(46)

Pw ( U )  = P(ri 2 = r j i ) -P ( r i 3 = r j2) . P R( j2 , j 3), (47)
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gdzie P(r,2 = rji) oznacza prawdopodobieństw o, że stan r,2 je s t tym  sam ym  stanem  co rji 

(przyjm ujem y 0, jak  nie jes t, a 1 - gdy jest). P (rj2->  rj3) oznacza praw dopodobieństw o przejś­

cia ze stanu rj2 do stanu 1$ .

Dla szerokości apertury n obliczam y kolejne Pw (i J) , i = 1 ,..., Mw jako

Pw (i,j) = p(ri2 = rjl ) -p(ri3 = rj2)- ...-p(rin = rjn_i )-PR(jn_1.jn) W

Przez n  ( Wk ), k = 1 , Mw oznaczym y praw dopodobieństw a graniczne

u (Wk ) =  l i m P ( W ( t ) =  W . )  (49)
t->0O

tc ( Wk) obliczamy rozwiązując układ równań:

M w

7c(Wj ) =  £  n(W i )-P w (i,j) , j = l , . . . , M w  (50)

j=l
Mw
^ n ( W j ) = l  (51)

j=l

O bliczenia num eryczne w ykonujem y tak sam o, jak  pokazano dla S(t).

3.1.4. O bliczanie Cj

W spółczynnik Cj obliczam y z wyprowadzonej uprzednio zależności

Cj =  7c(Xj) • ( n ( 0 1  Xj,l) -[CWOl +  CW10] — CW 10}, (52)

gdzie

* (* j)  =  _  X  n(^ 0  W
wke<3w:n.i= i=X j

Sposób obliczania praw dopodobieństw  granicznych n  (W k ) pokazano w  podrozdziale

3.1.3.

Praw dopodobieństw o w arunkow e pojaw ienia się zera w S (t) i pojaw ienia się na wejściu 
filtru Xj obliczam y jako

7 t(0 ,X .)
rc (0 | x- )  = — — (54)

J 7t(Xj)
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gdzie

7 t(0 ,X j)  = Z  *(W k )

WkeQw( ( * U = i = ^ S* rkn/2]=°>

( 5 5 )

Warunek [S ~  r, ]= 0 należy rozum ieć następująco:
n/2

n/2 n

jeże li Sm = 0, to Wk spełnia  warunek.

Jeżeli natom iast przyjm iem y koszty CW01 =  CW 10 = 1, to m inim alizacja otrzym anego w 

ten sposób w skaźnika je s t rów noważna m inim alizacji średniego błędu bezwzględnego

3.2. Przcform ulowanie ograniczeń w ynikających z  w łaściwości układania w stos do 

postaci ograniczeń nierów nościowych ZPL

Rozważając ograniczenia, które musi spełniać funkcja boolow ska, aby m ogła być użyta do 

stworzenia filtru stosowego, ćhcielibyśm y rozw iązać dw a zw iązane z  tym i ograniczeniam i 
problemy. W łaściwość układania w stos narzuca konieczność spełniania w arunku x ; < Xj=>

B(Xj) < B(Xj).  A zatem z jed n e j strony chcielibyśm y zm inim alizować liczbę porów nań ko­

niecznych do sprawdzenia, czy powyższy warunek zawsze zachodzi, a  z  drugiej strony chcie­

libyśmy zapisać te porów nania w  postaci nierówności m acierzow ej, k tórą m ożna by w yko­

rzystać jako  nierówność ograniczeń ZPL.

W prowadźmy następujące oznaczenia:

(rOs) - ciąg n binarnych zmiennych, r  - podciąg o długości lr, s - podciąg o długości ls, lr 

+ ls + 1 = n

(r0s,rls) - para dw óch ciągów  binarnych różniących się na jednej pozycji 

Pb ( r0 s ,l)  - praw dopodobieństw o zdarzenia: B(rOs) = 1

Definicja lokalnej właściwości układania w stos
O funkcji boolowskiej B (•) m ówim y, że posiada lokalnie (dla danej pary (rOs, r ls ) )  w ła­

ściwość układania w  stos, jeżeli

C (SB) = E [ | S (t) - Sb ( W (t)) | ] ( 5 6 )

P b (rOs.l) ś  P B ( r l s , l ) (5 7 )
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Funkcja booiow ska B (•) posiada w łaściwość układania w  stos, jeże li posiada lokalną wła­

ściwość układania w stos dla w szystkich m ożliwych par (rOs,rls).

Spróbujm y zatem  zapisać w  postaci nierówności macierzowej w arunek posiadania lokal­

nej w łaściw ości układania w  stos dla w szystkich m ożliw ych par (rOs, r ls ) .

Przyjm ijm y, że ustaliliśm y pew ną kolejność w zbiorze par (rOs, r ls ) . Zatem  dla paty o 

num erze q m ożem y zapisać:

P B (rOs,l) i  Pb (r 1 s, 1) dla pary q (58)

Przechodząc na oznaczenia zw iązane z definicją stochastycznej funkcji boolowskiej i 
przyjm ując, że Xj = rOs oraz Xj=rls, możem y zapisać pow yższą nierówność jako:

P b (I I X ;>< P b (1 I Xj ) dla pary q, (59)

zatem

P, < Pj dla pary q (60)

P i  -  P j  < 0 dla pary q (61)

Przyjm ując, że num er kolum ny macierzy odpow iada num erowi x k , k = l, . . . ,2 n ,a  numer 

w iersza num erow i pary (r0s,rls), przedstaw im y ideę tw orzenia m acierzy ograniczeń w  nastę­

pujący sposób:

n2

1

q

n -1

■ i . . .  j  . . .  2 n

0-- 0 1 0-- 0 - 1  0---0

Pi .

9"

Pi - Pi

n - I

Z przedstaw ionego schem atu m nożenia macierzy w ynika sposób zapisu w  postaci nierów­
ności m acierzow ej w arunku: P ,  -  P j  < 0  dla pary q. O znaczając natom iast poszczególne macie­

rze składowe jako:
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n2 n -1

0 - - - 0 1 0  ••• 0 - 1 0  ••• o (62)

PT =
P;

Pi

2n,

bl =

n -1

(63)

możemy zapisać ograniczenia zapew niające posiadanie przez uzyskaną funkcję boolow ską 

właściwości układania w  stos w  następującej postaci:

A, P r < b | (64)

Pozostaje jeszcze uw zględnić w macierzy ograniczeń dopuszczalny zakres w artości dla P,. 

Mianowicie

0 < P, < 1 (65)

Jeżeli przyjm iem y Xj = [0...0] oraz x^n =[ l . . . l ] ,  to dzięki w łaściwości układania w stos 

warunek (0 < P, < 1) jes t spełniony, gdy zachodzi P, > 0 i P?n < 1, a  to zapew nia nam  nastę­

pująca m odyfikacja macierzy Aj i w ektora b j :

1 2 n

A =

10 ••• 0 

A 1

1 ••• 01 n 2 n_1 + 2

(66)

b =

0

b, (67)

n2n_l + 2
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Reasum ując, stw ierdzam y, ze funkcję boolow ską m inim alizującą średni błąd bezwzględny 
otrzym ujem y u  wyniku rozw iązania następującego ZPL:

min c T P

%  (68) 
A Pt  < b,

gdzie A i b zostały w yprowadzone powyżej; sposób obliczania c zaw iera podrozdział 3.1, a 

P je s t w ektorem  praw dopodobieństw  określającym  funkcję boolow ską. Zauw ażm y, żc zc 

względu na właściwości rozw iązania ZPL (znajduje się ono zaw sze na ograniczeniach) praw­

dopodobieństw a P, są  zaw sze rów ne 0 lub 1. Zatem  otrzym ana funkcja boolow ską jes t de­

term inistyczną funkcją boolowską.

4. Przykłady optymalnych funkcji boolowskich

Podobnie jak  w [7] przyjęto następujący model:

S (t) je s t dyskretnym  w czasie łańcuchem  M arkowa z przestrzenią stanów

Q s= { (0 ,a ) , (0,b), (l,a>, (l ,b)} (69)

i m acierzą przej sc

ps =

0 1 0  0 
0 0.4 0.6 0 
0 0 0 1 

0.4 0 0 0.6

(70)

M s = 4
S (t) je s t sygnałem  binarnym. W yróżniane są  dw a stany, których w ystąpienie równoznacz­

ne jes t z  pojaw ieniem  się S (t) = 0. S ą to stany (0,a) i (0,b). Jednocześnie w ystępują dw a stany 

dające S (t) = 1. S ą to stany ( l ,a )  i (l,b ). A nalizując Ps w idzim y, że jeże li sygnał znajduje się 

w' stanie „0” lub „1”, to pozostaje w  nim co najmniej przez jeden  dodatkow y przedział czaso­

wy. Innymi stówy, jeżeli przełączenie z „0” na „1” dało nam w chwili k S(t) =  1, to rów nież w 

k + 1 będzie S (t) = 1, a  w  chwili k + 2 będzie 1 z praw dopodobieństw em  0.6, a 0 z  prawdo­

podobieństw em  0.4. Stany (0,a), (0,b) sąnierozróżnialne, podobnie jak  ( l ,a ) , ( l ,b ) .
Funkcja / s  ((0,a)) : Qs ->  {0,1}, która definiuje wartości sygnału S (t), m a następującą 

postać:
/s ( (x ,y ) )  =  x (71)

Zatem / s ((0,a)) = 0 a / s ((1 ,b)) = 1.
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Rozwiązując układ rów nań (32), (33) uzyskujem y praw dopodobieństw a graniczne dla sta­
nów z przestrzeni Qs

hi = 0 .1 6 2 2  h2 =  0.2703 h3 =  0.1622 R, = 0.4054 

N (t) jes t dyskretnym  w czasie łańcuchem M arkowa z przestrzenią stanów

Q n =  {X, Y, Z}

i macierzą przejść

PN =

0.6 0.2 0.2 
0.8 0.1 0.1
0.6 0.3 0.1

(72)

(73)

(74)

Mn = 3
Zakłada się, że szum  je s t niezależny od sygnału idealnego.
Stany X ,Y ,Z oznaczają następujący charakter oddziały wań zakłócenia na sygnał idealny:

X  - N  (t) nie w pływ a na S (t)

Y - N  (t) sprowadza S (t) do 1 

Z  - N  (t) sprowadza S (t) do 0

Rozwiązując układ rów nań (38), (39) uyskujem y praw dopodobieństw a graniczne dla sta­

nów z przestrzeni Q n

v, = 0.6393 v2 = 0.1967 v3 = 0.1639

R © je s t  dyskretnym  w czasie łańcuchem M arkowa z  przestrzenią stanów

Q r = Qs x Q N = {(0,a,X), (0,a,Y), (0,a,Z), (0,b,X), (0,b,Y), (0,b,Z), 

(l,a ,X ), (l,a ,Y ), (l,a ,Z ), (l,b ,X ), (l,b ,Y ), (l,b ,Z )}

(75)

(76)

Funkcja f R ( r ) : Q r ->  {0,1}, która deftnuje sygnał R  (t), w  chwili t m a następującą po­

stać:
/ r ( r ) e  {0,1}, dla każdego r e  Q R, tak w ięc / R (0,a,X) -  0, podczas gdy / R (0,a,Y) -  1. 

M acierz przejść m a postać:

PR =

0 PN 0 0

0 0-4Pn 0.6Pn 0

0 0 0 PN
0.4Pn 0 0 0.6Pn

(77)

Pr jest macierza 12 na 12 elementów.
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K orzystając z (43) otrzym ujem y praw dopodobieństw a graniczne gk w edług kolejności 
stanów  w  Q r .

g i=  0.1037, g2 = 0.0319, g3 = 0.0266,

g4 = 0.1728, g5 = 0.0532, g6 =  0.0443,

g 7 = 0.1037, g8 = 0.0319, g9 = 0.0266,

g,o = 0.2592, g , , =  0.0798, g 12 = 0.0665

M R = 12

Param etry sygnału W  (t), tj. przestrzeń stanów  Qw, m acierz przejść Pw i praw dopodo­
bieństw a graniczne n(W j) znajdujem y według opisu zam ieszczonego w  rozdziale 3.1.3.

Zadanie optym alizacji zgodnie z  (68) m a postać:

m in cT P (78)
P

APT S b  (79)

Sposób w yliczania w spółczynników  ej przedstaw iono w  rozdziale 3.1. Przyjm ując, że sze­

rokość apertury filtru wynosi 3, otrzym ujem y następujące postacie m acierzy ograniczeń A  i b.

A = 

-1 0 0 0 0 0 0 0

o
IIJ3

1 -1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 -1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 -1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 -1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 1 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 -1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 1 0 -1 0

0 0 0 0 0 0 1 -1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1

K olejność kom binacji zm iennych w ejściow ych Xj pokazano w  tab.4.1.
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Tabela 4.1

j *j

1 0 0 0

2 1 0 0

3 0 1 0

4 0 0 1

5 1 1 0
6 1 0 1

7 0 1 1

8 1 1 1

W tabelach od 4.2. do 4.21 zebrano przykładow e w yniki uzyskane dla różnych w artości 

współczynników kosztów  CW 01, CW 10. D la CW01 =  CW 10 = 1 otrzym ana funkcja boolow - 

ska m inim alizuje średni błąd bezwzględny. D la w spółczynników  kosztu różnych od 1 uzysku­

jemy m inim alizację w ażonego średniego błędu bezwzględnego. A nalizując w pływ  w artości 

CW01, CW 10 na postać otrzymywanej funkcji w idzim y, że w  m iarę ja k  w zrasta kara za  u- 

stawicnic przez filtr na w yjściu 1, gdy pow inno być 0 (odpow iada tem u w zrost CW 01), filtr 

stara się „zabezpieczyć” przed taką sytuacją przyjm ując dla coraz w iększej liczby kom binacji 

zmiennych w ejściow ych 0. Przeciwnie, jeże li zwiększam y karę za w yjście filtru rów ne 0, gdy 

powinno być 1.

Tabela 4.2 Tabela 4.3

CW01 CW 10 C(B)

0.01 1 0.0043

CJ Pb (1 1 Xj) j

-0.0037 1 1

-0.0196 1 2
-0.0441 1 3
-0.0244 1 4

-0.1268 1 5
-0.0418 1 6
-0.1220 ■ 1 7
-0.1807 1 8

CW01 CW 10 C(B)

0.1 1 0.0347

cj Pb (1 1 Xj) j

0.0039 0 1

-0.0099 1 2

-0.0417 1 3

-0.0152 1 4

-0.1247 1 5

-0.0371 1 6

-0.1194 1 7

-0.1802 1 8

Tabele 4.2 do 4.5 przedstaw iają wartości minim alizowanego w skaźnika C (B), w spół­

czynników Cj oraz tabele praw dy funkcji boolowskiej uzyskanych dla różnych CW 01, CW 10 

w nrzykladzie 1.
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Tabela 4.4

CW01 CW 10 C(B)

0 .0 2 1 0.0480

cj Pb (1 1 Xj) j

0.0124 0 1

0.0008 0 2

-0.0390 1 o
J

-0.0049 1 4

-0.1223 1 5

-0.0319 1 6

-0.1165 1 7

-0.1797 1 8

Tabela 4.6

CW01 CW 10 C(B)

1 1 0.0851

Cj Pb (1 I Xj) j

0.0806 0 1

0.0868 0 2

-0.0171 1 3

0.0772 0 4

-0.1033 1 5

0.0097 0 6

-0.0937 1 7

-0.1753 1 8

Tabela 4.5

CW01 CW 10 C(B)

0.7 1 0.0960

Cj Pb (1 I x j) j

0.0550 0 l

0.0546 0 2

-0.0253 1 3

0.0464 0 4

-0.1104 1 5

-0.0059 1 6

-0.1023 1 7

-0.1770 1 8

Tabela 4.7

CW01 CW 10 C(B)

2 1 0.1156

Cj P b  (1 1 X j) j

0.1658 0 1

0.1942 0 2

0.0101 0 3

0.1799 0 4

-0.0795 1 5

0.0618 0 6

-0.0652 1 7

-0.1698 1 8

Tabela 4.8 Tabela 4.9

CW01 CW10 C(B)

6 1 0.0329

Cj P b  (1 1 X j) j

0.5066 0 1

0.6241 0 2

0.1192 0 3

0.5906 0 4

0.0156 0 5

0.2700 0 6

0.0490 0 7

-0.1479 1 8

CW01 CW 10 C(B)

5 1 0.1462

Cj P b  (1 I x p j

0.4214 0 1

0.5166 0 2

0.0920 0 3

0.4879 0 4

-0.0082 1 5

0.2179 0 6

0.0205 0 7

-0.1534 1 8
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Tabela 4.10

CW01 CW 10 c m )

30 1 0.1643

cj
Pb (1 I Xj) j

2.5512 0 1

3.2029 0 2

0.7738 0 3

3.0546 0 4

0.5859 0 5

1.5192 0 6

0.7343 0 7

0.0165 1 8

Tabela 4.12

CW01 CW10 C(B)

1 0.01 0.0000

ci Pb (1 I Xj) j

0.0851 0 1

0.1072 0 2

0.0268 0 3

0.1024 0 4

0.0225 0 5

0.0516 0 6

0.0273 0 7

0.0037 0 8

Tabela 4.11

CW01 CW 10 C(B)

35 l 0.0000

Cj Pb (1 1 x j) j

2.9771 0 1

3.7402 0 2

0.9102 0 3

3.5679 0 4

0.7048 0 5

1.7795 0 6

0.8770 0 7

0.0109 0 8

Tabela 4.13

CW01 CW 10 C(B)

1 0.05 0.0055

Cj Pb (1 I x j) j

0.0850 0 1

0.1064 0 2

0.0251 0 3

0.1014 0 4

0.0174 0 5

0.0499 0 6

0.0224 0 7

-0.0036 1 8

Tabele 4.10 do 4.13 przedstaw iają wartości minim alizowanego w skaźnika C (B), w spół­

czynników Cj oraz tabele praw dy funkcji boolowskich uzyskiwanych dla różnych CW 01, 

CW10 w  przykładzie 1.
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Tabela 4.14

CW01 CW 10 C(B)

1 0.1 0.0055

Cj P b (1 I x j) j

0.0847 0 1

0.1054 0 2

0.0228 0 J

0.1001 0 4

0.0111 0 5

0.0478 0 6

0.0163 0 7

-0.0126 1 8

T abela 4.16

CW01 CW 10 C(B)

1 0.8 0.0851

Cj P b (1 1 Xj) j

0.0815 0 1

0.0909 0 2

-0.0083 1 3

0.0823 0 4

-0.0779 1 5

0.0182 0 6

-0.0693 1 7

-0.1392 1 8

Tabela 4.15

CW01 CW10 _ .. .
1 0.5 0.0578

cj
P b ( 1 1 x j) j

0.0829 0 1

0.0971 0 2

0.0051 0 *3
J

0.0899 0 4

-0.0398 1 5

0.0309 0 6

-0.0326 1 7

-0.0849 1 8

T abela 4.17

CW01 CW 10 C(B)

1 1 0.0851

Cj Pb (1 1 x p j

0.0806 0 1

0.0868 0 2

-0.0171 1 3

0.0772 0 4

-0.1033 1 5

0.0097 0 6

-0.0937 1 7

-0.1753 1 8

Tabele 4.14 do 4.17 przedstaw iają w artości m inim alizow anego w skaźnika C (B), współ­

czynników  Cj oraz tabele praw dy funkcji boolow skich uzyskiw anych dla różnych CW01, 

CW 10 w  przykładzie 1.
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Tabela 4.18

CW01 CW 10 C(B)

1 2 0.1371

Cj P b (1 1 x p j

0.0760 0 1

0.0661 0 2

-0.0616 l 3

0.0518 0 4

-0.2303 1 5

-0.0326 1 6

-0.2160 1 7

-0.3561 1 8

Tabela 4.20

CW01 CW 10 C(B)

1 6 0.3472

CJ P b (1 1 Xj) j

0.0576 0 1

-0.0165 1 2

-0.2393 1 3

-0.0500 1 4

-0.7385 1 5

-0.2020 1 6

-0.7050 1 7

-1.0793 1 8

T abela 4.19

CW01 CW 10 C(B)

1 5 0.2398

cj
Pb (1 1 Xj) j

0.0622 0 1

0.0042 0 2

-0.1948 1 3

-0.0245 1 4

-0.6115 1 5

-0.1597 1 6

-0.5827 1 7

-0.8985 1 8

Tabela 4.21

CW01 CW 10 ..... ............
1 20 0.4324

ci Pb (1 1 Xj) j

-0.0068 1 1

-0.3057 1 2

-0.8612 1 3

-0.4061 1 4

-2.5171 1 5

-0.7949 1 6

-2.4166 1 7

-3.6105 1 8

Tabele 4.18 do 4.21 przedstaw iają wartości m inim alizowanego w skaźnika C (B), w spół­

czynników Cj oraz tabele praw dy funkcji boolowskich uzyskiw anych dla różnych CW 01, 

CW 10'w przykładzie 1.

5. Zakończenie

W pracy przedstaw iono podstaw ow e definicje i w łaściwości przetwarzania stosow ego, 

zaliczającego się do nieliniow ych przetw orników  sygnałów, a będącego lin iow ą kom binacją 

statystyk porządkow ych. N astępnie sform ułowano zadanie filtracji optym alnej z uwagi na
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średni błąd bezw zględny jak o  zadanie program ow ania liniowego. Przedstaw iono metodę 

znajdow ania w spółczynników  liniowej funkcji w skaźnika jakości i om ów iono w arunki, jakie 

m usi spełniać m acierzow a reprezentacja w łaściwości układania w  stos. N astępnie przedsta­

wiono przykłady optym alnych funkcji boolowskich.
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Abstract

The class o f  stack filters preserving stacking property and threshold decom position is in­

troduced. R ank order filters (especially m edian filters), m orphological filters and m any others 

are included in this class.

Basic features o f  stack filtering are presented.
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The stack filter is fully determ ined by selection o f  appropriate B oolean function. As a cri­

teria for selection o f  the function the m inim ization o f  the m ean absolute error betw een requ­

ired signal and the filter output is taken. The m inim ization o f  mean absolute error can be obta­

ined through solution o f  the appropriate linear program m ing problem.

The subject o f  this paper is to present som e o f  numerical problem s arising during form ula­

tion o f  linear program m ing problem.

These enhanced m ethods allow  for com putation o f  the coefficients and the m atrix o f  con­

straints for the linear program m ing problem  formulated above.

Finally, exam ples o f  stack filters are presented.


