ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1998
Seria: AUTOMATYKA z. 122 Nr kol. 1388

Zygmunt KUS

MACIERZOWA POSTAC OGRANICZEN W ZADANIU
PROGRAMOWANIA LINIOWEGO DEFINIUJACYM FILTR
STOSOWY OPTYMALNY ZE WZGLEDU NA SREDNI BLAD
BEZWZGLEDNY

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozwigzanie zadania projektowania filtru
stosowego w oparciu o kryterium $Sredniego btedu bezwzglednego.

Idea filtracji stosowej oparta jest na dekompozycji ciggu wielowartosciowego wy-
branego z macierzy obrazu, odpowiednio do uzytej apertury, do ciggdw binarnych, fil-
tracji tych ciggéw binarnych a nastepnie powrocie do wyjsciowego ciggu wielowartos-
ciowego przez dodanie wynikowych ciggdw binarnych.

Stosowanie r6znych funkcji boolowskich pozwala na uzyskiwanie réznych filtrow.

W pracy sformutowano model zadania optymalizacji. Nastepnie okre$lono mini-
malizowany wskaznik jako$ci i zaprezentowano przeformutowanie ograniczen witasci-
wosci uktadania w stos do postaci macierzowej. Kolejny krok stanowito sformutowanie
zadania minimalizacji jako zadania programowania liniowego. Rozwigzanie tego zada-
nia, ktoére zalezy od parametrow sygnatu i wspétczynnikéw kosztu, okreséla poszukiwang
funkcje boolowska.

Na koniec przedstawiono rozwigzania pewnych probleméw numerycznych i przy-
ktady macierzy ograniczen dla szerokosci apertury 3 i 5.

MATRIX CONSTRAINTS FOR LINEAR PROGRAMMING PROBLEM
DEFINING OPTIMAL STACK FILTER BASED ON THE MEAN
ABSOLUTE ERROR CRITERION

Summary. In the paper a solution to the problem of stack filter design based on the
mean absolute error criterion is given.

The stack filtering idea is based on decomposition of multivalued sequence taken
from the image matrix, according to the used window, into binary sequences, filtering of
those binary sequences and then returning to multivalue output sequence by adding re-
sulting binary sequence.

By applying appropriate Boolean function to each binary sequence different types
of filtering are defined.

In the paper the model of optimization problem is formulated. Then a quality index
to be minimized is defined an reformulation of stacking property constraints to matrix
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form is presented. The next step consists in formulation of the minimization problem as
a linear problem. Solution to this problem, which depends on signal parameters and cost
coefficients, define the searched Boolean function.

Finally, solutions of some numerical problems and examples of constraints matrix
for window width 3 and 5 are presented.

Wstep

Giowng motywacja badan zwigzanych z przetwarzaniem stosowym jest dgzenie do zwiek-
szenia szybkosSci przetwarzania obrazo6w oraz zmniejszenia kosztéw produkcji. Szczeg6lnie
duze wymagania wzgledem szybkos$ci dziatania stawia przetwarzanie obrazéw w czasie rze-
czywistym.

Przetwarzanie stosowe polega na wybraniu z obrazu, zgodnie z ustalong aperturg, wieio-
wartosciowego ciggu liczb (moga one oznacza¢ poziomy szarosci dla obrazu 2D lub wartosci
pomiardéw dla sygnatu 1D), nastepnie dekompozycji tego M - wato$ciowego ciggu do M -1
ciggdw binarnych. Kolejnym krokiem jest obliczenie dla kazdego z tych ciggdéw wartosci od-
powiedniej funkcji boolowskiej, przy czym kolejne wartosci ciggu odpowiadajg kolejnym
zmiennym funkcji boolowskiej. Warto$¢ wyjscia filtru stosowego otrzymujemy przez dodanie
wartosci funkcji boolowskiej ze wszystkich pozioméw progowania.

Zmieniajac posta¢ uzytej funkcji boolowskiej otrzymujemy rézne filtry stosowe. O tak
zbudowanym przetworniku méwimy, ze jest to przetwornik stosowy, jezeli funkcja boolow-
ska posiada wtasciwo$¢ uktadania w stos. Funkcja bootowska posiada wiasciwos¢ uktadania
w stos, jezeli moznajg przedstawi¢ w zminimalizowanej postaci sumacyjnej, nie zawierajacej
dopetnien zmiennych tej funkcji. Takie funkcje sg nazywane dodatnimi funkcjami boolow-
skimi [3].

Wazna wiasciwoscia filtrow stosowych jest mozliwo$¢ realizowania ich w technologii
VLSI - powoduje to zwiekszenie szybkosci, umozliwiajace przetwarzanie obrazéw w czasie
rzeczywistym.

Podstawowe wiasciwosci filtrdw stosowych opisano w [1,9 - 12].

Ograniczenie posiadania wiasciwosci uktadania w stos nie jest ograniczeniem zbytnio
zmniejszajacym liczbe dodatnich funkcji boolowskich. W literaturze [14] mozna znalez¢ roz-
wazania, z ktdrych wynika, ze dla 3 zmiennych jest 20 dodatnich funkcji boolowskich, dla 5
zmiennych jest ich 7581, a dla 7 zmiennych jest ich co najmniej 235. Zatem pojawia sie pyta-
nie, jak wybraé posta¢ funkcji najbardziej odpowiednig. W dalszym toku rozwazan przyjmuje
sie, podobnie jak w [2,4-8,13], ze funkcja bootowska ma minimalizowa¢ S$redni btad bez-
wzgledny pomiedzy wyjsciem filtru stosowego a sygnatem (obrazem) idealnym niezaktéco-
nym. Sygnaty: idealny, zaktocajacy i zaktocony beda modelowane za pomocg stacjonarnych,
dyskretnych w czasie tancuchow Markowa. W celu znalezienia optymalnej funkcji boolow-
skiej przeksztatca sie wskaznik jako$ci do postaci Zadania Programowania Liniowego.
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Ograniczenia ZPL wynikajg z w#tasciwosci uktadania w stos i z dopuszczalnych wartosci
funkcji boolowskiej.

Szczeg6towy model zadania poszukiwania funkcji boolowskiej, minimalizujgcej $redni
btad bezwzgledny oraz przeksztatcenie zadania poszukiwania funkcji boolowskiej, minimali-
zujacej Sredni biad bezwzgledny do ZPL, przedstawiono w [13]. W pracy zaproponowano
metode przedstawienia w postaci nieréwnos$ci macierzowej ograniczen ZPL wynikajgcych z
wiasciwosci uktadania w stos i z dopuszczalnych warto$ci funkcji boolowskiej.

Przedstawiono réwniez przyktady algorytméw w Matlabie pozwalajgcych otrzymywac
odpowiednie macierze ograniczen oraz przyktady macierzy ograniczen dla funkcji boolow-
skich 3 i 5 zmiennych.

1 Zadanie filtracji optymalnej

W rozdziale tym zostang przedstawione: model zadania optymalizacji, wskaznik jakosci
oraz zadanie minimalizacji $redniego btedu bezwzglednego jako zadanie programowania li-
niowego.

1.1. Model zadania optymalizacji

Na rys.l pokazany jest model zadania filtracji optymalnej. Sygnat oryginalny (niezaktoco-
ny) S (t) jest zaszumiany sygnatem N(t). Sposob tego zaszumiania opisuje statyczna funkcja
gR (*), warto$¢ R (t) w chwili t zalezy tylko od wartosci S (t) i N (t) w chwili t. Z sygnatu R
(t) wybierany jest ciag Rn (t) o dtugosci n réwnej szerokos$ci apertury filtru Sb (¢)s Cigg ten
nazywany bedzie wektorem aperturowym i oznaczany jako W (t). W wyniku przetwarzania
przez filtr stosowy Sb (¢) sygnatu wektora aperturowego uzyskujemy ocene sygnatu oryginal-
nego S(t).

S(b) ar (") —* R(t) —» A,(/) =W(t) —* Se(-) —* S(1)
T
N(t)
w0 " sygnat idealny * wektor aperturowy
m - sygnat zaktécajacy $(t) - sygnat wyjsciowy z filtru
£(0 * sygnal obserwowanyprzez filtr Sb(-) - filtr stosowy
n - szerokos¢ apertury filtru

Rys.l. Model zadania filtracji optymalnej
F>g-1- Structure o f the optimal filtering problem
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Model S (1) i N (t)

Jako model sygnatu S (t) przyjmujemy stacjonarny tancuch Markowa z przestrzenig sta-

néw Qs = {Si, Sms}> gdzie Ms jest liczbg stanow przyjmowanych przez S (t) i macierza
przejsc¢ Ps.
Prawdopodobienstwa graniczne stanéw S i , S ms oznaczamy przez h |, | ins, gdzie
hj = lim P(S (t) = SY§ (1)
J t-»00 J

Jako model sygnatu N (t) przyjmujemy stacjonarny tancuch Markowa z przestrzenig sta-
néw Qn= { N i, N Mh}, gdzie Mnjest liczbg stanow przyjmowanych przez N (t) i macierza
przej$¢ Pn-

Prawdopodobienistwa graniczne stanéw N | , N Mhoznaczamy przez V i, vivh, gdzie

v.= limP(N(t) = N.) @
J t-+00 J

Model R (t)

Jako model sygnatu R (t) przyjmujemy stacjonarny taricuch Markowa z przestrzenig sta-
néw Qr = {n, rMR}, gdzie Mr jest liczbg stanéw przyjmowanych przez R (t) i macierza

przejsé Pr.
Mr=Ms BMn 3)
Qr=QsxQn (@)
PR=Ps®PN (5)

PrawdopodobieAstwo graniczne stanu r* = (S,, Nj) przy zatozeniu niezaleznosci S, oraz N;

obliczamy jako:

gk = lim P(R(t) = rk) =hj *Vj ©)
K t-»o00 K 1 J

Model W(t)

Jako model sygnatu W (t)przyjmujemy stacjonarny tancuch Markowa z przestrzenig sta-
néw Qw = {Wj,..., WMw }, gdzie Mw jest liczbg stanéw przyjmowanych przez W (t)i macie-
rzg przejsc Pw-

Sygnat W (t) powstaje przez naktadanie apertury o szerokosci n na sygnat R (t) i przesu-

waniu jej kolejno ojedna prébke.
Zagadnienia dotyczgce znajdowania Qw i Pw opisano w [13].
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Przez t (WK), k=1 , Mw oznaczymy prawdopodobiefstwa graniczne

t(W. )= t!ig%P(W(t) =W.) @)

1.2. Wskaznik jakosci

Jako minimalizowany wskaznik jakosci przyjmujemy $redni btad bezwzgledny pomiedzy

sygnatem niezaktdconym a wyjsciem filtru.

C(SB)=E[IS (1)-S B(W (1))I] ®)

Wiasciwos¢ uktadania w stos pozwala nam przeksztatci¢ $redni bigd bezwzgledny dla
sygnatéw wielowartosciowych do sumy $rednich btedéw bezwzglednych dla sygnatéw binar-
nych, wystepujacych na poszczegdlnych poziomach progowania:

M
C(SB)=£ ECISjCO-BCWjCO)!], 9)
i=l
gdzie M jest liczbg poziomo6w progowania, s, (t) - sygnatem idealnym sprogowanym na po-
ziomie i,aWj (t) jest wektorem aperturowym W (t) sprogowanym na poziomie i.

1.3. Sformutowanie zadania minimalizacji Sredniego btedu bezwzglednego jako zadania

programowania liniowego

Do przeksztatcenia wskaznika jako$ci zostanie uzyte pojecie stochastycznej funkcji bo-
olowskiej i statystyczna interpretacja wtasciwosci uktadania w stos.

Definicja stochastycznej funkcji boolowskiej
Zaktadamy, ze 2" mozliwych ciggdéw binarnych o dtugosci n mamy uporzadkowanych i

oznaczonychjako x i, x 2, —» x 2ne
Stochastyczng funkcje boolowskan - zmiennych B(-) defmujemy wektorem P z 2" elemen-

tami, w ktorym i - ty element oznacza:

PB(1 | xj)=P (B mawarto$¢ 11x i jest argumentem B) (10)
Jednoczesnie

PB(O|X i)= 1*Pb (L I x i) [O)
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Definicja stochastycznej wtasciwosci uktadania w stos
Stochastyczna funkcja boolowska posiada stochastyczng wtasciwos$¢ uktadania w stos je-
zeli:

E (B(x)) > E(B(y)) < x>y, (12)

gdzie E jest operatorem wartosci oczekiwane;j.

Przyjety wskaznik jakos$ci zostanie przeksztatcony do postaci funkcji liniowej prawdopo-
dobienstw opisujacych stochastyczng funkcje boolowska. Minimalizacja tej funkcji liniowej
metoda rozwigzania ZPL pozwala znalez¢ stochastyczng funkcje boolowska, minimalizujaca
$redni btgd bezwzgledny.

Dzieki sformutowaniu oceny sygnatu oryginalnego przez filtr na podstawie sygnatu za-
szumiatego jako problemu decyzyjnego [2] mozemy przedstawi¢ wskaznik kosztéw ponoszo-
nych na poziomie progowania 1 przy uzyciu funkcji boolowskiej B w nastepujacej postaci:

C(B 11 =
/ \
£ PB(0O1xpe _ £ [c,(W,0,0)7r(0| W,I) + C,(W,1,0)7t(I|W,D)]- 6(W) +
j=1
+PB(I|Xj)- _  Yij [ci(W,0,)7t(O|W, 1) + CI(W D) 7i(|W ,D}jt(W)
(\WeQw:w,=Xj _
gdzie:

C| (W ,1,0) - koszt ponoszony na poziomie 1, gdy filtr ma wyjscie réwne 0 a w oryginal-
nym sygnale jest 1,
Ci (W ,0,0) - wyjsciem filtru jest 0, powinno byc¢ 0,
Ci (W ,0,1) - wyjsciem filtru jest 1, powinno by¢ 0,
Ci(W,1,1) - wyjsciem filtru jest 1, powinno by¢ 1,
7t(0] W,)=1-7(1 | W, 1) = prawdopodobienstwo (poprawne wyjscie filtru = 1| na
wejsciujest W).

Catkowity koszt ponoszony przy uzyciu w filtrze stosowym funkcji boolowskiej B otrzy-
mujemy przez sumowanie kosztow ponoszonych na poszczeg6lnych poziomach progowania.

M
(13)
i=l
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Przyjmujemy, ze koszty ponoszone przy podjeciu przez filtr poprawnej decyzji sg rowne 0

Q(W,0,0=Q(W,11)=0 (14)
i podstawiajac
T(11W,D=1-7(0 |W, 1) (15)
otrzymujemy:
c'(B 1y =
2n (16)
E £ W) (OGW,1) mc, (W,0,1) + Cj(W,1,0)]~ C|(W,1,0)~
j=i WeQw:wl=Xj
M
C'(B)=£ C'(BJ1) an
i—2

Przyjmujac: koszty Q (W ,0,1) = Cwo01 i Ci (W ,1,0) = CW10'niezalezne od poziomu
progowania i wektora aperturowego oraz binarny sygnat R (t) na wejsciu (1 = 1), otrzymuje-
my:

C(S)=E PB(I*)) 7T(Xj)- *(gxj,)-[CW01+CW 10]-CW lo], (18)
j=1
gdzie:
AXj)=_  E (19)
WeQw:wl=xj
n(° 1Xj) = 7H0 | W) (20)
WeQw:wil=xj

Zauwazmy, ze uzyskany wskaznik C’(B) jest liniowa kombinacjg prawdopodobienstw
okres$lajacych poszukiwana funkcje boolowska i pewnych wspotczynnikow, statych dla przy-
jetego modelu sygnatow S(t) i N (t) i dla ustalonych kosztéw CWO01 i CW10.

Oznaczajac wektor prawdopodobienistw definiujagcych funkcje boolowskajako

P=[P,P2 .. Pxj @1)
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gdzie
Fi=PB(I | X)) (22)
oraz wektor wspotczynnikdw jako
C=[Cj, @, ... Cn], (23)
gdzie
G = 7t(Xj) m{7t (0] Xj, 1)  [CWO1 + CW10] - CW10} (24)

mozemy sformutowaé problem poszukiwania funkcji boolowskiej minimalizujgcej $redni btad
bezwzgledny jako Zadanie Programowania Liniowego.

min ¢ PT (25)
P
przy ograniczeniach
xj < B3 #>PB(11 xj) » PB(11 (26)
07 PB(Ilx;) <1 i=1..2" (27)

Pierwsze rownanie ograniczen wynika z koniecznosci spetnienia przez funkcje boolowska
stochastycznej wiasciwosci uktadania w stos, drugie natomiast zwigzane jest z dopuszczal-
nymi warto$ciami, jakie moze przyjmowac stochastyczna funkcja boolowska.

Ze wzgledu na charakter ograniczen ZPL i wiasSciwos$ci rozwigzania ZPL prawdopodo-
bienstwa defmujgce optymalng funkcje boolowska przyjmujg zawsze wartosci 0 lub 1. Zatem
uzyskiwana stochastyczna funkcja boolowska rownowazna jest deterministycznej funkcji bo-
olowskiej, ktorg wykorzystujemy do stworzenia filtru stosowego.

2. Sformutowanie ograniczen ZPL w postaci nieréwnosci macierzowych

Rozwazajac ograniczenia, ktére musi spetnia¢ funkcja boolowska, aby mogta by¢ uzyta do
stworzenia filtru stosowego, chcielibySmy rozwigza¢ dwa zwigzane z tymi ograniczeniami
problemy. Witasciwos$¢ uktadania w stos narzuca konieczno$¢ spetniania warunku x; < Xj=>
B(Xj) < B(xj). A zatem z jednej strony chcielibySmy zminimalizowa¢ liczbe poréwnan ko-

niecznych do sprawdzenia, czy powyzszy warunek zawsze zachodzi, a z drugiej strony chcie-
libySmy zapisa¢ te poréwnania w postaci nierbwnosci macierzowej, ktdrg mozna by wyko-
rzysta¢ jako nieréwno$¢ ograniczen ZPL.
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Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:

(rOs) - ciag n binarnych zmiennych, r - podciag o diugosci Ir, s - podcigg o dtugosci Is, Ir
+ Is+1=n

(rOs, rls) - para dwoéch ciggdw binarnych réznigcych sie najednej pozycji

Pb (rOs, 1) - prawdopodobieristwo zdarzenia: B(rOs) = 1

Definicja stochastycznej lokalnej wtasciwosci uktadania w stos
O stochastycznej funkcji boolowskiej B (¢) méwimy, ze posiada lokalnie (dla danej pary

(rCs, rls)) wiasciwos$é uktadania w stos, jezeli
Pb (rOs.l) < Pb (rls,I) (28)

Stochastyczna funkcja boolowska B (¢) posiada stochastyczng witasciwos$¢ uktadania w
stos, jezeli posiada stochastyczng lokalng whasciwo$¢ uktadania w stos dla wszystkich mozli-
wych par (rOs,rls).

Sprébujmy zatem zapisa¢ w postaci nieréwnosci macierzowej warunek posiadania lokal-
nej wiasciwosci uktadania w stos dla wszystkich mozliwych par (rOs, rls).

Przyjmijmy, ze ustaliliSmy pewng kolejno$¢ w zbiorze par (rOs, rls). Zatem dla pary o

numerze g mozemy zapisac:

PB(rOs,1) < PB(rls,1) dlaparyq (29)

Przechodzac na oznaczenia zwigzane z definicjg stochastycznej funkcji boolowskiej i
przyjmujac, ze Xj=rOs oraz Xj=rls, mozemy zapisa¢ powyzszg nieréwnos¢ jako:

PB( | Xj)<PB(l | Xj) dlaparyaq, (30)
zatem
Pi<Pj dlaparyq (31)
Pi-Pj~ Odlaparyq (32)
Przyjmujac, ze numer kolumny macierzy odpowiada numerowi xk, k = 1,...,2n,a numer

wiersza numerowi pary(rOs,rls), przedstawimy idee tworzenia macierzyograniczen w naste-

pujacy sposob:
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P:
PJ
2.
1 i j 2n
1 1
g a-0 i a-o -i a-o vV P q
n2n1 n2n1

Z przedstawionego schematu mnozenia macierzy wynika sposéb zapisu w postaci nierow-
nosci macierzowej warunku: Pj - Pj < 0 dla pary q. Oznaczajac natomiast poszczegdlne macie-

rze sktadowe jako:

1 - i - j - 2n
1
a= q 0 = 010 - 0-10 w0 (33)
n2n|
p.
'0° 1
pi
PT= b= 0gq (34)
pi 0 ol
v

mozemy powyzsze ograniczenia, zapewniajgce posiadanie przez uzyskana funkcje boolowska
wiasciwosci uktadania w stos, zapisa¢ w nastepujacej postaci:

Ai P <bi (35)

Pozostaje jeszcze uwzgledni¢ w macierzy ograniczen dopuszczalny zakres wartosci dla Pj.
Mianowicie

0E£P <1 (36)
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Jezeli przyjmiemy x( = [0...0] oraz x2,, = [1...1], to dzieki wiasciwosci uktadania w stos
warunek (0 < P, < 1) jest spetniony, gdy zachodzi Pj >0iP < 1, ato zapewnia nam naste-

pujaca modyfikacja macierzy A| i wektora bi:

1 - 2n
10 0 1
_ (37)
A= a1
1 s 01 n2n1+2
b = (38)

n2n_|l +2

Reasumujac, stwierdzamy, ze funkcje boolowska minimalizujgca $redni btgd bezwzgledny
otrzymujemy w wyniku rozwigzania nastepujagcego ZPL:

minc PT
F (39)
APt <b

3. Numeryczne rozwigzanie problemu obliczania macierzy ograniczen A
i wektora b dla zadanej szerokos$ci apertury n

Obecnie zostanie przedstawiony algorytm pozwalajgcy oblicza¢ A i b dla dowolnego n.

3.1. Ogo6lna idea numerycznego algorytmu obliczania A i b

Z przedstawionych w poprzednim rozdziale rozwazan wynika, ze utworzenie macierzy Aj
polega na utworzeniu dla kazdej pary (rOs, rls) wiersza zawierajgcego w odpowiednich ko-
lumnach ,,1” i ,,-1” oraz zera w pozotatych kolumnach. Obliczenia pozwalajgce uzyska¢ ma-
cierz Aj wykonujemy w dwaoch etapach.

W pierszym etapie tworzymy tablice argumentéw zawierajagcg wszystkie mozliwe argu-
menty xk,k =1,...,2n funkcji boolowskiej - wszystkie mozliwe komhbinacje zmiennych
funkcji boolowskiej. W drugim etapie na podstawie tej tablicy tworzymy macierz Ai.

Uporzadkowanie xkw tablicy otrzymujemy przez zastosowanie szczeg6lnego sposobu
generowania kolejnych xk. Cata tablica podzielonajest na poziomy generacji. Na poziomie p
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wystepujg wszystkie mozliwe xk, zawierajagce p jedynek. Tak wiec, przyktadowo dla n = 3,
na poziomie p = 0 jest jeden argument xQ=000 (same zera). Na poziomie p = 1 sg trzy argu-
menty funkcji boolowskiej: Xj = 100, x2 = 010, x3 = 001.

Argument xk z poziomu p+1 jest generowany w nastepujacy sposob.

Wybieramy pierwszy argument z poziomu p. Kolejne argumenty z poziomu p+1 powstajg
przez zmiane kolejno zer lezacych na prawo od najbardziej na prawo wysunietej jedynki, na
jedynki. llustruje to rys.2.

poziom generacji 0 000 = x0

poziom generacji 1 100 ="x, Ol0o"Xj OoT =X,

generacji2 110“ X4 101 = X5 011 = X4

poziom T _
generacji 3 111 =X7

Rys.2. Algorytm generacji argumentéw Xj.

Fig.2. Algorithm of generating Xk

Ten spos6b zapewnia uwzglednienie wszystkich argumentéw xk, niepowtarzanie ich i
uporzadkowanie w sposéb pozwalajacy tworzy¢ kolejne wiersze macierzy Aj.

W zapisie wygenerowanych xkw tablicy argumentéw bedziemy korzysta¢ z nastepujgce-
go systemu kodowania.

Tablica argumentéw zawiera n - 1 kolumn i 2" - 2 wierszy. Argument zawierajacy same
sera - X0 i argument zawierajacy same jedynki - X2, nie bedg wpisywane do tablicy argumen-
téw. Przejscie pomiedzy p =0 ip = loraz pomiedzy' p=n i p =n bedzie zapisane w macie-
rzy Aj bez korzystania z tablicy argumentéw. Jeden wiersz tablicy argumentéw opisuje jeden
argument xk. Niezerowe elementy w tym wierszu oznaczajg pozycje w xk, na ktérych wy-
stepujgw xKkjedynki. Tak wiec w wierszach opisujgcych argumenty na poziomie p wystepu-
je (n-1 - p) elementéw réwnych zero. Tablice argumentéw dla n = 3 przedstawia iys.3.

110 1 X

poziom generacji 1 2 0 X2
3 0 X

1 2 x4

poziom generaqi 2 1 3 X5
123 X.

Rys.3. Tablica argumentéw dlan =3
Fig.3. Generation table forn = 3
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Jezeli zalozymy, ze kolumny macierzy Ai sg ponumerowane podobnie jak xk(od 0 do
n- 1), to tworzenie macierzy A| przebiega nastepujaco.
Pierwsze n wierszy opisuje pary:

Wiersze od n + 1do n2n1- n satworzone na podstawie tablic argumentéw.
Najpierw ustalamy, ze pierwszy x;z poziomu p = 1 bedzie miat numerjeden - (X = x,).

Nastepnie bierzemy pierwszy Xj z poziomu generacji p =2 (dlan =3 Xj = x4).

Przez Z| onaczamy zbidr niezerowych elementéw z wiersza opisujacego xj, (Z[ = {1}).
Przez Z2 oznaczamy zbi6r niezerowych elementéw z wiersza opisujgcego Xj, (Z2 = {1,2}).
Jezeli Z| e Z2, to tworzymy nowy wiersz zawierajacy ,,1” w i-tej kolumnie i ,-1" w j-otej ko-

lumnie w macierzy At.
Nastepnie poréwnujemy w ten spos6b pierwszy xkz poziomu p = 1z nastgpnym xkz

poziomu p = 2 az do przejscia przez wszystkie xkz poziomu p = 2. Wtedy bierzemy drugi
xkz poziomu p = 1i poréwnujemy z wszystkimi xkz poziomu p = 2. Powtarzamy te poréw-
nania az do przejscia przez wszystkie xkz poziomup = 1

W ten sam spos6b poréwnujemy kolejno argumenty z poziomu p = 2 z argumentami z

poziomu p = 3 itd. Procedura zostaje zakonczona, gdy p =n - 2.
Wiersze od n2"*“- n+ 1do n2nlopisuja pary:

X2n-n xn

X2" -n+l X2,

Dla n = 3 otrzymujemy nastepujaca posta¢ Ai
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Po uwzglednieniu ograniczen wynikajagcych z dopuszczalnych wartosci prawdopodo-
bienstw okreslajgcych stochastyczng funkcje boolowska otrzymujemy:

>
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Z przedstawionych rozwazan wynika, ze wymiar macierzy A oraz warto$¢ jej elementow
nie zaleza od przyjetych w modelowaniu sygnatéw: Qs, Ps, Qn> Pn « Zalezg one jedynie od
rozmiaru apertury, a tym samym od liczby zmiennych w funkcji boolowskie;j.

3.2. Algorytmy obliczania A i b za pomoca programu Matlab

Przesledzmy teraz przyktadowy algorytm obliczania macierzy A i wektora b, opisujagcych
ograniczenia rozwazanego ZPL. Algorytm zapisano zgodnie z notacja dla programu Matlab.
Oto najwazniejsze wystepujace w programie zmienne:
n - rozmiar apertury = liczba zmiennych funkcji boolowskiej

NPOK - tabela warto$ci symbolu Newtona NPOK (i, j) = (1)

JED - tablica argumentow
OFF - tablica zawierajgca wartosci przesunie¢ numeréw argumentéow w tablicy JED - numer
argumentu w tablicy JED jest rowny numerowi argumentu na poziomie generacji p plus OFF
®
STAN - tabela przedstawiajgca argumenty funkcji boolowskiej w tej samej kolejnosci co w
JED, tyle ze w postaci zer i jedynek oraz z uwzglednieniem argumentéw zawierajacych same
zera i same jedynki.

Obliczenia mozna podzieli¢ na dwie czesci. Pierwsza cze$¢ stuzy wyliczeniu pomocni-
czych zmiennych i tablicy argumentéw noszacej nazwe JED. Druga czes¢ polega na oblicze-
niu, na podstawie tablicy JED, macierzy A i wektorab.
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Pierwsza cze$¢ obliczen realizujg nastepujace algorytmy:

. i «
7 OBLICZANIE MACIERZY OGRANICZEN ,,A” 1 WEKTORA ,,b"

1

/| WedscIE: n - rozmiar apertury,

7 NPOK - tabela wartosci symbolu Neutona NPQK(i,j) = ,,i po j™*

/. WYJSCIE: STAN -macierz definiujaca kolejno$é argumentéw w przestrzeni

7 wszystkich mozliwych argumentéw

» rozmiar STAN = (2'"'n) X (n), zawiera ona zera i jedynki

7 A -macierz ograniczen dla zadania PL

;\ b -wektor dla ograniczen: Ax <= b

BN

7 OBLICZANIE POMOCNICZEJ HACIERZY ,,0FF” ZAWIERAJACEJ PRZESUNIECIA NUMERACJI
i W ,,JED" WZGLEDEM NUMERACJI NA POSZCZEGOLNYCH POZIOMACH , (@ “~’
OFF = zerosCn-1,1);
ior p=2 : (n-1)
for j=2 :p
OFF(p, D=0FF(p,1) + NPOK(n.j-1);
end

ed

OBLICZANIE ,,JED™ OPISUJACEJ GDZIE W ARGUHENTACH F.BOOL. SA ZERA 1 JEDYNKI

JED = zeros(2°n-2,n-1) ;
for i=1 - n
JED(i, D=i ;

ior p=2 : n-1
k=0 ;
r=1 ;

while (r < NPOK(n,p-1)) I (r == NPOK(n.p-1))
KZR=0 ;
ROB=0 ;
if JED(r+OFF(p-1,1),p-1) <n
ROB=1 ;
end

while ROB ==
k=k+1 ; KZR=KZR+1 ;
for 1=1 : p-1
JED(k+OFF(p,1),1) = JED(r+OFF(p-1,01),1>;
end
JED(k+OFF(p, 1),p) = JED(r+OFF(p-1,1),p-1) + KZR ;
if JED(k+OFF(p,1),p) == n
ROB=0 ;
end
end
r=r+l ;
end
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L 4 OBLICZANIE MACIERZY ,,STAN" ZAWIERAJACEJ WSZYSTKIE MOZLIWE 2°n
o KOMBINACJE n ZMIENNYCH WEJSCIOWYCH; KAZDY WIERSZ ZAWIERA n ZER/JEDYNEK
7 1 STANOWI JEDEN ARGUMENT F.BOOL., NUMER WIERSZA = NUMER ARGUMENTU F.BOOL.

*hAk K goek

STAN = zeros(2"n,n) ;

ior j=1I :n-1
i JED(i,.j)>0
STANCi+1,JED(i,§)) =1 ;
end
end
end

STAN(2"n,:) = ones(l,n) ;

Obliczanie macierzy A przebiega w nastepujacych etapach. Najpierw tworzona jest
macierz zer o wymiarach odpowiadajgcych macierzy A. W etapie | zapisywane sg ogra-
niczenia wynikajace z przejscia pomiedzy poziomem zerowym a pierwszym. W etapie |1
zapisywane sg ograniczenia dla przejscia z poziomu n —1 do poziomu n. Etapy Il i IV
odpowiadajg ograniczeniom na dopuszczalng warto$¢ prawdopodobienstw definiujgcych
stochastyczng funkcje boolowska. Odpowiada to wierszom dodawanym przy przejsciu z
A\ na A. Etap Vgeneruje wiersze wynikajgce z poréwnania kolejnych stanéw zapisanych
w tabeli JED.

. OBLICZANIE MACIERZY OGRANICZEN ., A"
/ /

A = zeros(n*2"(n-1)+2, 2"n) ;

0
AL, 1)=-1 ;

for aw=2 ; (n+l1)
A(au,1)=1;

end

ior aw=2 : (n+l)
A(au,au)=-1;

end
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DS = Y N
ior au=(n*2_(n-D+2-n) : (n*2"(n-D+1)
A(au,2"n)=-1;
end
ak=2"n-n ;
ior au=(n*2"(n-D)+2-n) : (M*2"(n-D+D)
ACaw,ak)=1;
ak=ak+1;
end

A(»2<(n-1)+2,2"n) = 1 ;

l. . ETAP.V OBLICZENIA. .NA. .PODSTAWIE. .., JED" 1. .. .. i aiaaaas
7Z DLA aw=(n+2) : (n*2"(-1)+1-n)

a<=Il+1+n ;

for p=1 : (n-2)
r=t ;
while (r < NPOK(n.p)) 1 (r == NPOK(n.p))
k=1 ;
uhile (k < NPOK(n,p+1)) 1 (k = NPOX(n,p+1))
LOG=zeros(p,1);
ior i=l :p
ior j=1 : (ptl) =~
ii JED(r+OFF(p,1),i) == JED(Kk+OFF(p+1.,1).j)
LoG(i, D=1 ;
end
end
end
LOGWAR=0 ;
ior i=l :p
LOGWAR=LQGWAR+LOG(i) ;
end
ii LOGWAR==p
rglob=r+OFF(p,1)+1 ;
kglob=k+OFF(p+1,1)+1 ;
ACaw.rglob) = 1 ;
A(Caw,kglob) = -1 ;
au=au+l ;
end
k=k+1 ;
end 7 _ohile-k
r=r+l ;
end 7 _Hhile-r
end “/.iorp

VA S

7 OBLICZANIE WEKTORA ,,b” DLA NIEROWNOSCI OGRANICZEN: Ax <= b
', «

b = zeros(n*2“(n-D+2, 1) ;
b(m»2-(n-D+2, D =1 ;

Utworzenie wektora 6 jest ostatnim etapem obliczen.
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3.3. Przyktad tablicy argumentéw JED, macierzy ograniczen A i wektora 1dla n=15

Obliczone dlan =5 JED i STAN majga nastepujaca postac:

00000

10 00 10000
2000 01000
3000 00100
4000 00010
5000 0000 1
12 00 110 00
1300 10 100
14 00 10 0 10
1500 1000 1
2300 01100
2400 010 10
2500 01001
3400 00110
3500 0(()]101
_ 4500 _ 00011
JED = 1530 STAN= 1110 0
12 40 110 10
1250 110 0 1
13 40 10 110
1350 1010 1
14 50 10 0 11
2340 01110
2350 0110 1
2450 010 11
3450 00111
12 34 11110
12 35 1110 1
12 45 110 11
13 45 10 111
2345 01111
11111

b jest wektorem kolumnowym o 82 elementach. Pierwsze 81 to zera, a ostatni 82 element

to 1 Macierz ograniczen A ma posta¢ przedstawiong na stronie 144,
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¢ ograniczen .

Macierzowa posta
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4. Zakonczenie

W pracy zaproponowano rozwigzanie problemu sformutowania ograniczen wynikajgcych
z wiasciwosci uktadania w stos w postaci nieréwnosci macierzowej. Takie przedstawienie
ograniczen jest niezbedne do rozwigzania zadania filtracji optymalnej, sformutowanego jako
zadanie programowania liniowego. Zaproponowana metoda pozwala na automatyczne znaj-
dowanie macierzy ograniczen dla dowolnej szerokosci apertury filtru. Jest to szczegoélnie i-
stotne dla zastosowan adaptacyjnych filtrow stosowych. W takim przypadku szeroko$¢ apertu-
ry jestjednym z parametréw, ktéry moze sie zmienia¢ zaréwno ze wzgledu na zmiany postaci
sygnatu idealnego, jak i zaktdcenia. Poniewaz szerokos$¢ apertury wptywa na posta¢ ograni-
czen wynikajgcych z wihasciwosci uktadania w stos, dlatego przedstawiona w pracy metoda
jest kolejnym, niezbednym krokiem do rozszerzenia mozliwosci aplikacji filtrow stosowych.
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Abstract

In the paper a solution to the problem of stack filter design based on the mean absolute
error criterion is given.

The stack filtering idea is based on decomposition of multivalued sequence taken from the
image matrix, according to the used window, into binary sequences, filtering of those binary
sequences and then returning to multivalue output sequence by adding resulting binary sequ-
ence.

By applying appropriate Boolean function to each binary sequence different types of filter-
ing are defined.

We can talk about stack filtering when the Boolean function has the stacking property i.e.
its minimum sum of products representation excludes complementary input variables. These
functions are called positive Boolean functions.

The stack filter is fully determined by selection of appropriate Boolean function. As a cri-
teria for selection of this function the minimization of the mean absolute error between requ-
ired signal and the filter output is taken.

In the paper the model of optimization problem is formulated. Then a quality index to be
minimized is defined an reformulation of stacking property constraints to matrix form is pre-
sented. The next step consists in formulation of the minimization problem as a linear problem.
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Solution to this problem, which depends on signal parameters and cost coefficients, define the

searched Boolean function.
Finally, solutions of some numerical problems and examples of constraints matrix for

window width 3 and 5 are presented.



