ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ \(m
Seria: AUTOMATYKA z.122 Nr kol. 1388

Joanna POLANSKAO
Marek KIMMEL2

MODEL MATEMATYCZNY PROCESU REKOMBINACJI
CHROMOSOMOW?

Streszczenie. W pracy przedstawiono model matematyczny ewolucji rozktaddéw alleli
dla dwoch genow typu VNTR (Variable Number of Tandem Repeats). W procesie two-
rzenia modelu uwzgledniono wszystkie mozliwe zdarzenia, z jednoczesnym wystepo-
waniem trzech oddziatywan genetycznych: mutacji, dryfu genetycznego i rekombinacji.
Otrzymane wzory znalez¢ moga z powodzeniem zastosowanie w analizie statystycznej

danych eksperymentalnych.

AMATHEMATICAL MODEL OF RECOMBINATION AND MUTATION
PROCESS FOR MIKROSATELLITE LOCI

Summary. The mathematical model of two-linked microsatellite loci evolution is
presented. It considers all possible events, and includes three genetic processes: muta-
tion, genetic drift, and recombination. The obtained equations could be successfully

applied to the stochastic analysis of experimental data.

1. Wstep

Rekombinacja polega na losowym krzyzowaniu sie dwoch ramion chromosomu a nastep-
nie utworzeniu pofaczenia pomiedzy przeciwlegtymi ramionami. Uwaza sie, ze w ewolucji
proces rekombinacji ma znaczenie dla zwiekszania r6znorodnosci w populacjach, a przez to
zwiekszania ich zdolnosci dostosowawczych. Wykorzystujagc mozliwosci wspotczesnej bio-
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chemii dokonuje sie obserwacji przypadkéw rekombinacji z wykorzystaniem technik se-
kwencjonowania DNA. Proces ten takze wyjasnia sie na poziomie molekularnym.

W genetyce populacyjnej tworzy sie modele matematyczne, ktérych celem jest ujecie ilos-
ciowe (lub choéby jakosSciowe) tego zjwiska z punktu widzenia proceséw, ktore zachodza,
gdy patrzymy na dziedziczenie genéw w kolejnych generacjach réznych populacji [15]. 0-
précz wartosci poznawczej tego typu modele majg wazne zastosowanie. Jest nim mozliwos¢
tworzenia tzw. map genow, w ktérych odlegtosci miedzy genami mierzy sie czestotliwos$cia
przypadkow rekombinacji zachodzacych miedzy tymi genami przy dziedziczeniu [4] [5] [13]
[71 [1] [14]. Im wieksza czestotliwo$é, tym wieksza jest odlegto$¢ pomiedzy genami
(mierzona w ¢cM - centymorganach zdefiniowanych jako 100 x prawdopodobiefstwo zajscia
zdarzenia rekombinacji pomiedzy genami). W populacji ludzkiej, przy dziedziczeniu, w jed-
nym procesie mejozy zachodzi $rednio ok. 30 przypadkéw rekombinacji. Bioragc pod uwage
wymiar ludzkiego genotypu (ok. 3.5 x 109 par nukleotyddéw) intensywno$¢ tego procesu na
jedng pare nukleotydow jest bardzo mala. Dlatego do jego badania znaczenie majg metody
statystyczne oparte na duzych prébach z populacji oraz modele matematyczne genetyki popu-
lacyjnej [13] [2] [12].

Nalezy podkres$li¢, ze z punktu widzenia modelowania matematycznego zjawisko rekom-
binacji w procesie dziedziczenia przez kolejne pokoleniajest bardzo ztozone - zawiera szereg
nieliniowos$ci i wymaga tworzenia skomplikowanych genealogii.

W artykule niniejszym przedstawiony jest model ewolucji rozktadéw alleli dla dwéch ge-
néw typu VNTR (Variable Number of Tandem Repeats) [11]. Zamiast okres$lenia ,,geny typu
VNTR” uzywaé bedziemy terminu ,lokusy”, ktéry podkresla neutralno$¢ ewolucyjng wiek-
szosci koddw zawierajgcych powt6rzenia motywow w postaci di-tri- czy kwardrupletow.
Liczba alleli na lokusach tego typu jest zwykle dos¢ duza, réznorodono$¢ moze obejmowac
nawet kilkadziesigt wariantow. Stad wynika ich duza uzyteczno$¢ w badaniach wykorzystuja-
cych metody statystyczne. Utworzony model w najbardziej og6lnym przypadku ma postaé
relacji pomiedzy prawdopodobieristwami przejs¢ dla pewnego taricucha Markowa. Mozna mu
takze nadac posta¢ ztozonego réwnania rézniczkowego dla funkcji tworzacej. Model ten jest
bardzo skomplikowany z uwagi na uwzglednienie w nim wszystkich mozliwych zdarzen, z
jednoczesnym wystepowaniem trzech oddziatywan genetycznych: mutacji, dryftu genetyczne-
go i rekombinacji. Jednak przy wprowadzeniu odpowiednich uproszczen do tego modelu uda-
je sie wyprowadzic¢, jako przypadki szczeg6lne, znane wczes$niej w literaturze zaleznosci dla
uproszczonych opisow ewolucji z mutacjg. Wyprowadzamy takze rownania ewolucji dla mo-
mentéw odpowiednich zmiennych losowych. Metoda momentéw zostata zaproponowana w
pracy jako sposob tworzenia miary odlegtosci miedzy lokusami. Wyprowadzone wzory moga
by¢ podstawg do analizy szeroko dostepnych danych statystycznych, dotyczacych rozktadéw
alleli liczb powtérzen na lokusach typu VNTR. Ponizej przedstawiamy postulaty dotyczace
zmiennych losowych i proceséw statystycznych wystepujacych w modelu.
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2. Model populacji

Rozwaza sie populacje ewoluujgcych w czasie 2N haploidalnych osobnikéw, odpowiada-
jaca ciaggtej w czasie wersji modelu Morana [9]. Analizie poddaje sie przypadek dwu VNTR
lokuséw (mikrosatelitow), oznaczanych odpowiednio przez 1 i 2, o przeliczalnym zbiorze
alteli indeksowanych przez liczby catkowite.

2.1. Proces narodzin i Smierci, losowanie z puli alleli i rekombinacja

» Kazdy osobnik w momencie $mierci jest natychmiast zastepowany przez innego osobnika
(nastepuje jego odrodzenie). Szereg kolejnych narodzin i $mierci danego osobnika tworzy
jednorodny proces Poissona o intensywnos$ci X/2 w zakresie [0,00), zwany jego linig czasu
lub historig osobniczg. Czas zycia (czas trwania jednego cyklu od momentu narodzin do
$mierci) jest zatem zmnienng losowg o rozktadzie wyktadniczym z parametrem 7J2.

« W kazdym momencie narodzin materiat genetyczny odradzajgcego sie osobnika jest od-
twarzany poprzez proces losowania z puli alleli, przy czym:

- z prawdopodobienistwem 1 - r para lokuséw jest losowana ze zwracaniem spomiedzy
par lokuséw wszystkich osobnikéw, wliczajgc w to zmartego osobnika,

-z prawdopodobienstwem r kazdy z lokuséw jest niezaleznie losowany spomiedzy od-
powiednich lokuséw wszystkich oobnikéw (proces rekombinacji).

e Stata r jest nazywana wspotczynnikiem rekombinacji. Zmienia sie on w zakresie od 0 dla

bardzo blisko potozonych lokuséw, do — - dla bardzo odlegtych. Schematycznie proces
2

rekombinacji przedstawia rys. 1 [8].

Crossing-ouer and Recombination

Rys.l. Kolejne etapy procesu rekombinacji
Fig.1. The phases of recombination
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2.2. Mutacja

* Linia zycia kazdego z osobnikow zawiera mutacje wystepujace niezaleznie na kazdym z
lokus6w. Zdarzenia te definiuja niezalezne jednorodne procesy Poissona w zakresie [0, co)
z intensywnos$ciami odpowiednio V| i V2-

Mozliwe procesy mutacyjne ideowo przedstawia rys.2 [10].

Mutations ot Chromosomes

a) Deletion
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Rys.2. Obrazowe przedstawienie procesu mutacji
Fig.2. The types of mutation process

* W przypadku wystgpienia mutacji na danym lokusie i (i = 1,2) nastepuje zamiana allela o
dtugosci X, przez allel o dtugosci X, + U ,, gdzie U, jest calkowitoliczbowg zmienng loso-
wa 0 nastepujacej funkcji tworzacej:

<Pi(s)= E sV ,u= E s“Pr[f/i = u] = E[st/]] (1)
w=—oo u- oo
zdefiniowanej dla zmiennej zespolonej s lezacej wewnatrz kota jednostkowego na ptasz-
czyznie zespolonej.

Zdarzenia narodzin i Smierci oraz mutacje sg procesami wzajemnie niezaleznymi dla kaz-
dego z oobnikéw. Sg one réwniez niezalezne od proceséw narodzin i $mierci oraz mutacji
pozostatych osobnikdw.

3. Model matematyczny

Przedstawiony proces stanowi ciggty w czasie tancuch Markowa o przestrzeni stanu S,
zawierajgcej wszystkie mozliwe pary alleli dla kazdego z 2N osobnikdéw, tzn. E = (ZXX2N) i
momentach zatrzymania zdeterminowanych przez poissonowski proces narodzin i $mierci
oraz zdarzenia mutacyjne. Zapisane w sposob jawny macierzy tranzycji moze by¢ dla takiego
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systemu bardzo skomplikowane, dlatego tez w pracy proponuje sie wykorzystanie rownan
perspektywnych do opisu dynamiki populacji.

Rozwaza sie niskonczenie maty przedziat czasu (t, t + dt) oraz zaktada sie, ze prawdopo-
dobienstwa zdarzen zalezne od (dt)1 dla i> 1sg pomijalnie mate. Wowczas prawdopodo-
bieAstwo $mierci osobnika w przedziale (t, t + dt) wynosi ~ dt, podczas gdy prawdopodo-
bieAstwo mutacji na lokusie 1 lub 2 jest rowne odpowiednio v( dt i v2dt. Zapis

Pr [haplotypt = (ni,n2), haplotyp> = (mL, m2); dla chwili i] )

oznacza prawdopodobienstwo wystgpienia haplotypdw (m, n2) i (mi, m2) w chwili t dla o-
sobnikow 1 i 2. Symbol 5y oznacza, iz dany sktadnik réwnania wystepuje jedynie dla przy-
padku, gdy i -j (identical by State). Natomiast A,j okresla sktadnik, ktory pojawia sie w przy-
padku, gdy chromosony i oraz j sgib.d (identical by descent).

Proponowane réwnania majg nastepujaca postac:

Ani,n2)(m,m2)(f + dt) = [I —Xdt —2(izi + 1/2)(5t]P(ni

»IM(Ni-»i.n2)(mi.m2)(0 + E AlxiA(nin2) (Mi-;i.m2)(0
3l

E"22 +

2N\ A2

»1*1



172

J.K.. Polanska. M. Kinunel

#2229 (11, MUKW j Animtn2 +

+MAdtr2N i A~ A nifnp)tmit2)(fe-;2>(M ) A u +

U2 2IV2 (

A niniHMIJ2)(fi>*a)W )

A"2dMrA2N2 \ S e L»2) (L) (A AW i Animing3 +

il KM

N~27r2v ( ) A -

~N2AF2N 2 (A

T2 ANZ (am

~~2"r2AK2 1 ~
\'l."2.fcl. <2

28T2N2 {5560 ki ?

Av N} 3z

) [2N)T  (2Nf .
A i AN
+2 @Mz @) .
+iAaJtr N 1 32N~ f

(2/v)2 27v)2.
Al 1 L2W-11 1 (~ n

1~ 2N)2~ (2N)2 2 | € (N3 I'msK™iMiw

gdzie:

i A1 #2)(0 )
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1- Adt - (2j/i + 2i/2)di okresla prawdopodobienstwo, ze nie wystapi Smier¢ zadnego z

osobnikéw oraz nie zajdzie mutacja na zadnym z lokuséw;
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e "frih'~ JCit prawdopodobienstwem, ze mutacja o wymiarze  wystapi na lokusie 1 o0sob-
nika 1;

ule I dt jest prawdopodobieAstwem, ze mutacja o wymiarze ji wystgpi na lokusie i osob-
nika 2;

« f2R jest prawdopodobienstwem, ze mutacja o wymiarze {2 wystapi na lokusie 2 osol>
nika 1;

. n dt jest prawdopodobienstwem, ze mutacja o wymiarze j> wystapi na lokusie 2 osob-
nika 2;

e |dt(l — )" jest prawdopodobiefAstwem, ze jeden z osobnikéw (1 lub 2) umrze, wylosowany
haplotyp odradzajgcego sie osobnika bedzie taki sam jak tego, ktory nie umart (odpowiednio
2 lub 1) oraz nie wystapi mutacja;

jdt~r jest prawdopodobienstwem, ze jeden z osobnikéw (1 lub 2) umrze, wylosowany
haplotyp odradzajgcego sie osobnika bedzie taki sam jak tego, ktéry nie umart (odpowiednio
2 lub 1) oraz wystapi mutacja;

$dt(1 —r-)(I — 277) jest prawdopodobiefAstwem, ze jeden z osobnikow (1 lub 2) umrze,
wylosowany haplotyp odradzajgcego sie osobnika bedzie rézny od tego, ktéry nie umart
(odpowiednio 2 lub 1) oraz nie wystapi mutacja.

Zdefiniujmy funkcje tworzaca rozktadu tacznego dla wymiaru alleli na obu lokusach dla

obu osobnikow.

P{.s,u\t) = P[suS2ui,u2;i) =Y, zL . -
nj L ny m2

(4)

gdzie [X]| (1), X2 (t)] i [Y] (t), Y2(t)] okreslajg odpowiednio haplotypy osobnikéw 1i 2. Argu-
ment t bedzie w dalszych rozwazaniach pomijany tam, gdzie nie spowoduje to jakichkolwiek

niejednoznacznosci. Sprowadzajac réwnanie (3) do réwnania rézniczkowego w dziedzinie

czasu, nastepnie mnozac obustronnie przez i sumujac po m, n2mi, m2 o-

trzymujemy nastepujaca zaleznosé:

dPEshS20M2 _ o lxet 20PN 52,00 U2, +

1bl(si) + Vi(ui)]P(51,52iWli«2,i) +
+72 [A(-S2) + <2(*2)] P(S1,52,UUU2,1) +
AL ., , A
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+P(S1,S-),Ki. 1, L,u-2, )] ®)

Ze wzgledu na skomplikowang posta¢ powyzszego réwnania oraz zalezno$¢ jego rozwig-
zania od znajomosci rozktadéw tréjek chromosomow w analizowanej populacji nie mozna w
Swietle dzisiejszej wiedzy literaturowej podac jawnej postaci funkcji tworzacej P (si, S, ui,
ui, t). Jednakze mozliwe jest przeanalizowanie przypadkow szczeg6lnych, wyjasniajagcych
niektére z aspektdw badanego procesu.

4. Przypadki szczegdlne

Poprzez odpowiednie podstawienie zmiennych do réwnania (5) otrzymuje sie wyrazenia
okreslajagce dynamike zmian w czasie interesujacych wielkos$ci. Istotnym, z punktu widzenia
genetyki populacyjnej, zagadnieniem jest analiza dynamiki zmian zaréwno rozktadu alleli (a
tym samym liczby, powt6rzen sekwencji postawowej) w badanej populacji, jak i réznic wiel-
kosci alleli dla odpowiednich lokuséw.

4.1. Rozktady graniczne

¢ Pojedynczy chromosom, pojedynczy lokus [Xi]
Podstawienie 2 = Ui = W2 = 1oraz S| = s umozliwia podanie rownania dynamiki funkcji
tworzgcej rozktadu alleli na pojedynczym chromosomie. Ma ono posta¢:

1,1,1. i) _ dPjjs.1)

Uzyskana tg drogg funkcja tworzacajest nastepujaca:

Pi(M) = Pi{s, 0)e- “41-v>i(s)li
(7

e Para chromosomoéw, pojedynczy lokus [Xi, Yi]
Funkcja tworzaca rozktadu par [X]|, Yj] uzyskana moze by¢ poprzez podstawienie w row-
naniu (5) = W= 1lorazSi=s i Ui =u. Wowczas:
dP{si, l.ui, I,t) dP2(s,u,t)
dt dt

+~ 2yi A(SiUI, 1,1,1,0
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Znajomos¢ funkcji tworzacej dla pojedynczego lokusa na jednym chromosomie P| (s, u, t)
pozwala na wyliczenie funkcji tworzacej rozktadu par. Podstawiajgc zalezno$é (7) do row-
nania (8) otrzymujemy:

0P2(s.u. t) MN - 1)

-2v, 65U:0 H
di 2N'1 Al

Rozwiazujac powyzsze rownanie uzyskuje sie nastepujgca postaé¢ funkcji P2

. o [L *
P2(s,u:t) = Pj(su,0)e { J Je- *w* +
fi-«iM+»iw |t
+p X L Je
+ I(AUl 2N” [1-yl@M)i+ 2,, [I- n
(10)
przy czym:

Ms) ;="  +@mE12 (i)

oznacza funkcje tworzacg prawdopodobienstwa zmiennej losowej odpowiadajgcej syme-

tiyzowanej wielkosci mutacji na 1 lokusie. Natomiast

N 2
N'"=]vT7 « N (dla ™» 1) (12)

okres$la tzw. uog6lniong liczebnos$¢ populacji (pojecie wprowadzone miedzy innymi przez
J. Crow i M. Kimura w [3]).

Para lokuséw, pojedynczy chromosom [Xi, XZ]

Funkcje tworzaca takiego rozktadu uzyskaé mozna w wyniku podstawienia U = u2= 1do
rownania (5). Po niewielkich przeksztatceniach otrzymuje sie:

aP(s1s2,1,1,0 = dP,,(,u*f = _ (™ + u2PH(sus2t) +
dt dt
+ (si) + 22722 (*2)] Ph{sl.*2.§) _

“f (1"AV + 20 ) FH(SI'SZi) +

gdzie: 4 r(1~E7+ 2" ) Po(si,az2,t)> ° 3

PD{si,S2It) = P (sl,1,1,S2,i) (14)

jest funkcja tworzaca rozktadu par skro$nych [Xi, Y2,
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Sprzezone do réwnania (13) réwnanie dla funkcji tworzacej par skrosnych ma postac:

dPO(si,s-i,t)
= j ot = -(/s/[ + o<)PO(sl,s-i,t.) +
+ ({/t%i(si) + Pd[s\,s>t) -
Al 1 0, 1 1\

-2 1r+N ~3r2N -rwW >)PD{s" S2't) +

+K r+7~ 3r277" r20 ) Ph{Sus7't}

(15)

Rozwigzanie uktadu réwnan (13) (15) daje w efekcie funkcje tworzace rozktadu par za-

réwno wzdtuznych, jak i skrosnych. Majg one nastepujaca postac:

Po(si,S2,t)

P«(st.«2,0

gdzie

PD(slls2,0)e-(/H+'42)t[51e-Ar(l- » ie-AL-nN™ t-B.>I +
L "J
+PH(sl,s2,0)e~(A'+Ai)t [ -

Aj(«ijia,0)e" Wi+ [B2e" Ar(™*b)*e-Al- r 3if* - D] +
+PW(sils2,0)e” ("IN [£, - B2e-A(l- " le-AL- N ]

~ 2iv ~ Tr(l ~ 2/lv) + ~ro(2<wy
—Ar(i — —A(l —r)»

ol fl 7N+
2 —Ard —i) —AG NIy

Al = Il [L- ipi(si)] A= UL- D)

4.2. Zaleznosci funkcyjne

4.2.1. Roznica liczbypowt6rzen naposzczegélnych lokusach

* Pojedynczy lokus

Zdefinujmy funkcje tworzaca rozktadu réznic pCj - Yj] jako:
I

wowczas:

NSl $2» 200 lii=a,525=1,ui=J"1,U2=],

(16)

A7)

(18)

(19)

(20)

(21)
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Rownanie to jest dla r = 0 zgodne z modelem uzyskanym przy analiie procesu bez udziatu
rekombinacji [6].

v\ [I — + =
* (23)
W analogiczny sposéb defmuje sie funkcje;

162,U1,U7,¢)  =1d3=UU a=lu-j=u“1 (24)

Para lokuséw
Funkcje tworzacg rozktadu réznic [Xi - Y|, X2- Yj] defmuje sie jako:

R(*Us2,t) = ~ a6-2,ir,.~,.0 =E E E E_ /5n,,(iK,"m4 |I"n2 =

nj nj rt mj

(25)

Stosujac powyzsze podstawienie do rdwnania (5) otrzymuje sie:

dR(s\,;s-2,t) . ) N
dt = -2 {ifj - v1(sY] + t'i {1- V=a(d)]} 0+

Arl a o o i

ARV vhe 3)/ — gy Ph@d)
2N Vet~ (2fV)

A 1 zZw o~ 1 % i
vV @2fV)2 (2AQ2 _/» K li*'i1st >lts2if) +

A . - . .

. ! r- 3 2N N(sils2,sj'11l,1,5.31,f) (26)

+2r ew)? (2P /)2

Rozwigzanie réwnania (26) wymaga znajomosci pewnych granicznych rozktadéw tréjek
chromosomoéw i nie moze by¢ znalezione w sposéb bezposredni.

4.2.2. Suma liczby powtdrzen na okreslonym lokusie

Problem poszukiwania rozktadu sum [Xi + Yi] traktowa¢ mozna jako zagadnienie poszu-
kiwania nastepujacej funkcji:
Si{s,t) = P(s, l.s.1.i)
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Korzystajac z réwnania (5) oraz podstawienia Si =s, = 1, U =s, 2= 1otrzymujemy:

<9Si (s,i)

i S, (s. t) +
dt N+ raNi D E0

_t a —
2N r 2N'2 27
Dzieki obliczonej wczedniej funkcji Pi (s,t) mozliwe jest podanie rozwigzania powyzszego

réwnania rézniczkowego, ktére przyjmuje postac:

0 - +AN.0)-— ca>

Tak zdefiniowana zmienna losowa ma istotne znaczenie w procesie szacowania wspot-
czynnika rekombinacji r. Wazna ceche tej zmiennej losowej podaje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1
Rozktad graniczny zmiennej standaryzowanej Z|, ktérej funkcja tworzaca dana jest wzo-

rem: . <0 I .
2i(s,t) - s« S\(s,t),
(29)
gdzie:
Ms(t) = li=o= 2Af,(0) + 2ulV\(I)t
as a=l (30)
oraz dla t-* 00 wariancja
V,(t) ~ VI
(31)
jest przy t -> 00 rozktadem normalnym
Z\(0 -* N{0,4vi [vi(l) + V>i(D]) = N(0,W ;(1)) (32)

Stuszno$¢é powyzszego twierdzenia pokazuje nastepujgce rozumowanie. Dokonujac stan-
daryzacji zmiennej losowej Si = [X]| + Y1 otrzymujemy nastepujacg zalezno$¢ w dziedzinie
funkcji tworzacych:

Ziis.t) = s 77-1— {51(s7r,0)e-2/11-v’. A 7:)lle- ~ 1+
bk
2N’ V11 + - 2ejj(s™)] +
P (s$ 0) ~ (33)

2N A (L + VI(s*) - 2y>I(sP)] + 577
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Dlat-» coréwnanie (33) przyjmuje postac:

Zi(s,a0) ~ s_2/Avi() " e- “i(i-vI{Q7°)]i (34)

Rozwijajac funkcje <pi(s'A) wokot punktu 1+ jO oraz podstawiajgc s = ¢ “ otrzymujemy:

AL - ViSTOTE = Wi [sPi(1)A - 28 (1)~ - 28 (L)y | =

2julip\(w\/t - 2uX(fi\{l) - 2i/11 (1)uj2 (35)

Zatem:
lim Zx(s,t) = e-A"d/dDW /d)]" _ e-&I*?(i)<-* ,
i-co (36)

co konczy dowdd.

5. Momenty zmiennych losowych

Z catej grupy mozliwych do obliczenia momentéw zdefiniowanych w pracy zmiennych
losowych na szczeg6lng uwage zastuguje moment faktoralny.

Cov[{Xi - ){X1- Y\ = Cm)[XiXj] - Cou[AlyZ - Cou(yiX2]+ Cou[YiYZ] =
E{X XX 2 - E[X\JE[X-i[ - E[XXYZ]+ E[X\E\Y2 -
“E[YXX7)+ E[YI]E{XJ+EpM] - EWEW

= 2E[XxX7]- 2E[X{Y7] 37)

Wyliczajac sktadnik E[Xi X2] nalezy wykorzysta¢ znaleziong wczesniej funkcje tworzaca
rozktadu par Ph (si, &, t). Podwojne jej zrézniczkowanie i podstawienie Sj = s2 = 1 daje w
rezultacie nastepujgca zaleznos¢:

E[XXX A = E[XXY2]+ (C*(0) - CD{0)]e-(@+C21 >

(38)
przy czym
_ OIPff(si,silO)
Ch(0) = dsidsi =
d2PD(su s7,0
CD(O) = EX ) 1*1= 1
dsids2 =1 (39)
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oraz

Ci = Xr(l - —)

Vo2V

Cz= Al —1)—
12V (40)

Ostatecznie:

Cov[Xi~YuX2- YA =2[C«(0)- Cc(0)]e-A<l- ~ )ie-A(l-r>"t (41)

W przypadku gdy r = 0 (dla bardzo blisko potozonych lokusow), zaleznos$¢ (41) przyjmuje

postac:
Cov[Xi -y, X2- y2 = 2[C.(0) - Co(0)]e"w" . 42)

natomiast dla r= -
CoV[Xi —Yi, X 2—y2] —2 [C*(0) —Co(0)] e )

Oznacza to, ze dla mocno oddalonych lokuséw predko$¢ zanikania kowariancyjnego wa-
runku poczatkowego bedzie znacznie wigksza niz dla lokuséw ulokowanych w relatywnie
niewielkiej odlegtosci. Analogiczne wnioski wysungé mozna, analizujgc zachowanie sie
wspotczynnika korelacji wyliczanego z préby. Moze on by¢ réwniez miarg oceny poziomu
rekombinacji w populacji, a tym samym posrednio wzajemnego ulokowania lokuséw. Wia-

domo, ze:
Var[XYVar{XA
stad
2|[C.(0) - CD(0)] e-377e"*r<+">f
= e i o, . —_ (45)
Nloe-N + (1 - e-&t)Jv20e-™t+ (i _
dlar=0

2|Cw(0) - Co(0)]

Ao+ (eMrri) (A= 0 (46)

zmierzado 0 dlat-> co wolniej nizdlar-> -i.
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6. Podumowanic

W pracy przedstawiono model matematyczny dynamiki populacji, w ktérej w procesie
rowoju wystepuja niezaleznie trzy procesy: proces narodzin i $mierci, mutacja i rekombinacja.
Uwzglednienie na etapie formutowania zadania wszystkich trzech zjawisk prowadzi wpraw-
dzie do bardzo skomplikowanego modelu, ktérego jawne rozwiktanie nie jest mozliwe, nie-
mniej jednak przeanalizowanie pewnych przypadkdéw szczeg6lnych naktania do wnioskow w
istotny spos6b utatwiajgcych tworzenie mapy genetycznej populacji. Uzyskane np. droga u-
proszczen rozktady graniczne pokrywaja sie ze znanymi z wcze$niejszych publikacji wyni-
kami, co wskazuje na poprawno$¢ przeprowadzonego rozumowania. Autorzy planuja w naj-
blizszej przysztosci zweryfikowanie uzyskanych rezultatdw teoretycznych badaniami symula-
cyjnymi i na rzeczywistych danych dostepnych w specjalistycznych, internetowych bazach
danych.
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Abstract

The mathematical model of two-linked microsatellite loci evolution is presented. The
described population model is a time-continuous Markov chain. It is transformed into diffe-
rential equations’ system of probability generating function. The obtained model is very
complicated because of considering all possible events, and including three genetic processes:
mutation, genetic drift, and recombination. Appropriate specification of hypotheses leads to
the well-known formulae. The equations could be successfully applied to the stochastic ana-

lysis of experimental data.



