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NOWA REPREZENTACJA MASZYNOWA GRAFU DYSJUNKCYJNEGO DLA
PROBLEMU SZEREGOWANIA W OGOLNYM SYSTEMIE OBSLUGI

Streszczenie. W pracy przedstawiono nowg reprezentacje maszynowg grafu
dysjunkcyjnego dla problemu szeregowania w ogélnym systemie obstugi - macierz grafu,
charakteryzujaca sie korzystng ztozonoscig pamieciowg i wysokga efektywnoscig czasowa
procedur jg obstugujacych. taczy ona zalety trzech klasycznych reprezentacji struktur
grafowych: macierzy sasiedztwa, listy poprzednikéw i listy nastepnikéw, umozliwiajac
tatwy dostep do réznego rodzaju informacji opisujacych operacje w ogdlnym systemie
obstugi.

THE NEW MACHINE REPRESENTATION OF THE DISJUNCTIVE GRAPH FOR
THE JOB SHOP SCHEDULING PROBLEM

Summary. This paper is concerned with a new time and memory efficient representation
of the disjunctive graph - the graph matrix, used for describing instances of the job shop
scheduling problem. The proposed data structure combines advantages of the classical
graph representations like a neighborhood matrix and predecessors’ and successors’ lists
delivering combined information on a job shop and enabling easy manipulation of the
problem data.

1. Wstep

Graf dysjunkcyjny [4] jest jednym z najpopularniejszych modeli wykorzystywanych do
reprezentacji instancji problemu szeregowania w og6lnym systemie obstugi [1], Problem ten
polega na znalezieniu uszeregowania zbioru n zadan J - {Ji, na zbiorze m
dedykowanych maszyn vW={Mi, Mk, .., M,,). Poszczeg6lne zadania Jj sktadajg si¢ z
uporzadkowanego zhioru operacji, ktére musza by¢ wykonane w okres$lonej kolejnosci przez
okreslone maszyny. Poszczeg6lne operacje T, e Js u...u J, charakteryzujg sie czasem
przetwarzania i powinny byé¢ realizowane bez przerwan w sekwencji nie naruszajgcej

ograniczen problemu. Opro6cz ograniczen kolejnosciowych, typu ( T, -> 7j) determinujgcych
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kolejno$¢ wykonania par operacji T, 7} w zadaniu, klasyczna teoria szeregowania zadan
wymaga, aby kazda operacja byta wykonywana przez co najwyzej jedng maszyne i kazda
maszyna realizowata co najwyzej jedng operacje w danej chwili czasu. Celem szeregowaniajest
znalezienie dopuszczalnego i przewaznie optymalnego, ze wzgledu na wybrane Kkryterium,
przydziatu operacji do maszyn.

Graf dysjunkcyjny, G = (V, C”j D), modelujacy instancje problemu szeregowania
zadan w ogdlnym systemie obstugi, jest grafem skierowanym skladajagcym sie ze zbioru
wierzchotkéw V oraz zbioru tukéw C i krawedzi D. Poszczegdlne wierzchotki grafu
odpowiadaja operacjom w ogo6lnym systemie obstugi. Ponadto zhiér V zawiera dwie
dodatkowe operacje o zerowym czasie przetwarzania: zrodto i ujScie, reprezentujgce poczatek
i koniec kazdego uszeregowania. Poszczeg6lne ograniczenia kolejnosciowe modelowane sg za
pomocg tukéw koniunkcyjnych tworzacych zbiér C. Natomiast operacje ubiegajace sie o te
samag maszyne potgczone sg krawedziami dysjunkcyjnymi ze zbioru D (parg tukéw o
przeciwstawnym zwrocie). Ponadto wszystkie tuki posiadajg wagi o warto$ci réwnej czasowi
przetwarzania operacji, w ktdérej dany tuk ma swdj poczatek. Uszeregowanie operacji w
ogdlnym systemie obstugi odpowiada ustaleniu zwrotu wszystkich krawedzi dysjunkcyjnych w
grafie dysjunkcyjnym w spos6b gwarantujacy jego acyklicznos¢.

Szeregowanie zadan w ogo6lnym systemie obstugi jest problemem silnie NP - zupetnym,
ktérego optymalne rozwiazanie wymaga zastosowania metod o wyktadniczej ztozonosci
czasowej. Tym samym bardzo istotne staje sie wykorzystanie efektywnej reprezentacji instancji
problemu, czyli wydajnej reprezentacji maszynowej grafu dysjunkcyjnego, ktéra umozliwia
efektywne dziatanie metod rozwigzujgcych analizowane zagadnienie. W pracy przedstawiono
nowa reprezentacje maszynowg grafu dysjunkcyjnego w postaci macierzy grafu,
charakteryzujaca sie korzystng ztozonoscig pamieciowg i wysoka efektywnoscig czasowa
procedur jg obstugujacych, a takze tatwym dostepem do roznego typu informacji opisujacych
system obstugi.

Struktura pracy jest nastepujgca. W rozdziale 2 przedstawiono definicje macierzy grafu
wraz z ilustrujacym ja przyktadem oraz analizg ztozono$ci pamieciowej i czasowej. W
rozdziale 3 zaprezentowano wyniki eksperymentu obliczeniowego, ktérego celem byto
poréwnanie nowej struktury z klasycznymi reprezentacjami grafu. Prace zakornczono

sformutowaniem wnioskéw z przeprowadzonych badan, ktére ujeto w rozdziale 4.
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2. Macierz grafu

Macierz grafu jest strukturg danych przeznaczong do efektywnego reprezentowania
grafu dysjunkcyjnego, modelujgcego problem szeregowania zadan, tgczaca w sobie zalety
klasycznych struktur danych, takich jak macierz sasiedztwa wierzchotkéw oraz listy
nastepnikow i poprzednikéw. W (n+1)2 komérkach pamieci (gdzie n+1 oznacza liczbe
operacji w systemie z uwzglednieniem zrédta To i ujscia grafu T,) przechowywane sa
informacje o wzajemnym uporzadkowaniu dowolnej pary operacji rownocze$nie umozliwiajace
przegladanie list operacji poprzedzajacych wybrang operacje, nastepujacych po niej oraz listy
operacji dotychczas nie uporzgdkowanych wzgledem wybranej operacji.

Elementy macierzy grafu G = [g,jl(n,i).~i) reprezentujg zaleznosci miedzy
poszczeg6lnymi parami operacji 7,, 7}zgodnie z ponizsza definicjag (0<i<n,0<j<n).

-» Sgij< 0 o0 kolejnos¢ operacji 7, 7}nie jest ustalona w grafie dysjunkcyjnym,

0 <gj< n-1 0 operacja 7}poprzedza operacje T, w grafie dysjunkcyjnym,

ii-1 2*n-1  <=>operacja 7} nastepuje po operacji 7, w grafie dysjunkcyjnym.
Uwzgledniajgc fakt, ze zrédto grafu To poprzedza wszystkie pozostate operacje w systemie, a
ujScie T, nastepuje po wszystkich operacjach w systemie, elementy go,, g,0, gmi g,,, dla kazdej
operacji T, moga by¢ wykorzystane do przechowywania dodatkowej informacji o rozwazanym
problemie. Podobnie, poniewaz graf nie zawiera petli wilasnych dla poszczeg6lnych
wierzchotkéw T,, elementy g,, moga stuzy¢ innym celom niz okreslenie relacji danej operacji
wzgledem niej samej. Wspomniane fragmenty macierzy grafu sg wykorzystane do organizacji
trzech struktur listowych dla poszczeg6lnych operacji T\ listy operacji poprzedzajacych 7>
nastepujacych po T, oraz listy operacji, ktdrych porzadek wykonania wzgledem 7j nie zostat
jeszcze ustalony. Listy te stanowig integralng cze$¢ macierzy grafu i sg tworzone przez
odpowiednie powigzanie jej elementdw ze sobg, zgodnie z ponizszymi regutami.

a) Lista poprzednikéw T, - Indeks/ pierwszej operacji Tf znajdujacej sie na liscie
poprzednikow T, zapamietany jest w gi0 a indeks / ostatniej operacji Ti z tej listy
przechowywany jest w g0. Jezeli gio~go,= 0 , to omawiana lista jest pusta; w przeciwnym
wypadku kazdy jej element g,, = k przechowuje indeks k kolejnej operacji Tk do niej nalezacej.
Dla ostatniego elementu listy Ti zachodzi g,i = /.

b) Lista nastepnikéw T, - Indeks / pierwszej operacji Tf znajdujacej sie na liscie
nastepnikow T, zapamietany jest w g,,,, a indeks 1 ostatniej operacji T wg,Jezelig,,- gm= 0,

to lista nastepnikéw operacji T, jest pusta; w przeciwnym wypadku kazdy jej element
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gj = n-1+k przechowuje indeks k kolejnej operacji 1\ do niej nalezacej powiekszony o liczbe
rzeczywistych operacji w systemie n-1, dzieki temu elementy listy nastepnikow sa w petni
odréznialne od elementéw listy poprzednikdéw. Liste koriczy operacja 7), dla ktérej g,i =n -
[+1.

c) Lista operacji o nie ustalonej kolejnosci wzgledem operacji T, - Zanegowany
pierwszej operacji 7} znajdujacej sie na wspomnianej liscie zapamietany jest w g,, (g,, = -f).
Jezeli gil = -/; analizowana lista jest pusta; w przeciwnym wypadku kazdy z jej elementéw
gij=-k przechowuje zanegowany indeks k kolejnej operacji 7* do niej nalezacej. Poniewaz
elementy listy sg liczbami ujemnymi, sg one tatwo odrdéznialne od elementéw dwoéch
pozostatych list. Liste koAczy operacja 7), dla ktérej g,i = - I.

Powyzsza definicja macierzy grafu umozliwia zawarcie w jednej macierzy 3 réznych list
operacji bez utraty informacji o wzajemnej relacji pomigdzy poszczegdlnymi parami operacji.
Ponadto, definicja macierzy grafu moze by¢ tatwo dostosowana do specyficznych wymagan

metody rozwigzujacej problem szeregowania zadan w ogdlnym systemie obstugi.

2.1. Przyktadowa macierz grafu

Dany jest ogdlny system obstugi sktadajacy sie ze zbioru 3 maszyn M={M\, M2, M3) i
zbioru 3 zadan J={Ji, ./;, J)} zdefiniowanych jako nastepujace tanicuchy operacji:
J, . T(M ,i ) h(M},2)->T)AT7],5), J2TAM33)->TYM24), I3T<HR,6)-*T{Mh3)-+TiM 32).

W nawiasach dla kazdej operacji podano wymagang maszyne M(T,) i czas przetwarzania p,,

\J operacja Ti --—- » luk koniunkcyjny <—> krawedz dysjunkcyjna

Rys. 1. Grafdysjunkcyjny reprezentujacy uszeregowanie czesciowe
Fig. 1. The disjunctive graph representing a partial schedule

ne
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Na rys. 1 podano czeSciowe uszeregowanie operacji w przedstawionym og6lnym
systemie obstugi powstate w wyniku ustalenia zwrotu czesci krawedzi dysjunkcyjnych.

Macierz grafu G reprezentujacg powyzszy graf dysjunkcyjny przedstawiono na rys.2.

er O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 4 0 I 0o 1 1 o0
1 0 4 m 1 -6 13 -6 10 13 2
2 1 1 -4 B -6 13 -7 -8 8 3
3 2 4 1 5 4 6 7 -8 8 0
4 o =2 6 © 1 M -7 8 -8 5
5 4 1 1 6 2 3 7 -8 8 0
6 0o 2 3 -4 5 5 1 16 16 7
7 6 1 3 -4 5 5 1 2 16 8
8 7 1 3 4 5 5 6 -2 0
9 o 5 5 0 3 0 8 8 0 -9

Rys.2. Macierz grafu
Fig.2. Graph matrix

2.2. Ztozono$¢ pamigciowa i czasowa macierzy grafu

Macierz grafu jest wygodng reprezentacja grafu dysjunkcyjnego, taczaca w sobie zalety
klasycznych reprezentacji maszynowych struktur grafowych [2], Zajmuje ona (w+ /)2
komérek pamieci, analogicznie jak macierz sgsiedztwa wierzchotkow (te reprezentacje grafu z
rys.l. przedstawiono na rys.3.), a proces pozyskiwania informacji o wzajemnej relacji miedzy
parami operacji jest realizowany réwniez w statym czasie (rzedu 0{1)) poprzez weryfikacje

warunkow przytoczonych na poczatku rozdziatu 2.

a,i 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9
0 0 1 1 1 1 | 1 1 1
1 -1 0 1 1 0 1 0 1 1 1
2 -1 -1 0 1 0 i 0 0 0 1
3 -1 -1 -1 0 -1 0 0 0 0 1
4 -1 0 0 1 0 1 0 0 0 1
5 -1 -1 -1 0 -1 0 0 0 0 1
6 -1 0 0 0 0 0 0 1 | 1

7 -1 -1 0 0 0 0 -1 0 1 1
8 -1 -1 0 0 0 0 -1 -1 0 1
9 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0

Rys. 3. Macierz sasiedztwa wierzchotkow
Fig.3. Neighborhood matrix
Zachowujac te podstawowg zalete macierzy sasiedztwa wierzchotkéw, nowa

reprezentacja grafu gwarantuje rowniez szybki dostep do listy nastepnikéw i poprzednikéw
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poszczeg6lnych operacji. Nie wymaga bowiem, w odroznieniu od macierzy sasiedztwa,
przejrzenia catego wiersza macierzy (czas rzedu 0(n)), poniewaz poszczegdlne operacje
poprzedzajace lub nastepujace po wybranej operacji tworzg spéjne ciagi rownowazne dwoém
innym klasycznym reprezentacjom grafu: liscie poprzednikéw (rys.4.) i liscie nastepnikéw
(rys.5.).

indeks operacji T, » indeksy operacji poprzedzajacych operacje T, w grafie dysjunkcyjnym

0
1 > o0
2 » 0 » 1
3 » 0 » 2 »
4 » o0
5 > —O— » 0 »
6 » o
7 » 0 » 6 »
8 » 0 » 7 »
9 » o » 1 » 0 »i7]»GO >0 »H
Rys.4. Lista poprzednikow
Fig.4. Predecessor list
indeks operacji 7, indeksy operacji nastepujacych po operacji 7, w grafie dysjunkcyjnym
0
» U I»0
£
6 » 8
L
£

Rys.5. Lista nastepnikow
Fig.5. Successor list

Obie listy zajmujg O0(n + ni) komdrek pamieci (m oznacza liczbe tukéw w grafie) przy
zatozeniu ich implementacji w postaci dynamicznie alokowanych struktur danych, ktore
jednak, jak wykazujg eksperymenty obliczeniowe, charakteryzujg sie niskg efektywnoscig
czasowq i wysoka zajetoscig pamieci. Ponadto, dysponujac tylko jedng z list, uzyskuje sie
mozliwo$¢ szybkiego dostepu do zbioru tylko jednego typu operacji poprzedzajacych albo
nastepujacych po wybranej operacji. Wyznaczenie zbioru komplementarnego wymaga juz

przejrzenia catej struktury danych. Macierz grafu nie wykazuje powyzszej dysproporcji,
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poniewaz obie listy poprzednikéw i nastepnikéw sg dostepne réwnocze$nie, w ramach tej
samej struktury danych. Dodatkowo, jak juz wspomniano, sprawdzenie relacji pomiedzy parg
operacji dokonywane jest w macierzy grafu w czasie statym i nie wymaga przejrzenia catej listy
operacji zwigzanych z dang operacja relacjg poprzedzania lub nastepowania, co w najgorszym
przypadku zajmuje 0(m) jednostek czasu dla klasycznych reprezentacji listowych.

Kolejng zaleta macierzy grafu jest zapewnienie natychmiastowego dostepu do listy
operacji 0 nie ustalonej kolejnosci wykonania, czesto wykorzystywanej podczas
rozwigzywanie problemu szeregowania w og6lnym systemie obstugi Proces ten wymaga
przejrzenia catej struktury danych w przypadku list nastepnikéw i poprzednikéw lub catego

wiersza macierzy sasiedztwa wierzchotkow.

3. Wyniki eksperymentu obliczeniowego

Eksperyment obliczeniowy, ktérego celem bylo poréwnanie nowej reprezentacji
maszynowej grafu z klasycznymi strukturami, zostat przeprowadzony z wykorzystaniem
30 instancji problemu szeregowania zadan w og6lnym systemie obstugi udostepnianych przez
Imperial College Management School - University of London (http://mscmga.ms.ic.ac.uk).
Obliczenia realizowano z wykorzystaniem komputera SGI Power Challenge Poznanskiego
Centrum Superkomputerowo - Sieciowego.

Podczas pojedynczego testu, w oparciu o definicje instancji problemu, tworzone byly 4
reprezentacje grafu: statycznie alokowane macierz grafu i macierz sgsiedztwa wierzchotkow
(MS) oraz alokowane dynamicznie lista poprzednikdw (LP) i lista nastepnikow (LN).
Nastepnie, generowano rozwiazanie czesciowe problemu, z wykorzystaniem algorytmu
listowego szeregujgcego operacje wedtug kolejnosci, w jakiej stajg sie one dostepne (reguta
FIFO) [3], aktualizujac poszczegdlne reprezentacje grafu dysjunkcyjnego. Wyznaczone réznice
czasOw tworzenia, aktualizacji i pozyskiwania réznego typu informacji miedzy strukturami
klasycznymi a macierzg grafu przedstawiono na rys.6.

Eksperymenty obliczeniowe wykazaty, ze czas tworzenia macierzy grafu jest
poréwnywalny z czasem tworzenia drugiej ze struktur statycznych - macierzy sasiedztwa
wierzchotkéw (rys.6.a). Wydtuzenie tego procesu o okoto 1% wynika z koniecznosci
dodatkowego potgczenia poszczegdlnych elementdw macierzy grafu w 3 listy, ktore nie
wystepujg w klasycznej macierzy sasiedztwa. Dynamiczne listy poprzednikow i nastepnikow sg

inicjalizowane w czasie blisko o potowe krétszym, poniewaz zawierajg informacje tylko o
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jednym typie relacji miedzy operacjami. Dalsze zarzadzanie tymi strukturami (rys.6.b-f) jest
jednak znacznie bardziej czasochtonne niz wykorzystywanie struktur statycznych. Ponadto,
pomimo teoretycznie niskich wymagan pamieciowych, zajmowaty one $rednio o 83,81%
bajtdow wiecej, ktére byly konieczne dla przechowywania adreséw kolejnych komorek

tworzacych liste.

a) b)
1990,42
MS P LN | 2000
g-i0 - | *1500 1331\,/22
-1,09 . 5 5 1000 Y
9 A -30 . n-\- »8?
8 £ 50 S 98 1 503 36.49
. 5457 54,89 :
i *-70 MS LP LN

reprezentacja grafu reprezentacja grafu

d)
4879,91 4000
1 5000 S
5 omi L | 2000 3015,16
3 T 4000 " 9
3000 v i $ 2000
2000 114,03
g 5 iooo ' 1238 | i 1000 1947 -33,02
fig 0 ' 8S o
MS LP LN o -1000 MS LP LN
reprezentacja grafu reprezentacja grafu
e)
3530,87 3329,88 86233,97 83717,92
5 ¢4000 £ 100000
5hn
$| 3000 ; 80000 irji;
Y Y. 60000
| §-2000 RV ra fei £an
§ 1000 Wp S 40000
. o 031 g f 20000 277853  ay*.
w 8. MS LP LN v ° MS LP LN
reprezentacja grafu reprezentacja grafu

Rys.6. Wyniki eksperymentu obliczeniowego
Fig.6. Computational experiment results

Whbudowanie w macierz grafu 3 réznych list dla poszczeg6lnych operacji spowodowato, ze
aktualizacja grafu dysjunkcyjnego przebiega szybciej, niz obserwuje si¢ to dla struktur
klasycznych (rys.6.b). Ponadto, proces przegladania wszystkich operacji poprzedzajacych
wybrang operacje odbywa sie co najmniej tak efektywnie jak 2z wykorzystaniem

specjalizowanej do tego celu listy poprzednikow (rys.6.c), a operacji nastepujacych po
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wybranej operacji réwnie efektywnie jak w oparciu o liste nastepnikéw (rys.6.d). Macierz
grafu nie preferuje jednak, w odréznieniu od struktur listowych, zadnego z tych proceséw, a
takze umozliwia bardzo szybkie sprawdzenie relacji pomiedzy para operacji, analogicznie jak
macierz  sgsiedztwa (rys.6.e). Natomiast wyznaczenie wszystkich dotychczas nie
uporzadkowanych operacji z wykorzystaniem proponowanej macierzy odbywa sie znacznie

szybciej niz przy zastosowaniu klasycznych reprezentacji maszynowych grafu (rys.o.f).

4. Wnioski

Wyniki eksperymentu obliczeniowego dowodzg wysokiej efektywnosci nowej
reprezentacji maszynowej grafu dysjunkcyjnego w poroéwnaniu z klasycznymi strukturami
danych. Gwarantuje ona szybki dostep do rdznego typu informacji opisujacej ogélny system
obstugi, nie preferujgc zadnej z nich, bez koniecznosci zwiekszenia obszaru pamieci
wykorzystywanego do zapamietania kompletnego opisu grafu. Przy calej réznorodnosci
sposob6w udostepniania informacji o grafie dysjunkcyjnym, a tym samym o ogélnym systemie
obstugi, tworzenie i aktualizowanie macierzy grafu realizowane jest przez bardzo proste
procedury, fatwo dostosowywalne do specyficznych wymagan implementowanej metody.

Macierz grafu jest strukturg specjalizowang do przechowywania informacji o grafie
dysjunkcyjnym, wykorzystuje bowiem specyficzne cechy tego modelu og6lnego systemu
obstugi. Przechowujgc poczatki poszczegdélnych list w postaci odrebnych wektoréw, mozna

macierz grafu wykorzysta¢ do efektywnej reprezentacji dowolnych struktur grafowych.
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Abstract

The work is concerned with a new time and memory efficient representation of the
disjunctive graph which is a popular model used for describing instances of the job shop
scheduling problem. Hence, the proper representation of the graph significantly influences the
efficiency of an algorithm solving the considered problem. The proposed data structure for the
disjunctive graph's description has the form of a graph matrix and combines advantages of
classical graph representations enabling easy manipulation of the problem data. The graph
matrix, of the size nxn where n is the number of tasks, delivers combined information on a job
shop in four different ways: as a classical neighborhood matrix, as lists of predecessors,
successors and moreover as a list of tasks for which no precedence relation has been disclosed
during the solution process. Using this data structures it is possible to obtain information about
the mutual order of any pair of tasks in a constant time and to get an immediate access to the
mentioned three lists for each task. The computational experiments showed the superiority of
the proposed machine representation of the graph over classical ones, especially with regard to
the time of extracting information on different relations among tasks. The flexible definition of
the graph matrix allows one to easily adjust this data structure for particular requirements of an
implemented algorithm solving the job shop scheduling problem. In addition, notwithstanding
it is a data structure specialized for the disjunctive graph model, it can be also used to

represent any graph structure.



