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SZEREGOWANIE ZADAN W SYSTEMACH Z OGRANICZONA DOSTEPNOSCIA
MASZYN

Streszczenie. W pracy przedstawiono wybrane problemy szeregowania zadan na
maszynach z okresami niedostepnosci. Rozwazane sg zagadnienia dotyczgce maszyn
réwnolegtych identycznych i dowolnych, a takze przeptywowego systemu obstugi. W
przypadku maszyn réwnolegltych omawiane problemy dotyczg zadan podzielnych bez
ograniczen kolejno$ciowych oraz z takimi ograniczeniami i kryterium Cmx oraz Lni%
Przedstawione sg wyniki dotyczace ztozonosci obliczeniowej oraz algorytmy oparte na
programowaniu liniowym. Dla problemoéw szeregowania w przeptywowym systemie
obstugi okreslono ztozonos¢ obliczeniowa problemu szeregowania na dwoch maszynach
z kryterium Cra)X Ponadto przedstawiono wiasno$é tego problemu przydatng przy

konstrukcji algorytmu podziatu i ograniczen oraz wyniki eksperymentu obliczeniowego.

SCHEDULING TASKS IN SYSTEMS WITH LIMITED MACHINE AVAILABILITY

Summary. The selected problems of scheduling tasks on machines with a limited
availability are presented. Problems concerning parallel identical and unrelated machines
and flow shop system are considered. In the case of parallel machines the problems
presented are concerned with preemptive tasks with and without precedence constraints
and Cmx and Lma criteria. Computational complexity results and algorithms based on

linear programming are presented. In the case of flow shop the computational complexity
for two-machine problem with CnaX criterion is analysed. Moreover, a property of this
problem is presented which is useful for constructing a branch and bound algorithm and
results of computational experiment are presented.

1. Wprowadzenie

W deterministycznej teorii szeregowania zadan przyjmowana jest na ogo6t ciaggla
dostepno$¢ maszyn. W rzeczywistych systemach produkcyjnych lub komputerowych zatozenie
to nie zawsze jest spelnione. Niniejsza praca omawia problemy szeregowania zadan

uwzgledniajace mozliwos$¢ wystepowania okreséw niedostepnosci maszyn. Niedostepnos¢ ta
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wynika¢ moze z wcze$niejszego zaplanowania wykonania pewnych zadan, koniecznosci
przeprowadzenia okresowych prac konserwacyjnych lub z naktadania sie dwdch horyzontéw
czasowych w algorytmach z przesuwanym horyzontem. Ostatnia z wymienionych przyczyn
niedostepnosci maszyn jest prawdopodobnie najistotniejsza ze wzgledu na dynamiczng nature
probleméw planowania produkcji. Dynamika ta oznacza, ze dane wej$ciowe dla tego typu
probleméw s czesto uaktualniane. Zmiany w nich zachodzace powoduja koniecznosé
ustalenia nowego horyzontu czasowego dla planowanego procesu produkcyjnego. W sytuacji
tej nalezy jednak wczesniej zaplanowang cze$¢ procesu uwazac¢ za ustalong, ze wzgledu na
ograniczenia technologiczne utrudniajgce lub uniemozliwiajgce dokonanie zmian. Powoduje to
wystapienie ograniczonej dostepnosci maszyn dla zadan, ktérych wykonanie nie zostato
jeszcze zaplanowane.

W pracy przedstawione zostaty wybrane problemy szeregowania zadari na maszynach z
ograniczong dostepnoscig. Dla oznaczenia tego typu probleméw w pracy [4] wprowadzono do
standardowej notacji a\p\y symbol hltw jej pierwszym polu na oznaczenie mozliwosci
wystepowania dowolnej liczby okreséw niedostepnosci na kazdej z maszyn. Indeks i okresla
maszyne, na ktérej wspomniane okresy mogg wystepowac, a indeks Ajest liczba tych okreséw.
W problemach szeregowania na maszynach z ograniczong dostepnos$cia rozpatruje sie niekiedy
zadania wznawialne (resumable) [5, 4], tj. takie, ktérych wykonywanie moze by¢
kontynuowane po okresie niedostepnosci maszyny. Dla oznaczenia tego typu zadan
zastosowano symbol rs w drugim polu standardowej notacji [4], Nalezy odrézni¢ ten typ zadan
od zazwyczaj wystepujgcych w teorii szeregowania zadan podzielnych, gdyz jedynym
miejscem, w ktdrym zadanie wznawialne moze zosta¢ przerwane, jest poczatek okresu
niedostepnosci. Z drugiej strony zadania te réznig sie rdbwniez od zadan niepodzielnych, gdyz
te ostatnie przerwane przez wystapienie okresu niedostepnosci, po jego zakonczeniu muszg
by¢ wykonywane od poczatku.

W kolejnych rozdziatach przedstawione zostang wyniki dotyczace szeregowania zadan

na maszynach réwnolegtych oraz dedykowanych.

2. Szeregowanie zadan na maszynach réwnolegtych z okresami niedostepnosci

Problemy szeregowania zadan na réwnolegtych maszynach identycznych z ograniczong

dostepnoscia byty badane w kilku pracach. Jednymi z pierwszych, w ktérych poruszony zostat
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ten problem, byly prace Schmidta z 1984 i 1988 roku [8, 9], W pierwszej z nich podany zostat
algorytm rozwigzujacy problem szeregowania zadan podzielnych na maszynach identycznych
przy kryterium CmiX z okresami niedostepnosci tworzacymi pewien okreSlony wzorzec
(staircase pattern). Algorytm ten mozna jednak zastosowa¢ do rozwigzania problemu z
dowolnym ukfadem okreséw niedostepnosci, gdyz kazdy z nich mozna sprowadzi¢ do
wspomnianego wzorca. tatwo mozna réwniez pokaza¢, ze algorytm zaproponowany przez
Schmidta moze by¢ wykorzystany do rozwigzania problemu, w ktérym wystepuja ograniczenia
kolejnosciowe typu fancuch. W tym celu wystarczy kazdy z taricuchéw zadan traktowac jako
jedno podzielne zadanie [1], W drugiej ze wspomnianych prac algorytm ten zostat
dostosowany do szeregowania zadan z liniami krytycznymi. Inne modele byly réwniez badane
w pracach [6, 7], W pracy [1] zaproponowany zostal algorytm rozwigzujacy problem

P.,hik \pwtn.chaim, r | . Algorytm ten oparty jest na sekwencji problemoéw

programowania liniowego. W tej samej pracy pokazane zostato, ze problem

P,hik \pmtn,intree \ Cm, jest silnie NP-trudny.

Prawie wszystkie prace dotyczace szeregowania zadah na maszynach z ograniczong
dostepnoscig dotyczg probleméw z réwnoleglymi maszynami identycznymi. Problemy z
maszynami dowolnymi zostaty zbadane w niewielkim stopniu. Ponizej przedstawione zostang
dwa algorytmy rozwigzujace takie problemy z zadaniami podzielnymi przy kryteriach Cnmix i
LmM Oba oparte sg na programowaniu liniowym. Przed ich zaprezentowaniem konieczne jest

wprowadzenie niezbednych oznaczen:

n - liczba zadan

m - liczba maszyn

ri - moment gotowosci zadaniaj

d] - linia krytyczna zadaniaj

pu - czas przetwarzania zadaniaj na maszynie i

0=/,</, <K <tq - lista r6znych momentéw, w ktérych liczba dostepnych maszyn

zmienia sie

0=e0" e <K <eK - listaroznych momentdw w zbiorze jr, ,d]:j = 1K cj

[tt\j = 1K ,q)
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={j.d) >ek}
X* - cze$¢ zadaniaj przetwarzana na maszynie i w przedziale [e*., ,ek]
x* e[0,1]

x‘ = 0 dla wszystkich A, dla ktérych maszyna ;jest niedostepna w przedziale [et_I,et]
il jeslie,jest linig krytyczng
a —
" [0 w przeciwnym przypadku
Problem R, hlk |pmtn | Cmx moze zosta¢ rozwigzany za pomocg zmodyfikowanej

metody dwufazowej [1, 2], W pierwszej fazie nalezy rozwigza¢ nastepujagcy problem
programowania liniowego:

zminimalizowaé

e e
przy ograniczeniach
2> AN i=\,...frk =\,... K @)
El
Y7P>jXI -~ ‘k-i = (3)
ZzzZ<=1 7=1..., » (4)

p=ijt-i

W wyniku rozwigzania powyzszego problemu programowania liniowego otrzymuje sie
optymalny przydziat zadan do poszczegélnych przedziatow [/*.,,?*], k = 1K ,K , w ktérych
liczba dostepnych procesoréw nie zmienia sie. Optymalne uszeregowanie otrzymywane jest w

wyniku zastosowania drugiej fazy metody do kazdego z przedziatow.

Problem R,hlk \rJ, pmtn\Lma réwniez moze zosta¢ rozwigzany przy zastosowaniu
odmiany metody dwufazowej (por. [2]). W pierwszej fazie stosuje sie procedure
przeszukiwania binarnego w celu minimalizacji maksymalnego opéznienia. W kazdym kroku
tej procedury nalezy rozwigza¢ problem programowania liniowego dla danego przedziatu
zmiennosci wartosci Lma takiego, dla ktérego liczba dostepnych maszyn i sekwencja zdarzen

okreslajacych przedziaty nie zmienia sie.
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Zmiany wartosci Lnmax moga powodowaé zmiany sekwencji momentéw e,, w sytuacji
gdy dla pewnego zadania dj + LmK staje sie rowne jednemu z momentéw gotowosci badz
momentowi poczatkowemu, lub koricowemu jednego z okreséw niedostepnosci. Liczba
przedziatow [{M wartosci ¢ m,, dla ktérych sekwencja momentéw ei nie zmienia sie,
wynosi najwyzej (n+q)n. Mozna w zwiazku z tym sformutowaé nastgpujacy problem

programowania liniowego:

zminimalizowaé

W (5)
przy ograniczeniach
Zj P«XV -«w + £ K- «i-i) j = 1K «;* e\ {0} (6)
_ZBkA /4 -e»-e*-i+Zmx(a* /=1K = 1K ,K 7
jc
Lii - <L, (8
Z Zx =1 7=1,K//i 9)

W powyzej sformutowanym problemie programowania liniowego nieréwnosci (6) i (7)
zapewniaja, ze suma czesci zadan przetwarzanych w kazdym z przedziatow nie przekracza
jego diugosci. Nierownosci (8) gwarantujg, ze sekwencja momentow e, nie zmienia sie, a
réwnania (9) zapewniaja, ze wszystkie zadania zostang w cato$ci wykonane. Jesli rozwigzanie
dopuszczalne istnieje, nalezy sprawdzi¢ mniejszg wartos¢ Lmesx, jesli nie istnieje, wieksza.

Druga faza metody jest stosowana do ostatniego z probleméw programowania
liniowego w sekwencji i daje optymalne uszeregowanie minimalizujagce maksymalne

opOznienie.

3. Szeregowanie zadan wznawialnych w przeptywowym systemie obstugi

Przeptywowym systemem obstugi z ograniczong dostepnoscia maszyn jako pierwszy
zajat sie Lee w swojej pracy z 1995 roku [5], Rozpatrywane byly w niej problemy
dwumaszynowe z jednym okresem niedostepnosci najednej z maszyn. We wspomnianej pracy

wykazano, ze problem szeregowania zadan w takim systemie przy kryterium Cm, jest NP-

trudny zaréwno dla zadan niewznawialnych (nortresumable), jak i wznawialnych (restmiable).
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Podano tam réwniez pseudowielomianowy algorytm oparty na programowaniu dynamicznym,
charakteryzujagcy sie duzg ztozonoScig obliczeniowa, silnie uzalezniong od diugosci
uszeregowania.

W dalszej czesci tego punktu podane zostang wyniki dotyczace przeptywowego
systemu obstugi z dowolng liczbg okreséw niedostepnosci na kazdej z maszyn i zadan

wznawialnych.

Twierdzenie 1

Problemy FI, hn |ra'| Cmix \F1,hn |/'i| CndX sg silnie NP-trudne [4],

Ponadto prawdziwe sg rowniez nastepujace dwa twierdzenia [4]:

Twierdzenie 2

Rozwigzanie problemu FI, htk |rv| Cmx 2z bledem wzglednym réwnym w najgorszym

przypadku 2 moze zosta¢ znalezione w czasie 0(«log/r).

Twierdzenie 3

Jezeli P * NP, to nie istnieje wielomianowy algorytm dla problemu F2,hX Irsl Cm, dajacy

rozwigzanie ze skoficzonym btedem wzglednym w najgorszym przypadku.

Aby przekonac sie o prawdziwosci twierdzenia 2, wystarczy przeanalizowac¢ dziatanie
algorytmu Johnsona [3, 4] dla problemu z niedostepnoscia maszyn. Twierdzenie 3 jest
prawdziwe rowniez dla problemu z dwoma okresami niedostepnosci, jesli drugi z nich znajduje
sie na drugiej maszynie.

Przytoczony w twierdzeniu 1 wynik dotyczacy ztozonosci obliczeniowej kaze szukac
rozwigzan omawianego problemu za pomocg algorymoéw przyblizonych lub wyliczeniowych.
Okazuje sig, ze omawiany problem posiada pewng wiasciwo$¢ bardzo przydatng przy
konstrukcji algorytmu podziatu i ograniczeA. Polega ona na tym, iz ws$rdéd rozwiazan
optymalnych znajduje sie przynajmniej jedno takie, w ktérym zadania uszeregowane w
przedziatach wyznaczonych przez okresy niedostepnosci maszyn sg uszeregowane zgodnie z

regutg Johnsona. Zmniejsza to znaczaco liczbe rozwiazan, ktore nalezy przejrze¢, gdyz nie jest



Szeregowanie zadan w systemach z ograniczona £3

poszukiwana optymalna permutacja zadan, lecz optymalny ich przydziat do wspomnianych
przedziatéw ,,miedzy” okresami niedostepnosci.

Ponizej przedstawione sg wyniki eksperymentu obliczeniowego ukazujgce efektywno$¢
zaprojektowanego algorytmu podziatu i ograniczen wykorzystujgcego wspomniang wtasciwosé
problemu. Obliczenia przeprowadzone zostaty dla probleméw z okresami niedostepnosci
odpowiednio tylko na pierwszej maszynie, tylko na drugiej oraz na obu maszynach. Dla kazdej
pary [liczba zadan, liczba okres6w niedostepnosci] stworzonych zostato 10 instancji. Dtugosci
operacji zadan oraz dtugosci okreséw niedostepnosci maszyn wygenerowane zostaty losowo z
rozktadem jednorodnym =z przedziatu [l,1000]. Obliczenia zostaty przeprowadzone na
komputerze HP Apollo 9000 Series 700. Czas obliczeh dla kzdej instancji zostat ograniczony
do 1000 sekund. W ponizszych tabelach przedstawione sg dla kazdej pary [liczba zadan, liczba

okres6w niedostepnosci] liczby instancji, ktore zostaty rozwigzane w zadanym limicie czasu.

Tablica 1

liczba liczba okreséw niedostepnosci

zadan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 9
25 10 10 9 7 5 4 1 2 1 0
40 10 9 6 3 1 1 0 0 1 0
55 10 5 4 3 3 2 1 1 1 1
70 10 4 4 3 3 1 1 1 0 1
85 5 2 2 1 3 2 1 1 1
100 5 3 4 4 5 2 2 1 1

Tablica 2
Liczba rozwigzanych instancji dla problemu z okresami niedostepnosci na drugiej maszynie

liczba liczba okreséw niedostepnosci

zadan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 9
25 10 10 9 9 8 9 9 9 9 10
40 10 9 7 7 7 9 8 9 8 8
55 10 8 7 7 8 8 9 8 9 8
70 10 6 7 5 8 9 8 7 8 9
85 8 6 5 6 7 8 9 9 10 9
100 7 5 6 5 8 9 7 9 10 8
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Tablica 3
Liczba rozwigzanych instancji dla problemu z okresami niedostepnosci na obu maszynach

liczba liczba okresdéw niedostepnosci

zadan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
25 10 10 9 7 8 5 4 4 4 4
40 10 8 6 4 6 6 4 5 2 6
55 10 7 6 5 5 4 6 3 4 4
70 9 5 6 5 6 6 5 5 5 5
85 6 5 3 6 5 5 5 6 3 6
100 9 5 5 4 6 7 4 4 6 3

Eksperyment ten pokazat, ze liczba instancji, ktére zostaty rozwigzane w zadanym
limicie czasu, byla mniejsza dla probleméw z okresami niedostepnosci tylko na pierwszej
maszynie niz dla problemédw z niedostepnosciag drugiej maszyny. Zjawisko to mozna
wyttumaczyé przez asymetrie maszyn. Okres niedostepnosci na pierwszej z nich moze
zmniejszy¢ liczbe zadan znajdujacych sie w buforze miedzy maszynami, co moze doprowadzic¢
do przestoju na drugiej maszynie. Z drugiej strony, zaden okres niedostepnosci na drugiej

maszynie nie moze spowodowac przestoju na maszynie pierwszej.
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Abstract

In the paper selected problems of scheduling on machines with a limited availability are
presented. The limited availability of machines may result from preschedules, preventive
maintenance activities, or the overlap of two consecutive time horizons in the rolling horizon
planning algorithm. The rolling horizons are used mainly because most of the real world
production planning problems are dynamic. This means that the input data are being frequently
updated. A natural approach to handling this dynamic is to trigger a new planning horizon
when the changes in the data justify it. However, due to many constraints, as for example
process preparation, it is necessary to take earlier plans as fixed which obviously limits
availability of machines for any subsequent schedules.

The presented problems concern parallel identical and unrelated machines and flow
shops. Two algorithms based on linear programming are presented for problems with unrelated
machines and Cmix and Lmix criteria. Moreover there is indicated that two-machine flow shop
with one unavailability period is NP-hard for the Cm, criterion, while an arbitrary number of
such periods results in NP-hardness in the strong sense. For the problem with unavailability
periods on the first machine there exists a simple polynomial-time heuristic with error bound
equal to 2. On the other hand for the problem with limited availability of the second machine
there is no polynomial-time heuristic with finite error bound unless P = N P. Finally, a useful
property of the problem which may be used for constructing a branch and bound algorithm is

described and results of computational experiments are shown.



