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K O L O R O W A N IE  G R A F Ó W  W  T R Y B IE  O N -L IN E

S treszczen ie . Natura wielu rzeczywistych problemów powoduje, że muszą być 
one rozwiązywane przy użyciu algorytmów działających w trybie on-line. Algo
rytm rozwiązujący taki problem w trybie off-line ma wtedy poważnie ograniczoną 
przydatność praktyczną. Niniejsza praca poświęcona jest problemowi kolorowania 
grafów w trybie on-line. Przedstawione są najważniejsze wyniki dotyczące tego 
problemu, w tym przegląd oszacowań liczby on-line chromatycznej, przykłady za
stosowań oraz opis podstawowych algorytmów kolorowania grafów w trybie on-line.

O N -L IN E  G R A P H  C O L O R IN G

S um m ary. It is an inherent character of many problems, that they have to be 
solved on-line. Any off-line algorithm has a limited power to solve such problems 
in practice. In this paper we investigate the problem of on-line graph coloring. We 
review most important results and bounds on the on-line chromatic number. An 
application examples and description of basic on-line algorithms for graph coloring 
are included.

1. P rob lem  kolorow ania grafów

Problem kolorowania grafów występuje najczęściej w jednej z trzech klasycznych posta

ci: kolorowanie wierzchołków grafu, kolorowanie krawędzi grafu, równoczesne kolorowanie 

wierzchołków i krawędzi grafu. Wyniki opisywane w tej pracy dotyczą kolorowania wierz

chołków grafu. Będziemy rozważać grafy bez pętli i wielokrotnych krawędzi. Dla danego 

grafu G =  {V, E ), zbiór V  o mocy |Vj =  n nazywamy zbiorem wierzchołków, a zbiór E  

o mocy |£ |  =  m  nazywamy zbiorem krawędzi. Definicje wszystkich pojęć z zakresu teo

rii grafów, niezdefiniowane w tej pracy można znaleźć w [9]. Kolorowanie wierzchołków 

grafu G  =  (V ,E )  polega na przypisaniu każdemu wierzchołkowi €  V ,i =  l , . . . , n  

takiego koloru e ^ ) ,  aby dowolne dwa sąsiednie wierzchołki Vi,Vj miały różne kolory 

c{vi) ^  c(u j),i ^  j .  Kolorowanie wierzchołków grafu przy użyciu k kolorów nazywa

my k-pokolorowaniem. Dowolne ¿-pokolorowanie wierzchołków grafu G  tworzy rozbicie
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(Vj, V-a,. . . ,  Vk) zbioru wierzchołków V(G ) na k podzbiorów niezależnych nazywanych kla

sami kolorów. Najmniejszą liczbę k, dla której istnieje fc-pokolorowanie grafu G, nazywamy 

liczbą chromatyczną grafu G i oznaczamy x(C)-

W pracy tej przyjmiemy jedno z możliwych sformułowań problemu kolorowania grafów 

w postaci następującego problemu minimalizacyjnego: Wyznaczyć rozbicie zbioru wierz

chołków na najmniejszą liczbę podzbiorów niezależnych. Problem ten, jako jeden z najtrud

niejszych problemów optymalizacyjnych oraz centralny problem matematyki dyskretnej, 

doczekał się wraz z całą rodziną związanych z nim problemów pokrewnych bardzo bogatej 

literatury. Jedną z najbardziej znanych pozycji jest książka Jensena i Tofta [19] będąca uni

kalnym katalogiem ponad dwustu problemów ze świata teorii kolorowania grafów. Zawiera 

ona sformułowania poszczególnych problemów, przegląd kluczowych dla nich rezultatów, 

pytań i otwartych problemów wytyczających kierunki dla dalszych badań.

2. K o lorow an ie  grafów  w  try b ie  on -lin e a. kolorow anie w  tr y b ie  off-line

Algorytm rozwiązujący dany problem w trybie on-line, krótko algorytm on-line, otrzy

muje dane wejściowe w postaci sekwencji żądań, obsługując każde żądanie natychmiast 

po jego otrzymaniu, a obsługę następnego podejmuje po zakończeniu obsługi żądania po

przedniego. Zakłada się, że obsługa żądania przebiega bez znajomości przyszłych żądań 

oraz że raz obsłużone żądanie nie może zostać obsłużone ponownie. Zatem obsługa każdego 

z żądań prowadzi do wygenerowania części końcowego rozwiązania problemu. Algorytmy 

rozwiązywania problemów w trybie on-line porównuje się z algorytmami off-line, które 

z góry otrzymują pełną sekwencję żądań. Od algorytmu off-line również wymaga się 

obsłużenia każdego żądania, ale wybór sposobu obsługi może być oparty na znajomości 

całej sekwencji. Zatem, algorytm off-line "zna przyszłość”, natomiast algorytm on-line nie.

Stosując powyższy opis do problemu kolorowania grafów, przyjmujemy, że w trybie off

line algorytm ma daną strukturę całego grafu. W trybie on-line struktura kolorowanego 

grafu nie jest znana z góry. Kolejne wierzchołki grafu G prezentowane są na wejściu al

gorytmu w niezależnym od algorytmu porządku (vi,V 2, . ■ ■ , vn). W  momencie prezentacji 

wierzchołka Vi odsłaniane są także wszystkie istniejące krawędzie łączące Vi z zaprezento

wanymi wcześniej wierzchołkami t ą , . . .  Algorytm nieodwracalnie przyporządkowuje 

prezentowanemu wierzchołkowi kolor c(t/j) przed prezentacją następnego wierzchołka. Ko

lorowanie grafu G  w trybie on-line można zinterpretować jako grę na grafie G  dwóch
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przeciwników, prezentera i malarza. Celem malarza jest użycie jak najmniejszej liczby ko

lorów, czemu przeciwstawia się strategię prezentera, szukającego takiego uporządkowania 

wierzchołków grafu, które zmusi malarza do użycia więcej niż x{G ) kolorów. Graf G  wraz 

z zadanym uporządkowaniem wierzchołków nazywamy on-line prezentacją grafu G. Licz

ba on-line chromatyczna grafu G dla algorytmu A kolorowania grafów w trybie on-line, 

oznaczana X a { G ) ,  zdefiniowana jest jako maksymalna liczba kolorów użytych do pokolo

rowania grafu G  wśród pokolorowań tego grafu wygenerowanych przez algorytm A, dla 

wszystkich możliwych on-line prezentacji grafu G. Z przytoczonych powyżej definicji dla 

dowolnego algorytmu A i dowolnego grafu G  mamy

X(G) <  Xa {G).

Nietrudno zauważyć, że liczba klas kolorów w otrzymanym w trybie on-line pokoloro

waniu w istotny sposób zależy od przyjętego uporządkowania wierzchołków, jednak wyzna

czanie najlepszego pokolorowania przez przegląd wszystkich n! możliwych uporządkowań 

jest w praktyce nie do przyjęcia, nawet dla niedużych wartości n. Stąd wysiłki autorów 

wielu prac skierowane zostały w stronę badania różnych uporządkowań i charakteryzacji 

tych, które prowadzą do lepszych rozwiązań [29,10, 3, 4). Jednak wspomniane prace dają w 

rezultacie algorytmy kolorowania off-line, w których działaniu wyróżnić można najczęściej 

dwie fazy: (1) wyznaczenie dla danego z góry grafu uporządkowania wierzchołków oraz (2) 

kolorowanie wierzchołków zgodnie z wyznaczonym porządkiem. Przegląd znanych algo

rytmów, ich zastosowań oraz bogatą bibliografię znaleźć można w przeglądowych pracach 

Kubale [25, 26] traktujących o kolorowaniu w trybie off-line zarówno wierzchołków, jak i 

krawędzi grafów. W  dalszej części tej pracy zajmiemy się algorytmami kolorowania wierz

chołków grafu w trybie on-line.

3. A lg o r y tm y ’k olorow an ia grafów  w  try b ie  on -lin e

Definicja optymalnego algorytmu off-line nie sprawia większych trudności; algorytm 

taki dla dowolnych danych wejściowych wyznacza rozwiązanie dokładne będące ekstre

mum pewnej funkcji kryterialnej. Definicja podobnego pojęcia dla algorytmu on-line 

przez dłuższy czas sprawiała trudności, stąd dla wielu problemów ich ’’wersje on-line” 

długo nie były badane. Efektywność algorytmu on-line rozumiana będzie jako cecha 

gwarantująca otrzymanie rozwiązania o przewidywalnej jakości, nie odbiegającej znacząco
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od rozwiązania dokładnego. Bardziej formalnie, algorytm A kolorowania on-line nazywa

my efektywnym dla rodziny grafów G, jeżeli istnieje funkcja f ( \ )  taka, że liczba kolorów 

użytych przez A do pokolorowania grafu G ę. Q w jego dowolnej on-line prezentacji wy

nosi co najwyżej /(x (G )) . W wielu przypadkach możliwe jest podanie oszacowań przez 

funkcję /(w ), gdzie w =  w(G) jest liczbą wierzchołków w największym podgrafie pełnym 

(największej klice) grafu G. Dla dowolnego grafu G  zachodzi x(G ) >  w(G).

Ze względu na brak wielomianowych algorytmów kolorujących dowolne grafy za 

pomocą x(G ) kolorów, prace prowadzone są między innymi w kierunku konstruowania 

algorytmów przybliżonych (aproksymacyjnych).

Jakość rozwiązań, generowanych przez przybliżony algorytm on-line A dla grafu 

G, oceniać będziemy w oparciu o współczynnik rA(G) nazywany dobrocią algorytmu 

A dla grafu G i zdefiniowany dla problemu kolorowania grafów w trybie on-line jako 

X a ( G ) / x ( G ) .  W  celu oceny efektywności można dla każdego algorytmu on-line A zdefi

niować także funkcję dobroci pA : N  -4 R

pA(n) =  max r^(G),

gdzie N , R  oznaczają odpowiednio zbiór liczb naturalnych i rzeczywistych, a maksimum 

dotyczy wszystkich grafów o n wierzchołkach. Funkcja ta mówi, jak bardzo rozwiązania 

generowane przez algorytm A różnią się od rozwiązania dokładnego, gdy na wejściu al

gorytm otrzymuje ’’najgorsze dane”. Dla kolorowania grafów w trybie on-line są to te 

uporządkowania wierzchołków grafu, które wymuszają użycie przez algorytm największej 

liczby kolorów. Łatwo zauważyć, że dla dowolnego algorytmu A  kolorowania grafów mamy 

1 <  Pa (n) <  ri. Przy czym pA{n) — 1 dla każdego algorytmu dokładnego.

Pierwsze dolne oszacowanie funkcji dobroci dla algorytmu kolorowania on-line poda

ne zostało przez Beana [2], który udowodnił, że dla dowolnego algorytmu A kolorowania 

on-line istnieje drzewo o n wierzchołkach, którego pokolorowanie wymaga użycia przynaj

mniej l+ lo g 2n kolorów. Zatem pA(n) >  (log2n)/2. Jak podaje Lovasz i in. [28], Szegedy 

udowodnił, że

pA(n) >  .

3 .1 . A lg o ry tm  LST

Nazwa algorytmu LST  pochodzi od pierwszych liter nazwisk jego autorów Lovasza, 

Saksa i TYottera, którzy jako pierwsi sformułowali algorytm kolorowania dowolnych grafów 

w trybie on-line [28] posiadający subliniową funkcję dobroci
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pLsrin) <  (1 +  o ( l ) ) j ^ ;  i

gdzie log*n oznacza najmniejsze k, dla którego k-krotnie ¡terowany logarytm 

lo g ^ n  = log log ... logn (A:-razy) osiąga wartość nie większą niż 1. Algorytm L ST  jest 

najlepszym z podanych do tej pory deterministycznych algorytmów on-line kolorowania 

dowolnych grafów. Wysoki stopień komplikacji algorytmu LST  skłania do odesłania Czy

telnika do jego dokładnego opisu w pracy źródłowej [28],

3.2. A lg o ry tm  zach łan n y

Algorytmy zachłanne (ang. greedy) są algorytmami iteracyjnymi, których główną 

cechą jest podejmowanie, w każdej z iteracji, decyzji optymalnej z punktu widzenia ak

tualnej iteracji (decyzji lokalnie optymalnej), lecz prowadzące do rozwiązań końcowych, 

które nie muszą być optymalne globalnie. Algorytm zachłanny FF (ang. First-Fit), za

stosowany do kolorowania wierzchołków grafu G w trybie on-line, realizuje strategię 

zachłanną, przyporządkowując każdemu wierzchołkowi możliwie najmniejszy kolor. W roz

biciu (Vj, V2, ..  . ,  Vjt) na k klas kolorów, otrzymanym przy użyciu algorytmu FF, każdy 

zbiór niezależny V) jest maksymalny, względem relacji inkluzji, w podgrafie indukowanym 

przez V) U . . .  U Vfc. Wynikają stąd następujące własności.

Własność 1. Każdy wierzchołek v  €  Vj, i >  2 ma sąsiadów we wszystkich klasach V), j  <  i. 

Własność 2. Dla dowolnego wierzchołka v  €  V (G ),deg(v) >  c(v) — 1.

Własność 3. W  grafie G  istnieje droga Pk =  UiU2 . . .  vk taka, że c(vi) =  i.

Łatwo zauważyć, że każde rozwiązanie wygenerowane przez algorytm FF kolorowania 

działający w trybie on-line może być wygenerowane także przez bliźniaczy algorytm  

działający w trybie off-line używający tej samej strategii kolorowania wierzchołków danego 

z góry grafu, przetwarzając je w tej samej kolejności co algorytm w trybie on-line.

4. O szacow an ia  liczb y  on -lin e  ch rom atycznej

Jakość rozwiązań generowanych przez algorytmy kolorowania grafów w trybie on-line 

zależy w istotny sposób od własności kolorowanych grafów, stąd w wielu pracach, w nadziei 

na otrzymanie lepszych rozwiązań, badane jest działanie algorytmów kolorowania on-line 

dla wybranych klas grafów.

Ze względu na wiele zastosowań (szerzej omówionych w dalszej części pracy) 

szczególnym zainteresowaniem cieszy się klasa grafów przedziałów (ang. interval graphs). 

Graf G  jest grafem przedziałów, gdy istnieje rodzina {/„ : v  €  F (G )} przedziałów liczb na
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osi rzeczywistej takich, że / u n /„  ^  0 wtedy i tylko wtedy, gdy uv 6  E(G ). Woodall [35] 

i niezależnie Chrobak i Ślusarek [7] wykazali dla algorytmu FF, że jeżeli G  jest grafem 

przedziałów, to X f f ( G )  jest ograniczona z góry przez funkcję kwadratową liczby x(G). 

Sformułowali równocześnie problem istnienia ograniczenia liniowego. Jak podają Gyarfas 

i Lehel [14], Just podał oszacowanie X f f { G )  <  cx(G )logx(G ), gdzie c jest dodatnią stalą. 

W  pracy [15] Gyarfas i Lehel wykazali, że w specjalnym przypadku X f f ( G )  <  24x(G). 

Niemal w tym samym czasie Kierstead w [20] potwierdza istnienie liniowego ograniczenia 

dowodząc, x f f ( G )  <  40x(G) dla dowolnego grafu przedziałów G. Najlepsze obecnie ogra

niczenie X f f ( G )  <  25.72x (G) podali Kierstead i Qin [22]. Historia dolnych ograniczeń dla 

algorytmu FF na grafach przedziałów to prace takich autorów, jak Woodall, Witsenhau- 

sen [34] oraz Chrobak i Ślusarek [8]. Najlepsze dolne ograniczenie X f f ( G )  >  4.45x(G) 

należy aktualnie do Ślusarka [31], który w tej samej pracy sformułował otwartą do dzisiaj 

hipotezę, że rpp  =  4.5.

Poszukując najlepszego algorytmu kolorowania on-line dla grafów przedziałów napoty

kamy pracę [23], w której Kierstead i Trotter wykazują istnienie algorytmu .4, dla którego 

X a ( G )  <  3x(G }—2. Co więcej, autorzy podają konstrukcję instancji problemu, dla której 

Xa(G )= 3x(G )—2, zatem ograniczenie jest najlepszym z możliwych.

Efektywność algorytmów kolorowania on-line zależna jest w dużym stopniu od obec

ności w kolorowanych grafach pewnych podgrafów indukowanych. Mówimy, że graf G jest 

F-wolny, jeżeli G nie zawiera zabronionego podgrafu indukowanego izomorficznego z F. 

Klasę grafów zdefiniowaną przez podanie zbioru T  =  { i n , . . . ,  Fr}  podgrafów zabronio

nych oznaczymy przez Forb(Pi. . . ,  Fr). W  badaniach nad klasami grafów Powolnych 

Gyarfas i Lehel [14] wykazali, że algorytm FF  koloruje x(G ) kolorami dowolny graf 

G €  Forb(P4). W tej samej pracy, dla dowolnego n =  1 , 2 , . . .  podano konstrukcję grafu 

dwudzielnego G n 6  Forb(Ps), dla którego x(G ) =  2, ale dla dowolnego algorytmu A ko

lorowania on-line istnieje taka on-line prezentacja grafu Gn, która wymusza użycie co 

najmniej n kolorów. Zatem dla grafów z klasy Forb(Pg) nie istnieje efektywny algorytm 

A kolorowania on-line. Lukę dla klasy Forb(P5) wypełnili Gyarfas i Lehel [16], dowodząc 

istnienie efektywnego dla niej algorytmu. Autorzy postawili hipotezę, że dla klasy grafów 

P5-wołnych efektywny jest także algorytm FF i wykazali, X f f ( G )  <  3 dla dowolnego 

G €  Forb(P5,G 3 ) (podklasa Forb(Ps)). Hipotezę tę rozstrzygnęli twierdząco Kierstead i 

in. w pracy [21], zawierającej ponadto szereg rozszerzeń wcześniejszych rezultatów dla 

klas grafów charakteryzowanych przez zbiory podgrafów zabronionych. Bardzo ciekawe
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wyniki dla algorytmów kolorowania on-line można otrzymać analizując strukturę grafów 

¿-krytycznych. Graf G  nazywamy ¿-krytycznym dla algorytmu A, jeżeli X/ł(G) =  ¿, ale 

X a ( G  — v) <  k dla każdego v  6  V (G ). Obecność podgrafu ¿-krytycznego dla algorytmu 

A gwarantuje istnienie takiej prezentacji grafu G, która wymusi na algorytmie A użycie 

przynajmniej ¿ kolorów. Wyniki badań struktry grafów ¿-krytycznych podane są w pra

cach [13, 5).

Przegląd wielu podanych tu oszacowań oraz innych wyników i otwartych problemów 

znaleźć można w artykule przeglądowym [24], którego autorami są Kierstead i Trotter.

5. Z astosow an ia  a lg o ry tm ó w  kolorow ania grafów  w  try b ie  on -lin e

Główną motywacją w poszukiwaniu metod rozwiązywania problemów w trybie on- 

line jest ich bardzo duża przydatność praktyczna. Natura wielu rzeczywistych pro

blemów stanowi, że pełna sekwencja danych wejściowych (żądań) nie może być znana, 

a rozwiązanie musi przebiegać w trybie on-line w warunkach całkowitego braku infor

macji o przyszłych żądaniach. Wśród wielu zastosowań algorytmów on-line, znajdujemy 

zastosowania dotyczące systemów operacyjnych, systemów przetwarzania równoległego 

i rozproszonego, kompilatorów, robotyki, projektowania układów VLSI, przydziału re

jestrów procesora, dynamicznego przydziału pamięci, szeregowania zadań i wiele innych.

Jednym z najczęściej cytowanych przykładów zastosowania kolorowania on-line jest 

problem dynamicznego przydziału pamięci - DSA (ang. dynamie storage allocation) sfor

mułowany w [12] następująco:

Dany jest zbiór A =  {a i, a^,. . . ,  at}  elementów oraz liczba naturalna D, będąca rozmiarem 

przestrzeni do przechowywania elementów. Każdy element opisany jest trójką atrybutów, 

rozmiarem s(a), czasem r(a) rozpoczęcia i czasem d(a) zakończenia przechowywania ele

mentu. Czy istnieje funkcja a  : A —> { 1 , 2 , . . . ,  D }  taka, że przyporządkowany każdemu 

elementowi a e  A  przedział (przestrzeń do przechowania) l(a) =  [cr(a),<7(a)+l, . . .  ,a (a ) +  

s[a) — 1] zawarty jest w [1, D] i taka, że dla dowolnych a, a' €  A , jeżeli l(a) fi l(a') 0,

to albo d(a) <  r(a'), albo d(a') <  r(a)? Element a można interpretować jako zmienną 

w programie komputerowym, a przedział [r(a),d(a)] jako czas przebywania zmiennej w 

pamięci. Problem dotyczy zatem istnienia przyporządkowania wszystkim zmiennym a & A  

bloków pamięci o rozmiarze s(a) każdy, w dostępnej pamięci o całkowitym rozmiarze D 

tak, że bloki przyporządkowane dowolnym dwóm zmiennym przebywającym w pamięci
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w tym samym czasie nie nakładają się. W ogólnym przypadku, jak wykazał Stockmeyer, 

problem DSA jest silnie NP-zupełny. Niektóre dolne ograniczenia związane z tym pro

blemem opisane są w pracy [6]. Szczególny przypadek problemu DSA występuje, gdy 

s(aj) =  s(cij). Jest on równoważny problemowi kolorowania grafu przedziałów i może 

być rozwiązany w trybie off-line w czasie wielomianowym przez algorytm First-Fit, gdy 

przedziały uporządkowane są względem ich lewych końców.

Kolejnym przykładem zastosowania kolorowania on-line jest podany w [11] następujący 

problem szeregowania zadań w trybie on-line (ang. on-line scheduling problem):

Danych jest k identycznych, równoległych procesorów oraz zbiór niepodzielnych zadań 

Z =  {zi ,Z2 , . . . } .  W momencie U przybycia zadania z t do systemu zgłaszany jest czas 

pi  >  0 potrzebny do jego obsługi. W celu rozpoczęcia obsługi nowego zadania, obsługa 

dowolnego z aktualnie wykonywanych zadań może zostać przerwana bez ponoszenia do

datkowych kosztów. Zadanie, które nie zostanie natychmiast przypisane do procesora oraz 

zadanie, którego obsługa zostanie przerwana, nazywane jest zadaniem straconym. Problem 

polega na wyznaczeniu takiego przyporządkowania procesorom zadań, które minimalizuje 

liczbę zadań straconych.

Zdefiniujmy graf G =  (Z, E), gdzie Z { Z j  €  E ,i  j ,  gdy dla przedziałów czasowych 

Iz. =  [t;, ti + P i ] ,  IZj =  [tj> tj + p j ]  mamy 1^ C\IZj ^  0. Graf G jest grafem przedziałów rodzi

ny X =  { I Zi : z, 6  Z {G )} . Wówczas minimalizacja liczby straconych zadań równoważna 

jest wyznaczeniu największego, w sensie liczby wierzchołków, podgrafu, dla którego ist

nieje fc-pokolorowanie. Faigłe i Nawijn [11] podają prosty, optymalny algorytm on-line 

rozwiązujący powyższy problem.

6. In n e  m e to d y  o c e n y  efek tyw n ośc i a lg o ry tm ó w  kolorow ania on -lin e

W  opinii wielu badaczy zastosowanie metod probabilistycznych w ocenie algorytmów 

prowadzi do oszacowań lepiej oddających rzeczywiste zachowanie się algorytmu w zastoso

waniach niż pesymistyczna analiza najgorszego przypadku. Kluczem do tego rozumowania 

jest niejednokrotnie uzasadniona nadzieja, co potwierdzają również badania eksperymen

talne uzasadniające, że prawdopodobieństwo pojawienia się na wejściu algorytmu naj

gorszych konfiguracji danych jest niewielkie. Zastosowanie analizy najgorszego przypadku 

może prowadzić do podobnych oszacowań teoretycznych dla dwóch algorytmów, które 

w praktyce dają rozwiązania o bardzo różnej jakości. Przyczyną tak dużej rozbieżności
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pomiędzy teorią i praktyką jest, jak piszą Irani i Karlin [18], przyjęty model. Trudno 

nazwać wyrównanym współzawodnictwo pomiędzy algorytmem on-line, nie posiadającym  

żadnych informacji o przyszłych żądaniach, a prezenterem posiadającym nieograniczone 

zasoby i informacje. Autorki analizują także stosowane metody ograniczania możliwości 

prezentera lub dostarczania algorytmowi dodatkowych informacji.

Jeden z najnowszych wyników znajdujemy w pracy [17], w której Halldórsson poda

je algorytm probabilistyczny (ang. randomized) o funkcji dobroci pA{n) =  0 (n /lo g n ), 

poprawiając rezultat 0 ( n / \/logn) autorstwa Vishwanathana [32]. Dla algorytmu First- 

Fit wymienimy oszacowanie X f f ( G )  <  (2 +  e)x(G ),e  >  0, które podał McDiarmid w 

[30], zachodzące dla prawie wszystkich grafów G. Metody probabilistyczne stosowali także 

Kućera [27] dla dolnego oszacowania dla algorytmu FF, Anthony i Biggs [1] dla oszacowa

nia oczekiwanej liczby kolorów użytej przez FF, gdy wystąpienie każdej z on-line prezenta

cji grafu G  jest jednakowo prawdopodobne. Jak podają Gyárfás i Lehel [14], interesujące 

wnioski wypływają także z prac eksperymentalnych Liska potwierdzających praktyczną 

przydatność algorytmu FF  do kolorowania grafów przedziałów (rpp  pomiędzy 1.3 a 1.4).

Jednak nie wszędzie można stosować modele probabilistyczne. W  sytuacjach gdy wy

magana jest gwarancja jakości generowanych przez algorytm rozwiązań, stosowane są 

oszacowania pesymistyczne.
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A b stract

An on-line algorithm is one that receives a sequence of requests and, performs an 

immediate action in response to each request. It is assumed that the entire sequence is 

not known in advance. It is an inherent character of many real problems, that they have 

to be solved on-line. Any off-line algorithm has a limited power to solve such problems in 

practice.

In this paper we investigate the problem of on-line graph coloring. The most impor

tant results and bounds on the on-line chromatic number are reviewed. An application 

examples in Dynamic Storage Allocation and scheduling of basic on-line algorithms for 

graph coloring are included.


