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SZEREGOWANIE ZADAN NA ROZNYCH MASZYNACH ROWNOLEGLYCH
Z ROZDZIALEM OGRANICZONYCH ZASOBOW

Streszczenie. W pracy rozwazany jest problem czasowo-optymalnego szeregowania
zadan i rozdziatu zasob6w na réznych maszynach réwnolegtych. Zatozono, ze zadania sg
niezalezne i niepodzielne. Liczba zadan do wykonania jest wigksza od liczby maszyn.
Sformutowano model matematyczny problemu i podano algorytm heurystyczny.
Przedstawiono wyniki eksperymentdw obliczeniowych.

TASK SCHEDULING ON DIFFERENT PARALLEL MACHINES
WITH ALLOCATION OF LIMITED RESOURCES

Summary. In the paper we describe and solve time-optimal tasks scheduling and
resources allocation problem on different, parallel machines. We assume that all tasks are
independent nonpreemtive and number of tasks is greater than number of machines. The
mathematical model of the problem is formulated and heuristic algorithm is presented.
Some results of executed numerical experiments are presented.

1 Wprowadzenie

Problem szeregowania zadarh na maszynach réwnolegtych z réwnoczesnym rozdziatem
zasobow bardzo czesto spotykany jest w réznego rodzaju ztozonych procesach produkcyjnych.
Zasobami podzielnymi w sposéb ciggly najczesciej sg gaz, energia elektryczna, paliwo. W
wieloprocesorowych systemach komputerowych spotykamy sie z szeregowaniem programow
na procesorach oraz przydziatem zasobow w postaci stron pamieci  operacyjnej do
procesorow.

Problematyka ta rozpatrywana byta miedzy innymi w [1,2,7,8,9,10], Niniejsza praca
jest kontynuacja wecze$niejszych prac autora [3,4,5,6] i dotyczy zagadnienia czasowo-
optymalnego przydziatu zasob6w nieodnawialnych podzielnych w sposéb ciagty do m réznych
maszyn réwnolegtych.

W rozdziale drugim formutuje sie problem oraz podany jest jego model matematyczny.
Poniewaz zagadnienie to nalezy do klasy probleméw NP-trudnych, w rozdziale trzecim
przedstawiony zostat algorytm heurystyczny rozwiazujgcy postawiony problem oraz podane sg
wyniki eksperymentéw obliczeniowych przeprowadzonych na tym algorytmie.
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2. Sformutowanie problemu, model matematyczny

Dany jest system maszyn réwnolegtych, o ktérym zaktadamy, ze:
posiada m r6znych maszyn. Zbiér maszyn oznaczmy przez M
M = k=12,...,/«;

maszyny te majg wykona¢ n niezaleznych, niepodzielnych zadan. Zbiér zadan oznaczmy

przez Z:
Z =412,

liczba zadan do wykonania jest wieksza od liczby maszyn n>m;
wszystkie zadania sg gotowe do realizacji w chwili zerowe;j.

Niech N oznacza globalng ilo$¢ zasobéw nieodnawialnych, a przez ukoznaczmy te

cze$C zasoboOw, ktore zostang przydzielone maszynie Mk w trakcie wykonywania zadan
uszeregowanych na tej maszynie. Ograniczenie dotyczace zasob6w jest nastepujgce:

m
uk<N, uk>0, a<k<m.
Czas wykonywania i-tego zadania na maszynie M k okreslony jest przez funkcje T, (ut,A:):
(o
Parametry alk >0 ; bik >0 charakteryzujg i-te zadanie i maszyne M k.

Nalezy znalez¢ takie uszeregowanie zadan na maszynach i taki przydziat ograniczonych
zasobow do maszyn réwnolegtych, aby minimalizowa¢ czas wykonania catego zbioru zadan.

Jezeli oznaczymy przez Zkc Z zbiér zadan uszeregowanych na maszynie Mk, to

kryterium optymalnosci Q bedzie miato nastepujaca postac:

przy ograniczeniach:

m
[ 0 Z, = r,s-12,..«, r*s, =
(i) ZZ,02Z =% 1,2 *s, \JzZk=Z

(>0

(iii) ux,uk,...,um - catkowite dodatnie.

Dla uproszczenia problemu przyjmiemy najpierw, ze zasoby nieodnawialne
w,,;/2, s g typu ciagtego. Przy tym zatozeniu wyznaczymy rozwigzanie optymalne, a

nastepnie zaokraglimy otrzymane wartosci zasobow do najblizszych liczb naturalnych. Tak
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wiec kryterium optymalnosci Q bedzie miato nastepujaca postaé¢ optymalizacji dyskretno-

ciagtej:

(?= min max Z 7 ("*>%)

ulu2..U, V.67t

Przy ograniczeniach:

0] Zrn\Zs=8§, r,s= r s, [jZk=Z

*o

m
(i)  'YIuk<N, uk>0, ¢=12../»

t=i

(3)

gdzie: 7(:[0,Af]x{l,2,..,m}->R* jest rozszerzeniem funkcji Ti :{l,2,....//}x {l.2,.../»}-»/C

i okreslone jest przez funkcje:

Ti'{ut k) =alt +— , uke[0,/V} \<k<m, \<i<n.

«*

Do rozwigzania postawionego problemu pomocny bedzie nastepujacy lemat:

LEMAT 1

Jezeli uk,Z'k,k =1,2,...,m sg rozwigzaniami zadania (3), to:

(M "i>0, kizZ'k Mf> k= 1,2,/
k<1
aj=0, k\Z'k=3 ¢ =12,../;

(i) T ,70%Gl*,¢) =const, k.Z'k*j> ¢ =12../.
kil\

Dla ustalonych zbioréw Zi, Z2, ..., Zmspetniajagcych ograniczenie 3(i) niech:

Z 4
iezZ, '§

gdzie " jest rozwigzaniem nastepujgcego uktadu réwnan:

£ Z iu**
Z + = Z "+ — =12 m-1
' 162, Uk Uk*l
7 - N,uk >0,k =1.2,...,/7;
S *al
w uktadzie tym zmiennymi sg u,, um

Z def. (5) oraz z LEMATU 1lwynika, ze zadanie (2) mozna przedstawi¢ w nastepujacej

postaci:

4)

®)
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Zt.g}?qz”F(Z.,ZZ,...,Z ), (6)

przy ograniczeniach

0) Zrr\Zt-g> r,i=12,...m, r*i,
(i) uz* =z

Jezeli 2*,Z2,..,.Z* jest rozwigzaniem zadania (6), to u\"Z\,k = 1,2,...,;w, gdzie

& i k\Z'k*> 1<k<m.

’

0 , k.Zl =5 1<k$m

jest rozwigzaniem zadania (2).
3. Algorytm heurystyczny

Przed realizacjg wstepnego uszeregowania zadann na maszynach nalezy ustali¢ ilo$é
zasobow;”®, k=1, 2 , dostepnych dla kazdej z maszyn A/t, A= 12,..,m (wartosci te
wybieramy z ogoélnej puli / / zasobow nieodnawialnych, jakg dysponujemy).

Formuta przydziatu zasobéw wyglada nastepujaco:
zakladamy, ze maszyng najszybsza jest maszyna pierwsza M ,, a maszyng najwolniejsza
maszyna ostatnia, czyli M m,
przyjmujemy istnienie tzw. wspotczynnika podziatu zasobow (oznaczmy go przez a),
réznicujacego maszyny pod wzgledem szybkosci realizacji zadan.

Jezeli maszynie najwolniejszej przydzielimy umjednostek zasobow, to dla pozostatych

maszyn przydziat zasobdw bedzie wygladat nastepujaco:
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Jak wiadomo:
I X =A. (8)

Rozwijajgc sume (8) oraz wprowadzajgc do niej parametr a , otrzymamy:
(m-1)eamum+(m-2)ea mum+...+(m- k)m mum+..+2-a-um+a -um+um=N 9)

Z zaleznosci (9) wyliczamy warto$¢ um dla maszyny “bazowej”, najwolniejszej M m:

a zatem

Um ml (10

Pozostate maszyny otrzymaja liczbe zasobow okreslong zaleznoscia:
=(m-k)-a-um k-1 ,2 -1 (11)
Po zakonczeniu procesu przydziatu zasobow do kolejnych maszyn dokonujemy
podziatu zbioru zadan Z na grupy (o facznej ich liczbie réwnej liczbie maszyn) w taki sposéb,
aby kazda z nich skupiata w sobie jednakowg liczbe zadan do wykonania na pojedynczej
maszynie. Oznaczmy te liczbe zadan przez L. Pozostate zadania nie przydzielone do tych
réwnoticznych grup, przydzielone zostang maszynom w korficowej fazie szeregowania,

poczawszy od najszybszej maszyny w kierunku maszyn wolniejszych.

Poszczeg6lne kroki algorytmu heurystycznego sa nastepujace:

Krok 1. Oblicz  czasy wykonania zadan na  poszczeg6lnych  maszynach  dla

U =N, i=1.2,..« Czas realizacji i-tego zadania na maszynie M k bedzie wynosit

Ti'{N,k)-atk+— , i=1,2 ,k=12,.«i. Podaj liczbe L zadah w kazdej z m
N

grup.

Krok 1. Dla okre$lonego  wspoétczynnika podziatu zasobéw er przydziel zasoby
poszczeg6lnym maszynom wyliczone z zaleznosci (10) i (11).

Krok 3. W zbiorze zadan znajdz zadanie, ktdrego czas 7{,(AJ,£), /=12,..«,k=12,./»
jest najwiekszy. Uszereguj to zadanie na biezacej maszynie. Jezeli lista zadan do
wykonania zostata wyczerpana, przejdz do kroku 8, w przeciwnym wypadku realizuj

krok 4.
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Krok 4. Sprawdz, jaka liczba zadan zostata uszeregowana na biezacej maszynie. Jezeli liczba
ta osiggneta wartos$¢ L, przejdz do kroku 5, jezeli nie, to uszereguj nastepne zadania

na maszynie biezacej, skaczac do kroku 3.

Krok 5. Jezeli zbiér maszyn sie nie wyczerpat, uszereguj zadania na kolejnej maszynie,
przechodzac z powrotem do kroku 3. Jezeli natomiast zbiér maszyn juz sie wyczerpat
i nie ma juz nie uszeregowanych zadan na liscie zadan, przejdz do
kroku 8. W przypadku gdy zbiér maszyn juz sie wyczerpat, ale zostaly jeszcze

zadania nie uszeregowane, przejdz do kroku 6.

Krok 6. Uszereguj najdtuzsze, nie przydzielone jeszcze zadnej maszynie zadanie do maszyny

Krok 7. Jezeli lista zadan sie nie wyczerpata, to uszereguj najdtuzsze nie przydzielone jeszcze
zadanie kolejnej maszynie. Krok ten powtarzaj az do momentu wyczerpania sie listy

zadan do wykonania.

Krok 8. Wylicz czas realizacji zbioru zadan w utworzonym uszeregowaniu, nastepnie zwieksz

warto$¢ wspotczynnika podziatu zasobéw a .

Krok 9. Powt6rz kroki 1-8 dla pieciu zwigkszajacych sie kolejno wartosci wspotczynnika a .

Po pieciu probach realizuj nastepny krok.

KrokiO.Poréwnaj warto$ci czaséw realizacji zbioru zadan z kolejnych préb. Wybierz

najkrétszy czas realizacji zbioru zadan.

Powyzszy algorytm wykonuje za kazdym razem pie¢ prob znalezienia najlepszego, z
punktu widzenia czasu realizacji zbioru zadan, rozwigzania. Po wykonaniu serii prob z réznymi
warto$ciami wspotczynnika a, poréwnywane sg ze sobg czasy realizacji zbioru zadanh i

wybierany jest najkrotszy z nich.

Na bazie przedstawionego algorytmu przeprowadzono eksperymenty obliczeniowe dla
wspotczynnika podziatu zasobéw a zmieniajacego sie w przedziale [1.5,...,5.5] ze skokiem co
1.0. Parametry charakteryzujace i-te zadanie i k-tag maszyne aik bik wylosowane zostaly ze
zbioru {10,...,99} przez generator o jednostajnym rozkiadzie prawdopodobieristwa. Wyniki

przedstawione zostaty w tablicy 1
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Tablica 1
Wyniki eksperymentéw obliczeniowych algorytmu heurystycznego
Liczba zadan Liczba maszyn Sredni czas obliczer Mediana czasow
n m [sek] obliczen [sek]
20 4 31 3
20 6 3.7 4
20 8 4.2 4
40 4 3.9 4
40 6 6.9 7
40 8 9.2 9
60 4 81 8
60 6 113 n
60 8 14.2 14
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Abstract
In the paper the problem of time-optimal tasks scheduling and resources allocation on

different, parallel malchines is considered. Results obtained here are for some processing time

function TI(uk,k) =aik+— , ut e {12/}, k=12,.« [=12,.%, where

ak>°> hk >0 are parameters determined i-th task and k-th machines, uk is number of
resources allocated to M k machines. We assume that all tasks are independent, nonpreemtive

and their ready times are equal to zero. Number of tasks is greater than number of different,
parallel machines. We also assume that the amount of resources available at each moment is
constant. The purpose of optimization is to
find such a schedule of tasks on parallel machines and such an allocation of limited
nonrenewable resources among machines that schedule length criterion is minimized.

Because our problem belongs to the class of NP-hard
problems we propose a heuristic algorithm which employs some problem properties. Some

results of executed numerical experiments are presented.



