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ALGORYTMY SPRAWIEDLIWEGO KOLOROWANIA GRAFOW

Streszczenie. Problemy kolorowania graféw nalezg do najtrudniejszych probleméw
optymalizacji kombinatorycznej z punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej. W
niniejszej pracy rozwazono zagadnienie sprawiedliwego kolorowania wierzchotkéw
grafu, tj. takiego kolorowania, ze krotnosci uzycia dowolnych koloréw réznig sie
najwyzej o 1 Pokazano, ze problem ten jest NP-trudny i sformutowano dwa algorytmy
heurystyczne dla usprawiedliwiania rozwigzan uzyskanych innymi algorytmami
kolorowania. Podano do$wiadczenia komputerowe z implementacji i testowania tych
algorytméw na identycznych seriach graféw pseudolosowych.

ALGORITHMS FOR EQUITABLE GRAPH COLORING

Summary. Graph coloring problems belong to the hardest combinatorial optimization
problems with respect to the computational complexity. In this paper we consider the
problem of equitable coloring the vertices of a graph, i.e. such a coloring that the sizes of
color classes differ by at most 1. We show that the problem is NP-hard and give two
heuristic algorithms for transforming colorings obtained by other standard algorithms
into equitable solutions. General considerations are supported by computational
experience gained with implementation and profiling of these algorithms on identical
series of pseudorandom graphs.

1. Wprowadzenie

W niektérych dyskretnych systemach przemystowych spotykamy sie z problemem
optymalnego podziatu zbioru zawierajacego konflikty na rownoliczne podzbiory
bezkonfliktowe. Sytuacje takie moga by¢ modelowane za pomocag sprawiedliwego
kolorowania graféw, tj. takiego kolorowania wierzchotkéw, aby krotnosci uzycia koloréw
réznity sie co najwyzej o 1. Na przyktad w problemie oczyszczania miasta wierzchotki grafu
reprezentujg trasy wywozu $mieci, za$ dwa wierzcholki potaczone sg krawedzig gdy
odpowiadajgce im trasy nie mogg by¢ obstuzone tego samego dnia. Problem przydziatu
jednego z 6 dni pracy do kazdej trasy sprowadza sie do pokolorowania odpowiedniego grafu

szescioma kolorami. W praktyce, z uwagi na ograniczenia taboru, chcielibysmy, aby w kazdym
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dniu obstuzy¢ mozliwie takg sama liczbe tras. Nalezy wiec pokolorowa¢ nasz graf
sprawiedliwie szeScioma kolorami.

Problem optymalnego kolorowania sprawiedliwego grafow ogolnych jest NP-trudny.
Oznacza to, ze w praktyce zmuszeni jesteSmy poszukiwac¢ uproszczonych struktur graféw
dopuszczajagcych konstrukcje wielomianowych algorytméw doktadnych badz tez zmuszeni
jesteSmy do stosowania uniwersalnych algorytmoéw przyblizonych.

Niech %.(G) oznacza sprawiedliwg liczbe chromatyczng grafu G, tj. najmniejszg liczbe
koloréw dopuszczajacg takie pokolorowanie wierzchotkow. W niniejszej pracy podamy klasy
graféw, dla ktorych liczba ta moze by¢ ustalona w czasie wielomianowym. Do graféw tych
naleza m.in. drzewa, kota, hiperkostki i grafy kubiczne. Z drugiej strony wiadomo, ze X-(G) <
A+1, gdzie A jest maksymalnym stopniem grafu. Istnieje hipoteza ECC (ang. Equitable
Coloring Conjecturé) moéwiaca, ze jezeli G nie jest ani cyklem nieparzystym, ani grafem
petnym, to jedynka po prawej stronie nierdwnosci moze by¢ pominieta. Hipoteza ta zostata
udowodniona, poza wyzej wymienionymi, dla wszystkich graféw dwudzielnych oraz
tréjdzielnych graféow kubicznych. Jednakze nawet oszacowanie X,(G) < A nie jest zbyt
doktadne i w praktyce stosuje sie algorytmy heurystyczne dla sprawiedliwego kolorowania
graféw. W niniejszej pracy podamy dwa takie algorytmy wielomianowe. Oba algorytmy
zostaty zaimplementowane na komputerze osobistym i przetestowane na serii graféw pseudo-
losowych o gestosci 0.1 i 0.5. W artykule podamy do$wiadczenia komputerowe zwigzane z

implementacjg owych algorytmdéw oraz wnioski wynikajace z tych eksperymentow.

2. Najwazniejsze wyniki teoretyczne

Niech bedzie dany grafspéjny G = (V,E) o W =n wierzchotkach i \E\ =m krawedziach.
Przez A = A(G) oznaczymy maksymalny stopieri wierzchotka grafu G, za$ przez a = a(G)
liczbe stabilnosci grafu G, tj. maksymalny rozmiar podgrafu pustego zawartego w G. Liczbe
chromatyczng grafu G oznaczymy symbolem x(G). Jezeli wierzchotki grafu G mozna
podzieli¢ na k klas V\, F2,..., Vt takich , ze kazde V, jest zbiorem wierzchotkéw niezaleznych i
Iyt H K\ 5 1 dla wszystkich i *j, to méwimy, ze graf G jest sprawiedliwie kolorowalny k
kolorami. Najmniejsze k, dla ktdrego G moze by¢ sprawiedliwie pokolorowany k kolorami,
nazywamy sprawiedliwg liczbg chromatyczng grafu G i oznaczamy przez x,(G). Przykiad

sprawiedliwego pokolorowania gwiazdy podano narys. 1
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*2

Rys. 1. Sprawiedliwe pokolorowanie gwiazdy K\j,
Fig.l. Equitable coloring of star K\,6

Pojecie sprawiedliwego kolorowania grafii i zwigzang z nim hipoteze ECC wprowadzit
Meyer [7], Jednakze, jeszcze 3 lata wcze$niej Hajnal i Szemeredi [3] pokazali, ze kazdy graf G
stopnia A jest sprawiedliwie i-kolorowalny, jesli k > A. Meyer wysunagt przypuszczenie, ze

X,(G) s A dla wszystkich G z wyjatkiem petnych K, i cykli Hipoteza ta zostata

potwierdzona dla graféw o n < 6, graféw dwudzielnych [5], graféw podkubicznych z
wyjatkiem Ki, [2] oraz két.

W nastepnym punkcie pokazemy, ze optymalne kolorowanie sprawiedliwe jest
problemem NP-trudnym. Zatem w praktyce zmuszeni jesteSmy do korzystania z oszacowan i
algorytmow heurystycznych. Ponizej podamy najwazniejsze oszacowania sprawiedliwej liczby

chromatycznej z dotu iz géry. Nasz przeglad zaczynamy od oczywistego oszacowania dolnego

X(G) < xXG). 1)
Oszacowanie to jest dosc kiepskie dla gwiazd, ~dyz réznica N-X(*>.nH)=r»/21+|-2 =
M -i moze byé dowolnie duza, gdy «->«>. Obecnie przypusémy, ze G jest sprawiedliwie

pokolorowany i ze wierzchotek v ma kolor 1. taczna liczba wierzchotkéw pokolorowanych
jedynka nie przekracza a(G-JV[v])+l, gdzie A[v] jest zamknietym sgsiedztwem wierzchotka v.
Poniewaz mamy kolorowanie sprawiedliwe, wiec krotno$¢ uzycia kazdego innego koloru nie

przekracza a(G-A[v])+2. Stad

n+\

aG- Nw)+2 ° XAG). )

Jesli natomiast chodzi o ograniczenie gdrne, to wspomniane wyzej mowi, ze

X.(G) £ A+ 1 (3)
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Jak poprzednio, jest ono kiepskie dla gwiazd, dla ktérych A(ATi¥n)+1—X (ICi,,*i) = «+1-
(fi12> 1) =1/12J.

Ponadto znamy doktadne wartosci sprawiedliwej liczby chromatycznej graféw o bardzo
regularnej strukturze. Na przyktad dla Sciezek %fP,,) = 2, dla gwiazd X.C*M+i) = fn!lI\+1, dla
petnych drzew binarnych %fTj) = min{3,/}, gdzie t jest wysokoscig drzewa. Nastepnie, dla
graféw petnych x.(*») =  dla cykli x,,(C,,) = 2, gdy n jest parzyste i x.(C,,) = 3, gdy n jest
nieparzyste. Wreszcie dla kot X.("») = i"(«+1)/2], za$ dla hiperkostek x.((></) = 2, gdzie ¢jest

wymiarem hiperkostki. Og6lnie, Chen i Lih [1] pokazali, ze dla wszystkich drzew T = T(X,Y)

gdyl|Z|-|K[<;l
v(T) ={ 4
mjn max{3,[(«+ 1)/(a(T - N(v)) +2)I} gdy|*|- |Z]|>1

3. Dowdd NP-zupclnosci

W dalszym ciggu potrzebne nam bedzie pojecie grafu krawedziowego. Niech bedzie
dany graf G = (V,E). Grafem krawedziowym L(G) grafu G nazywamy graf «-wierzchotkowy,
w ktorym kazdy wierzchotek odpowiada pewnej krawedzi grafu G, za$ dwa wierzchotki sg
sasiednie, gdy odpowiadajgce im krawedzie w G stykaja sie w wierzchotku ve V. Problem
kolorowania krawedzi grafu kubicznego jest NP-trudny [4], Fakt ten wykorzystamy w
dowodzie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Problem odpowiedzi na pytanie, czy Xx,,(G) < 3jest NP-zupetny réwniez, gdy G
jest grafem krawedziowym grafu kubicznego.

Dowdd. Niech Gj bedzie grafem kubicznym grafu krawedziowego G, tzn. G = L(G3).
Wiadomo, ze indeks chromatyczny x\G}) = 3 lub 4, przy czym x'(G3) = 3 wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy kolor pokrywa doktadnie '£(G3)j/3 = |[K(G3)|/2 krawedzi. Z drugiej strony wiadomo,
ze kolorowanie krawedzi grafu G3 odpowiada kolorowaniu wierzchotkéw grafu L(Gj), czyli
G. Zatem x.(G) < 3 wtedy i tylko wtedy, gdy x'(C3) < 3. Skoro ten drugi problem jest NP-
zupetny, zas weryfikacja sprawiedliwosci 3-pokolorowania jest w NP, wiec teza twierdzenia
zostata udowodniona.

Skoro problem sprawiedliwego kolorowania wierzchotkéw jest NP-trudny dla graféw
krawedziowych, to jest on NP-trudny w przypadku ogélnym. Co wiecej, problem

sprawiedliwego kolorowania krawedzi jest réwniez NP-trudny. Zatem w praktyce oba
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problemy nie mogg by¢ rozwigzane algorytmem wielomianowym. Dlatego w nastepnym

punkcie podajemy algorytmy przyblizone dla kolorowania sprawiedliwego.

4. Dwa algorytmy heurystyczne

W punkcie tym opiszemy dwa konkurencyjne algorytmy dla przyblizonego kolorowania
sprawiedliwego dowolnego grafu G. Oba opierajg sie na algorytmie SL (ang. Smallest Last).
Metoda ta, podana przez Matule i in. [6], polega na tym, ze porzadkujemy wierzchotki
Vi,V2,...,v, tak, aby dla kazdego i = wierzchotek v, miat minimalny stopien w podgrafie
indukowanym przez vi,...,v,. Nastepnie kolorujemy je zachtannie w otrzymanym porzadku.
Algorytm SL mozna zrealizowa¢ w czasie 0(m+n).

Pierwszy algorytm, o nazwie NAIWNY, polega na zamianie koloréw wierzchotkéw
pomalowanych kolorami wystepujagcymi najczesciej i najrzadziej. Jesli takie dziatanie nie

spowoduje usprawiedliwienia pokolorowania, to wprowadzamy nowy kolor.

algorytm NAIWNY{G)\
begin
koloruj G algorytmem SL\
while pokolorowanie niesprawiedliwe do begin
colmin :=numer koloru wystepujacego najmniej razy;
colmax := numer koloru wystepujacego najwiecej razy;
znajdz wierzchotki pomalowane tymi kolorami;
if mozna zmieni¢ kolor wierzchotka pomalowanego kolorem colmax na colmin
then zréb to else dowolnemu wierzchotkowi z colmcce daj nowy kolor
end

end.

W praktyce prébujac usprawiedliwi¢ pokolorowanie sprawdzamy wszystkie mozliwe
pary colmin i colmccc, a w ich ramach wszystkie wierzchotki z colmacc. Dlatego pesymistyczna
ztozonos$¢ obliczeniowa algorytmu NAIWNY jest 0{>}). Natomiast wynik dziatania algorytmu
NAIWNY uzalezniony jest od kolorowania, jakie uzyskamy po zastosowaniu algorytmu SL. Nie
mozna jednak powiedzieé, ze usprawiedliwienie bedzie optymalne, jesli tylko SL da

pokolorowanie optymalne.  Kolejny algorytm polega na zamianie koloréw w catych
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podgrafach utworzonych z wierzchotkéw pomalowanych kolorami wystepujagcymi najmniej i

najwiecej razy.

algorytm TWORZPODGRAF(G)\
begin
min :=0; {zmienna, pod ktdra pamigtamy warto$¢ colmin}
max := 0; {zmienna, pod ktdrg pamietamy warto$¢ colmax}
p :=0; {wskaznik tablicy COLZAM}
koloruj G algorytmem SL\
while pokolorowanie niesprawiedliwe do begin
colmin := numer koloru wystepujacego najmniej razy;
colmax := numer koloru wystepujacego najwiecej razy;
if ((colmin=min)and(colmax=max)) or ((colmin=max)nnA(colmax=min)) then p :=
p+1
else begin
P-= i;
utwoérz podgraf generowany wierzchotkami o kolorze colmin i colmax\
ponumeruj jego sktadowe spojnosci liczbami 1,...,ilpodgr\
dla kazdej z nich oblicz réznice pomiedzy krotno$cig wystepowania koloru colmax
icolmin iustaw je w tablicy COLZAM w kolejnosci malejgcych réznic;
end;
if {psilpodgr) and (COLZAM[p]>0) then zamien kolory w p-tcj sktadowej
else dowolnemu wierzchotkowi z colmax daj nowy kolor;
max := colmax\ min := colmin
end
end.
Algorytm TWORZPODGRAF ma takze ztozono$é 0(/i4), cho¢ ze znacznie wigkszg
statg proporcjonalnosci. Przykiad dziatania tego algorytmu podano na rys. 2. Zauwazmy, ze

grafz rys. 2(a) nie moze by¢ optymalnie przemalowany algorytmem NAIWNY.
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Rys.2. Przyktad dla algorytmu TWORZPODGRAF: (a) graf G; (b) podgrafy 2-chromatyczne;
(c) przekolorowanie; (d) kolorowanie sprawiedliwe
Fig.2. Example for algorithm TWORZPODGRAF: (a) graf G; (b) bichromatic subgraphs;
(c) recoloring; (d) equitable coloring

S. Doswiadczenia komputerowe

Dla oceny zachowania sie obu algorytméw w przypadku S$rednim przeprowadzona
zostata seria testow komputerowych polegajaca na kolorowaniu graféw losowych o ro6znych
wspotczynnikach gestosci. Rzad grafow wahat sie od n =5 co 5 do n = 100. Aby zredukowacé
zaleznos¢ uzyskanych rezultatow od wynikéw losowego wyboru graféw, dla kazdego
testowanego rozmiaru grafu wygenerowano 5 réznych graféow losowych. Grafy o jednakowym
rozmiarze byly kolorowane oboma algorytmami, a uzyskane wyniki usredniano. Jednoczes$nie
rejestrowano maksymalne stopnie generowanych graféw w celu weryfikacji hipotezy EC.C.
Doswiadczenia objety dwie serie grafow losowych o gestosci d wynoszacej 0.1 i 0.5, gdzie d =

Eksperymenty obliczeniowe przeprowadzono na komputerze osobistym Pentium

120. Wyniki tych eksperymentéw przedstawiamy na rys. 3 i 4.
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Rys.3. Efektywnos¢ kolorowania sprawiedliwego dla graféw losowych zd= 0.5
Fig.3. The efficiency of equitable coloring for random graphs with d = 0.5

Dla graféw o gestosci 0.5 algorytm 'ITWORZPODGRAF okazat si¢ lepszy niz NAIWNY,
lecz kosztem znacznie dtuzszego czasu obliczen. Na przyktad dla losowo wybranych grafow
100-wierzcholkowych czas dziatania wynosit $rednio 4:46,41 wobec 0,01 sekundy dla
algorytmu NAIWNEGO. W tym przypadku algorytm uzyt srednio o 4,2 koloréw mniej. W$rod
badanych graféw byty i takie, dla ktérych réznica ilosci uzytych kolorow siegneta 10. Nie jest
jednak prawdziwe ogolne stwierdzenie, ze algorytm TWORZPODGRAF zawsze daje lepsze
wyniki. W 18% przypadkow algorytm NAIWNY dat lepsze wyniki, a w 35% oba algorytmy
uzyty tej samej liczby koloréw. Algorytm TWORZPODGRAF w 44 przypadkach na 100
usprawiedliwiat kolorowanie uzyskane algorytmem SL, nie dodajgc nowych koloréw. NAIWNY
potrafit to zrobi¢ jedynie w 32% przypadkow.

Dla graféw rzadkich o gestosci 0.1 skuteczno$¢ omawianych algorytméw byta inna.
Dla tych graféw bardziej efektywny okazat sie algorytm NAIWNY. Az w 88% badanych
grafow  potrafit usprawiedliwi¢ kolorowanie SL nie dodajac nowych kolorow
{TWORZPODGRAF potrafit to zrobi¢ w 66%). Tylko w 8 przypadkach TWORZPODGRAF
okazat sie lepszy, za$§ w 64% oba algorytmy uzyly tej samej liczby koloréw.

W obu przypadkach, tzn. 0.1 i 0.5, liczba uzytych koloréw byta z reguty duzo mniejsza
od A. Co wiecej, w przypadku graféw rzadkich tylko 2 pokolorowania SL byty sprawiedliwe.

WSsrdd grafow gestych byto 7% takich od razu sprawiedliwych pokolorowan.
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Rys.4. Efektywnos$¢ kolorowania sprawiedliwego dla grafow losowych zd= 0.1
Fig.4. The efficiency of equitable coloring for random graphs with d = 0.1

Powyzsze rezultaty sugerujg nastepujacy sposob postepowania w celu znalezienia
pokolorowania sprawiedliwego: z uwagi na btyskawiczny czas dziatania algorytmu NAIWNY
(na niewielkich grafach) najpierw nalezy uzy¢ tego algorytmu; gdy liczba koloréw nie jest

satysfakcjonujaca, to nalezy zastosowac algorytm TWORZPODGRAF.
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Abstract

In some discrete industrial systems we can encounter the problem of optimal equitable
partition of a system with binary conflicting relations into conflict-free subsystems. For
example, in the garbage collection problem vertices of graph G represent garbage collection
routes and two such vertices are joined when the corresponding routes should not be run on
the same day. The problem of assigning one of the six days of the work week to each route
becomes that of 6-coloring of G. On practical grounds it might be desirable to have an
approximately equal number of routes run on each day. We see that such situations can be
modeled as an equitable graph coloring, i.e. such a coloring that the sizes of color classes differ
by at most 1. The problem of optimal equitable coloring the vertices of a graph is generally
NP-hard. This means that in practice we have to look for simplified families of graphs allowing
polynomial-time algorithms or we have to use general-purpose algorithms for approximate
graph coloring.

Let X,,(G) be the equitable chromatic number of graph G. In the paper we give families
of highly-structured graphs, e.g. trees, wheels, hypercubes and cubic graphs, for which x=(G)
can be found in polynomial time. On the other hand, we consider bounds on X.(G) and men-
tion the Equitable Coloring Conjecture that %,{G) < A if G is neither a complete graph nor an
odd cycle. Also, we give two approximation polynomial-time algorithms for equitable graph
coloring. General considerations are supported by computational experience gained with

implementation and profiling ofthese algorithms on identical series of pseudorandom graphs.



