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SZEREGOWANIE ZADAN NA PROCESORACH DEDYKOWANYCH
BEZ PRZESTOJOW

Streszczenie. W praktycznym szeregowaniu zadan do$¢ czesto spotykamy sie z
koniecznoscig zapewnienia nieprzerwanej pracy poszczeg6lnym podmiotom
naszego systemu. Szeregowanie takie nazywa sie¢ szeregowaniem bez przestojow.
Zadaniem tej pracy jest zasygnalizowanie skali trudnosci obliczeniowej, jaka
wymusza powyzsze zatozenie. Wykazemy, ze szereg podstawowych probleméw
decyzyjnych i optymalizacyjnych dotyczacych istnienia lub najprostszych
parametréw harmonogramu w szeregowaniu bez przestojow staje sie NP-trudny,
nawet dla systeméw o grafach szeregowania tak prostych jak S$ciezka i cykl.
Rozwazania nasze bedg dotyczy¢ modeli open shop, flow shop oraz systemu
zadan dwuprocesorowych.

SCHEDULING ON DEDICATED PROCESSORS WITHOUT WAITING PERIODS

Summary. In practical task scheduling it is sometimes required that the elements
of a system perform consecutively. Such a scheduling is called scheduling without
waiting periods or no-wait and/or no-idle. In this article we study the complexity
of some simplified scheduling problems of this kind. In particular, we show that
many trivial questions about scheduling become NP-hard, even if the scheduling
graph of a system is a path, or a cycle. Our consideration concern the following
models: open shop, flow shop and 2-procesor tasks system.

1. Wprowadzenie

Ogoélnie, o szeregowaniu zadan bez przestojow mowimy wtedy, gdy uktadamy
harmonogram dla pewnego systemu, w ktérym z pewnych wzgleddw konieczne jest
zapewnienie warunkéw ciagtej pracy (brak przerw) poszczegdlnym jego podmiotom. Praca
bez postojow jest warunkiem czesto pojawiajagcym sie w praktycznym szeregowaniu zadan.

Brak przestojow moze by¢ rozwazany w kontekScie réznych teoretycznych modeli
szeregowania. Wezmy dla przyktadu klasyczny system otwarty (open shop). Mamy tu do

czynienia ze skofAczonymi zbiorami procesoréw i zadan, przy czym kazde zadanie podzielone
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jest na operacje przypisane do procesorow, na ktérych maja sie one wykonywaé. Kazda
operacja ma tez ustalong diugo$¢ przedziatu czasowego, jaki ma jej przypisa¢ szukany
harmonogram (zaktadamy, ze jest to liczba catkowita nieujemna). System otwarty narzuca
warunek, by zadne dwie operacje w zadaniu nie byty wykonywane réwnoczesnie ani zaden
procesor nie pracowat jednocze$nie nad dwiema operacjami. Szeregowanie bez przestojow
oznacza, iz zarbwno procesory majg pracowac bez przerw, jak i pomiedzy poszczeg6lnymi
operacjami kazdego zadania nie powinno by¢ luk czasowych. Jest to dokfadniej tzw.
szeregowanie bez obustronnych przestojow - tylko takim bedziemy sie w niniejszej pracy
zajmowac (rozwaza sie rowniez modele bez przestojéw jednostronnych, np. kiedy przerwy w
pracy nie sg dopuszczalne tylko po stronie procesoréw). System otwarty nie naktada wymagan
co do kolejnosci wykonywania sie poszczeg6lnych operacji, jezeli jednak zazadamy by te
wykonywane byly w obrebie zadania wg porzadku wzrastajgcych numeréw przypisanych
procesoréw - otrzymujemy tzw. system przeptywowy (flow shop). Réwniez i tu mozna zazadaé
obustronnego braku przestojow. Trzecim modelem, ktéry bedzie rozwazany, jest system zadan
dwuprocesorowych (biprocessor tasks). Sklada sie on z zestawu n zadan
wykonywanych na m procesorach Zaktadamy, ze kazde zadanie uzywa
rownoczes$nie doktadnie dwdéch dedykowanych procesoréw, przy czym procesor moze w danej
chwili obstugiwac co najwyzej jedno zadanie. Zadania majg tez ustalone czasy wykonywania.
Dodanie warunku szeregowania bez przestojow oznacza tym razem, iz kazdy z procesoréw ma
pracowaé bez przerw, czyli odpowiadajagce mu zadania muszg wykonywac sie jedno po
drugim.

Wymienione wyzej modele dajg sie w zgodny z intuicjg sposéb wyraza¢ w jezyku teorii
grafow. W systemach otwartym i przeptywowym mozemy utworzy¢ prosty graf dwudzielny,
ktérego wierzchotki jednej partycji tworzg procesory, a drugiej zadania, krawedzie za$ taczace
zadania z procesorami odpowiadajg operacjom o niezerowych diugosciach. Kazdej krawedzi
przypisana jest waga - liczba naturalna zwana tez gruboscig krawedzi, réwna czasowi
wykonania odpowiedniej operacji. Tworzenie harmonogramu w systemie otwartym odpowiada
teraz interwatowemu kolorowaniu krawedziowemu grafu. Nalezy bowiem przypisa¢ kazdej
krawedzi przedziat o poczatku i koncu bedacy liczbami catkowitymi i o diugosci réwnej
grubosci tej krawedzi tak, by przedziaty przyporzadkowane krawedziom spotykajacym sie przy
jednym wierzchotku nie zachodzity na siebie. System przeptywowy dodatkowo zada, by przy
kazdym wierzchotku w partycji zadar przedziaty przypisane krawedziom wychodzacym do

wierzchotkéw z partycji procesoréw nastepowaty po sobie w kolejnosci zgodnej z numeracija
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tychze procesorow. W obu przypadkach warunek obustronnego braku przestojéw ogranicza
nas do rozwazania tzw. kolorowan zwartych, tj. takich, w ktérych pomiedzy przedziatami
odpowiadajacymi krawedziom wychodzacym z kazdego wierzchotka nie ma przerw. Pewng
niescistos¢ moze wprowadza¢ fakt, ze niekiedy przy kolorowaniu dopuscimy przedziaty o
ujemnych koncach, zwracajac uwage jedynie na ich catkowito$¢ - mozemy jednak przyjaé, iz
kazdemu kolorowaniu odpowiada szeregowanie przesuniete o taka statg, by najnizsze
ograniczenie dolne uzytego przedzialu odpowiadato chwili zerowej harmonogramu. W tym
kontek$cie istnienie harmonogramu bez przestojow dla systemu odpowiada istnieniu
pokolorowania zwartego dla jego grafu, podobnie minimalizacja podstawowego parametru -
dtugoséci harmonogramu (Cma*) jest tym samym, co minimalizacja rozpietosci odpowiedniego
kolorowania, czyli roznicy miedzy maksymalnym z koncoéw przypisanych krawedziom
przedziatbw a minimalnym z poczatkdw. Dla uproszczenia terminologii dalsze rozwazania
teoretyczne beda prowadzone w jezyku kolorowania zwartego graféw, jedynie ostateczne
wyniki zostang przettumaczone na réwnowazne im zdania dotyczgce szeregowania zadan.

Komentarza wymaga jeszcze spos6b modelowania za pomocg grafu systemu zadan
dwuprocesorowych. Wierzchotki tworzg tutaj procesory, kazdemu za$ zadaniu odpowiada
krawedz taczaca oba wykorzystywane przezen procesory. Jest oczywiste, ze jesli przypiszemy
krawedziom grubosci roéwne dtugosciom odpowiednich zadan, problemy szeregowania bez
postojow stajg sie znow rownowazne odpowiednim zagadnieniom zwartego kolorowania.
Nalezy zauwazy¢, ze tym razem w ogélnym przypadku system moze by¢ opisany za pomoca
grafu innego niz dwudzielny, co wigcej nie musi to by¢ graf prosty - sg bowiem dopuszczalne
krawedzie wielokrotne.

Znane dotychczas wyniki zdajg sie nie pokazywaé w petni skali trudnosci obliczeniowej
pojawiajacej sie wraz z wprowadzeniem warunku szeregowania bez przestojow. Dla przyktadu
- wiadomo, ze optymalizacja wg kryterium Cnotjest NP-trudna w systemie otwartym nawet w
przypadku grafii o strukturze drzewa. W niniejszej pracy péjdziemy dalej - pokazemy NP-
trudno$¢ szeregu podstawowych zagadnien w opisanych wyzej modelach, w sytuacji gdy
grafem systemu sg struktury tak proste, jak $ciezka i cykl. Okazuje sie wiec, ze w systemie
otwartym NP-trudne sg problemy 0\no-wail&idle,M~path or cycle\Cnex, podobnie w systemie
zadan dwuprocesorowych P\no-waitfiXj=2M=Path or even_cycle\Cmex oraz dla systemu
przeptywowego F\no-wait&idle,M-palh\Cnax. Dla systemu zadan dwuprocesorowych oraz

systemu przeptywowego o grafach cyklicznych NP-zupetne jest pytanie o samo tylko istnienie
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harmonogramu bez przestojéw, mianowicie P\no-waitfix)=2Jvi=odd_cycle\* oraz F]no-
wail&idle,M=cycle\s.

W dalszym ciggu pozwolimy sobie na jeszcze jedno uproszczenie terminologiczne.
Zauwazmy, ze zarowno Sciezke «-krawedziowag z krawedziami obcigzonymi liczbami
naturalnymi - ich grubosciami, jak i podobny cykl mozna zada¢, podajac jedynie cigg grubosci
kolejnych sasiadujacych ze sobg krawedzi (c, c,,). Podobnie kolorowaniem zwartym opisanej
w ten sposéb Sciezki jest ciag par liczb catkowitych ((ai,bi),...,(a,,,b,,j), takich zec, = b,-a, dla
i'=l,...,n oraz dla kazdego i=\....«-1 ma zachodzi¢ a,= i,., lub b, = a,.,. Kolorowanie zwarte
cyklu jest analogicznym ciggiem par spetniajacym powyzsze warunki, dla ktérego dodatkowo

musi zachodzi¢ og = b,, lub b\ = a,,, W obu przypadkach rozpieto$¢ kolorowania jest réwna

max(b\,...,b,,)-min{a\,...,a,,), nie moze wiec ona przekraczac ct.

2. System otwarty i system zadan dwuprocesorowych

Twierdzenie 1. Istniejg liniowe algorytmy zwracajgce 2-przyblizone rozwigzania problemoéw
0\no-wait&idle,M=path or cycle\Cnmexoraz P\no-wait&idleJixj=2M°poth or even_cycle\Cnex.
Dowdd. Niech bedzie grafem naszego systemu, tj. cyklem parzystym lub S$ciezka.
Wowczas kolorowanie za pomoca ciagu ((0,C|),(-C20),(C3,0),(-C4,0)...) jest zwarte i ma
rozpieto$¢ nie przekraczajacg 2max(cit...,c,,). Wystarczy zauwazy¢, ze kazde kolorowanie musi

mie¢ rozpietos$¢ nie mniejsza niz maksymalna grubos$¢ krawedzi grafu.C

Definicja. Niech dany bedzie ciag liczb naturalnych (ai,...,a,,) uporzadkowany niemalejaco i
ztozony z wyraz6w wigkszych niz jeden. Jego rozwinieciem nazwiemy ciag liczb naturalnych

(6i,...,0,,»i) spetniajacy uktad réwnan:

Si=2 ai = (bi+b2)/2, a2= (b2+bi)/2, ... , a,= (6,+0,0)/2. *)
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze rozwigzaniem uktadu sg liczby:

b\~ 2

bi= 2a\-b\

bi = 2(aj—-a[)+b\

(**)
b= 2(ar-a, i+.+(-1) "a 1'b,



Szeregowanie zadan na procesorach dedykowanych bez przestojéw 137

Zatem liczby b, sg parzyste oraz b,> 2, gdyz dla i nieparzystych @, > b\ oraz b, >2a\-b\ > 2 dla
parzystych /. W dalszym ciggu bedziemy tez korzysta¢ z NP-zupetnosci znanego problemu

potowienia zbioru (na uzytek tej pracy nazwiemy go problemem PZ):

Twierdzenie 2. Problem polegajacy na rozstrzygnieciu, czy z danego ciggu (ci,...,.c,,) liczb

naturalnych o sumie S mozna wybraé podcigg o sumie S/2,jest problemem NP-zupelnym. O

Problem powyzszy mozna oczywiscie przeformutowaé do pytania o istnienie ciagu liczb
catkowitych takiego ze \a\=c, oraz = 0 - wystarczy przyjac, ze liczbom z

wybranego podciggu majg odpowiada¢ dodatnie a, i odwrotnie. Ponizszy lemat pozwala

natomiast sprowadzi¢ PZ do zagadnierh zwiagzanych ze zwartym kolorowaniem $ciezek i cykli.

Lemat 3. Niech dany bedzie ciag liczb naturalnych wiekszych od jeden {c\,....c,,)
uporzadkowany niemalejgco oraz niech (b\.....6,tl) stanowijego rozwiniecie. Dla danej liczby
catkowitej x istnienie ciggu (a\,...,a,) liczb takich, ze |a,| = ¢, oraz ai= x jest
rownowazne istnieniu takiego kolorowania zwartego ((pi,kl),....(p,,n,k,,+ij)$ciezki (b........ A,
ze spetnionyjest warunek (p,,n+k,,,ty2~(pt+kty2 - x.
Dowdd.
<= Zat6zmy, ze dane jest odpowiednie pokolorowanie. Definiujemy st= (p,+kj!2. Skoro b,
sg parzyste, to s, sg liczbami catkowitymi. Dalej mamy x = ¢,,.i-ti = (A-ri)+...+(.v,,,|-5',) =
ai+...+a,,, gdzie oznaczyliSmy a, = Zauwazmy dalej, zez warunkéw zwartego
kolorowania mamy |a,j = |5,4i-J/| = |6f+6,u|/2 = c,, czyli a,= £ct.
= Niech (ai,...,a,) bedzie ciggiem jak w zatozeniach. Wtedy at+...+a,, = x i definiujac cigg
ii=0, Si = a\+..+0i-\ dla i > 1 mamay s,,.| = x. Oczywiscie J, sa catkowite. Pokolorowanie
tworzymy przyjmujac (p,.kj = {s,-bJ2,s,+bJ2). Oczywiscie pi+k, = 0 oraz
Pn*i+k,,*i = 2x, wreszcie k,-p, = b,. Wystarczy pokazaé, ze p, = k[, lub k, = p,H dla
/=1 , Aleki*i-pi= SM+bi*il2-St+bj2 = a,+ch podobniep Iti-k,= s,-b,.j2-s-b,/2 = a,-c,,

Jedna z tych liczb musi by¢ zerem, gdyz at=xc,. O

Lemat 4. Nastepujgcy problem W1 jest NP-zupelny: "Rozstrzygna¢, czy dla danej Sciezki
opisanejprzez cigg ... liczb naturalnych o cti c,,parzystych istnieje kolorowanie zwarte

((ai,6i)  (a,,,b,)) spetniajgce warunek a * b x- a,,+b,,?"
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Dowdd. Do powyzszego problemu mozna tatwo sprowadzi¢ problem potowienia PZ. Niech
(el\,...,d,,) bedzie ciggiem wejsciowym dla PZ. Mozemy zatozy¢, ze wszystkie jego wyrazy sg
wieksze od 1, w przeciwnym razie wystarczy podwoi¢ kazdy z nich. W czasie wielomianowym
sortujemy ten cigg niemalejaco, uzyskujac jego permutacje (eu...,e,,), dla niej za$ korzystajac ze
wzorow (**) znéw w czasie wielomianowym liczymy rozwiniecie (ci,...,c,,H) - jak wiemy c(sa
parzyste. Na mocy lematu 3 pozytywna odpowiedZ na problem PZ jest réwnowazna

pozytywnej odpowiedzi na W1 z danymi (ci,...,C,ti). O

Lemat 5. Niech dany bedzie cigg liczb naturalnych L = (cu....c,,) o ct; c,,parzystych i sumie
wyrazébw 5 Istnienie dla niego rozwigzania problemu W1 jest rownowazne istnieniu
kolorowania zwartego o rozpietosci < 45 dla Sciezki opisywanej przez cigg P = (45-1,1,25-
c,/2-1,Ci,c2i cn2S-c/l-\, 1,45-1).

Dowad.

=> Niech ((a\,b\),...,(a,,,b,)) bedzie rozwigzaniem dla W 1. Dodajac odpowiednig statg do
wszystkich liczb w tych parach, mozemy zazada¢, by aj+0, = a,,+bn= 0. Kolorowanie zwarte
ciggu P mozna zada¢ w postaci ciggu par: ((-25+1,25), (-25,-25+1), (-25+1,ai), (a\,b,), ...
(a,,,b,), (-25+1,an), (-25,-25+1), (-25+1,25)). Skoro ((a\,b\),...,(a,,,b,,)) jest kolorowaniem
zwartym dla L i b\> 0, to a,>-5, tak samo uzyskujemy b, < 5. Zatem minimalng i maksymalng
liczbg w uzyskanym kolorowaniu jest odpowiednio -25 i 25, a rozpieto$¢ wynosi 45.

c= Niech dane bedzie zwarte kolorowanie ((X|¥i),(x2j"),(x:4/3,(ai,b,),...,(anb,,),
(Xij %),(xs"%),(+6J")) ciggu P o rozpietosci < 45. Poniewaz suma dtugosci dwéch pierwszych
krawedzi P wynosi 45 - tyle tez musi by¢ rowna sama rozpieto$¢. Mozemy wiec zatozy¢, ze
minimalng liczbg w tym kolorowaniu jest -25, a maksymalng 25. Biorgc to pod uwage oraz
rozwazajac warunki poprawnosci kolorowania zwartego uzyskujemy tatwo, iz istniejg tylko
dwa mozliwe uktady par liczb (ztJ6M~J$O.fajo) rowne (-25+1,25), (-25,-25+1), (-25+1,
-ejl) lub (-25,25-1),(25-1,25),(C1/2,25-1). W obu przypadkach dostajemy (aubi) = (-ci/2,
Ci/2). Podobne rozumowanie dotyczace ostatnich trzech krawedzi $ciezki pozwala stwierdzic,
ze (a,,b,) = (-cJ2,cJ2). Zatem {{at,b\),...,(a,,,b,,)) jest rozwigzaniem problemu W]

dla ciggu L. O

Lemat 6. Niech dany bedzie cigg liczb naturalnych L = (ci,...,c,,) 0 cti c,, parzystych i sumie

wyraz6w 5. Istnienie dla niego rozwigzania problemu IV! jest réwnowazne istnieniu
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kolorowania zwartego o rozpietosci < 45 dla cyklu parzystego opisywanego przez cigg 0 =
(45-1, 1, 2S-CV/I-\, c\,c%....Cm2S-c/2-1, 1 45-1 , 1, 2S-c/2-\ ,c,C,_,.....C,, 25-C,/2-1, D).

Dowdd. Korzystajac z lematu poprzedniego wystarczy zauwazy¢, ze cykl Q to dwie kopie
Sciezki P sklejone odpowiadajgcymi sobie krawedziami koricowymi. Zatem kazde
pokolorowanie zwarte $ciezki mozna przenie$¢ na jej kopie uzyskujac pokolorowanie zwarte
cyklu Q o tej samej rozpietosci, podobnie kazde pokolorowanie zwarte cyklu mozna obcig¢ do
takiegoz pokolorowania S$ciezki P bez zwiekszenia rozpietosci. Minimalne rozpietosci

pokolorowania zwartego dla $ciezki P i cyklu Q sa wiec réwne. O

Twierdzenie 7. Oba ponizsze problemy sa NP-zupetne: "Czy dla danej $ciezki (Czy dla cyklu
parzystego) (ci c,) i liczby naturalnej d istnieje zwarte kolorowanie o rozpietosci <d?"
Dowéd. Lematy 5 i 6 dajg proste wielomianowe sprowadzenia problemu W iz lematu 4 do

powyzszych probleméw decyzyjnych. O

Ttumaczac powyzszy wynik najezyk szeregowania zadan uzyskujemy:

Twierdzenie 8. Problemy optymalizacyjne z twierdzenia 1sg NP-trudne. O

Twierdzenie 9. Problem polegajacy na stwierdzeniu, czy dany cykl nieparzysty opisywany
przez ciag (c\,...,c,,) moznapokolorowa¢ w sposéb zwarty, jest NP-zupebiy.

Dowdd. Sprowadzimy do niego wielomianowo problem potowienia zbioru PZ. Niech wiec L =
{a\,...,an) bedzie ciggiem danych wejsciowych dla PZ, posortowanym niemalejgco. Prostym
¢wiczeniem jest stwierdzenie, ze PZ pozostaje NP-zupetny, jezeli ograniczymy sie do ciagéw o
dtugosci nieparzystej, mozemy ponadto przyja¢, ze wszystkie e, sg podzielne przez 3 (w
przeciwnym razie potrajamy kazdg z tych liczb). Niech (6i,...,6,,+i) bedzie rozwinigeciem ciaggu
L. Dla dowodu twierdzenia pokazemy, ze istnieje rozwigzanie problemu PZ dla L wtedy i tylko
wtedy, gdy cykl nieparzysty opisany ciggiem C = (6i,...,0,,4,25,0i,25+(0,t-61)/2) ma
pokolorowanie zwarte, gdzie przez 5 oznaczono sume b\+...+b,,>\.

= Jesli istnieje rozwigzanie PZ dla L, to na mocy lematu 3 istnieje pokolorowanie zwarte
Sciezki postaci ((ci,£/]),...,(c,»i,i/,,ti)) takie, ze 0,+di = c,A+d,t Mozna je
rozszerzy¢ do kolorowania zwartego catego cyklu C nadajac dodatkowym trzem krawedziom
kolejne przedziaty: (d,,+\d,,*+2S),(d,,+\+2S,d,,\+2S+h\) {d\,d,,+\+2S).

c= Zatézmy istnienie zwartego kolorowania cyklu C i rozwazmy przedziaty przypisane

kolejnym pieciu krawedziom tego cyklu o grubosciach kolejno: b\, 25+(6,,+i~0i)/2, b\, 25 oraz
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¢Vi. Mozliwych jest 16 sposobdéw wzajemnego wzglednego utozenia tych przedziatéw, po
odrzuceniu rozwiazan symetrycznych wzgledem odwrocenia osi liczbowej pozostaje 8
zaprezentowanych na rys. 1. Grubo$¢ krawedzi X wynosi 2S+{b,,*\-b\)I2, a krawedzi Y jest

réwna 2S. Zastanowmy sie, ktére z tych mozliwosci sa dopuszczalne.

EJ bred EJ

Rys. 1 Mozliwe uszeregowania
Fig. 1 Possible schedulings

Pierwsza z narysowanych krawedzi i ostatnia sa koncami $ciezki (6i,...Z>,H) 0 rozpietosci
kolorowania nie wiekszej, niz S. Zatem grubosci krawedzi X i Y sg za duze i od razu mozna
odrzuci¢ jako niemozliwe przypadki C,D,E,F,G. Niech ((c\,d),...jc,,",d,,,t)) bedzie
kolorowaniem zwartym S$ciezki (b\,...,b,,.t) powstatym przez obciecie naszego kolorowania
cyklu. Z lematu 3 wynika istnienie takiego ciggu liczb catkowitych (ei,...,e,,), ze |e,| = a, oraz
(crki+i/r*i)/2-(C|+ili)/2 e, *w przypadkach B i H mamy jednak: (c,.tl+d,ti)/2-(c,+dij/2
= #(b,,u~bi)/2 = *(ara,, \+...+a[-b{) =2 mod 3, gdyz b\ = 2 i wszystkie a, dzielity si¢ przez
3. Z tej samej przyczyny ~J"9e, s 0 mod 3 - sprzeczno$¢. Pozostaje nam jedynie przypadek
A, kiedy c,>\+dnx\ = C\+d\, co na mocy lematu 3 jest rownowazne istnieniu rozwigzania

problemu PZ dla ciggu L. O

Dla szeregowania zadan oznacza to, ze zachodzi:

Twierdzenie 9. Problem P\no-waitJixj=2,M~odd_cycle\s jest NP-zupetny. O
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3. Zagadnienia w systemie przeptywowym

W calym biezacym rozdziale dopuszczamy wystepowanie w harmonogramach liczb
ujemnych, co oczywiscie nie ma wptywu na ich istnienie lub dtugos¢. Zauwazmy, ze do opisu
systemu przeptywowego o grafie sciezki lub cyklu nie wystarcza podanie samego tylko ciggu
grubosci krawedzi - dla poprawnosci szeregowania poza warunkami poprawnosci kolorowania
zwartego dochodzi konieczno$¢ nastepowania po sobie operacji w obrebie pracy w kolejnosci

odpowiadajgcej numeracji procesoréw. Na poczatek odnotujmy oczywisty fakt:

Twierdzenie 10. Zawsze istnieje rozwigzanie problemu F\no-wait&idle,M=path\*.O

Nastepny lemat bedzie przydatny przy dowodach NP-zupetno$ci probleméw

zwigzanych z systemem przeptywowym.

Lemat 11. Nastepujgcy problem W2jest NP-zupelny: "Danyjest system przeptywowy o grafie
Sciezki parzystej opisanej przez ciag liczb parzystych (dll...,d,,) i sumie S{ w ktérej dwa
skrajne wierzchotki sa procesorami, za$ idac wzdtuz tej $ciezki od poczatku do kofca mijamy
procesory w kolejnoSci rosngcej numeracji. Czy istnieje szeregowanie bez postojow
((fli.Al)  (a,,,b,,)) takie, ze (b,,+an)-(b\+a{) = S ="

Dowéd. Sprowadzimy wielomianowo do powyzszego problem W1 z lematu 4. Wezmy dang
wejsciowg dla W1 - Sciezke L = (ci,...,c,)) 0 sumie elementéw S (bez zmniejszenia og6lnosci
mozna przyjaé, ze wszystkie c( s parzyste) i zbudujmy system przeptywowy F'jak w tresci
lematu, o Sciezce dtugosci 2n zadanej przez cigg L’ = (ci,ci,cz,cz,...,C,,C,,). Definiujemy tez
liczby sO = 0, Si = ck...+c, i dla dowolnego pokolorowania zwartego $ciezki L postaci
((ei/0> --.(en/'i)) budujemy szeregowanie F" zadane przez nastepujace kolorowanie:
krawedziom o numerach 2i-l1 dla i = 1,..,« przypisujemy przedziat (e,+.ViIrf.v-i) a tym o
numerach 2/ przedziat (e,+s,fi+Si). Mozna tatwo sprawdzié¢, ze jest to poprawne szeregowanie
bez przestojow dla F’ i co wiecej kazde szeregowanie bez przestojow F' jest zwigzane
powyzszg relacjg z pewnym pokolorowaniem zwartym $ciezki L. Zatem W1 ma rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie szeregowanie dla F\ w ktorym réznica sum ograniczen
przedziatbw krawedzi skrajnych w S$ciezce L' wynosi 2s,, - to za$ jest rowne sumie jej

elementéw. O
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Twierdzenie 12. Problem F\no-v/ait&idle,M=path\Cnejest NP-trudny.

Dowdd. Sprowadzamy wielomianowo do powyzszego problem W2. Niech dany bedzie system
Fjak w tresci W2 opisany $ciezka (ci,...,c,,) 0 sumie 5. Tworzymy F' dodajac jeden procesor o
numerze wiekszym od wszystkich uzytych w F oraz jeden o numerze mniejszym od
wszystkich, wreszcie dwa zadania, takie by grafem F' byta $ciezka L’ = (2S,2S,cx...,C,,,
(35+CJ-c,,)/2, (5+c,-ci)/2), przy czym pierwszym wierzchotkiem tej Sciezki jest procesor o
numerze maksymalnym, a ostatnim - minimalnym.

Zalozmy istnienie rozwigzania problemu W2 postaci ((axbX,....(a,,,bn), mozemy
przyjaé, ze ax= 0. Wtedy ciag: ((0,25), (-25,0), (a,,6]), ..., (&,0,), (-25.a,,), (a,,,2S)) stanowi
poprawne szeregowanie bez przestojow dla F . Jego rozpieto$¢ jest rdbwna 45, gdyz zadna z
liczb a, i b, co do modutu nie przekracza 5.

Odwrotnie, majac dane uszeregowanie bez przestojow dla F “ o rozpietosci i 45
widzimy, ze suma grubosci pierwszych dwoch krawedzi L’ wynosi 45, rozpieto$¢ musi wiec
by¢ tez tyle rowna. Mozemy przyja¢, ze maksymalng liczbg w tym szeregowaniu jest 25, a
minimalng -25 i wtedy pierwsze trzy krawedzie $ciezki musza mie¢ przypisane przedziaty
(0,25),(-25,0),(0.c,), a ostatnie trzy ((5+ckc,)/2,(5+cl+c,)/2), (-25,(5+c,-c,,)/2), ((5+c,-
c,)/2,25). A zatem odrzucajgc po dwie skrajne pary z tego uszeregowania, uzyskamy
rozwigzanie problemu \V2. W ten sposéb W2 zostat wielomianowo sprowadzony do pytania o
istnienie dla danego systemu przeptywowego o grafie $ciezki uszeregowania bez przestojow o

dtugosci nie przekraczajacej zadanej liczby. O

Twierdzenie 13. Problem F\no-wait&idleM=cycle\- jest NP-zupebiy.
Dowéd. Sprowadzamy wielomianowo do powyzszego problem W2. Niech dany bedzie system
F jak w tresci W2 o grafie $ciezki opisanej ciagiem (ci,...,C,,) z suma 5. Bez zmniejszenia
0g6lnosci mozna przyjaé, ze wszystkie c, sg podzielne przez 4. Tworzymy system F' dodajac
jedno zadanie zawierajagce operacje dlugosci 1 na procesorze 0 najmniejszym numerze i
operacje dtugosci (5+Ci-c,,)/2 na procesorze maksymalnego numeru. Wtedy F’ ma graf o
strukturze cyklu parzystego opisanego ciggiem (ci,...,c,,, (5+cZkc,,)/2,1).

Zatézmy istnienie uszeregowania ((ai,0i),...,(a*,0,,)) bedacego rozwigzaniem problemu
W2. Mozemy przyjaé, ze at= 0, wtedy a,“ (5+Ci-c,,)/2. Nadajac nowej operacji o dtugosci 1
przedziat (-1,0), a drugiej nowej operacji przedziat (0,(5+ckc,,)/2), dostajemy szeregowanie

bez przestojow dla F\
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Odwrotnie, niech dane bedzie uszeregowanie bez przestojow dla F’ postaci
((«i,bj),....,(anb,,), (c'i/i),(ti2 2)) i zndéw przyjmijmy a\ = 0, ponadto mamyf2=-et. Z konstrukcji
systemu wynika, ze a,,> b\ =c|, czyli b,,> ci+1, gdy tymczasemf 2< c|+1, czyli ej * b,,, a zatem
f\ =a, iej = b,,-(S+c,-c,,)/2. Gdyby byto e2= bi, wtedy Ci+1 —f 2—ej = b,,-(S+c\-c,,)!2, czyli b,,
bytoby nieparzyste. Jest to sprzeczno$¢, gdyz wszystkie liczby ay i b, muszg by¢ tej samej
parzystosci. Musi wiec by¢ f2 = a\ = 0, czyli b, = (S+cj-c,,)I2 - wtedy jednak ciag

(ai,Al),...,(a,,,A,,) jest rozwigzaniem problemu W2. O

4. Podsumowanie

Powyzsze wyniki negatywne dotyczace bardzo og6lnych systeméw sktaniajg do
zapytania o takie szczegétowe zatozenia upraszczajace, ktdre dopuszczatyby istnienie pewnych
wielomianowych algorytméw szeregujacych. Jednym z najpowszechniej stosowanych
uproszczen jest przyjmowanie réwnych dtugosci dla wszystkich niezerowych operacji lub
zadan w systemie. Tak zwany model zero-jedynkowy (Zero-Unit Execution Times) pozwala na
usuniecie z grafa systemu wag krawedzi (wszystkie bowiem sg réwne jeden) i sprowadzenie
szeregowania zadan w systemie otwartym oraz zadan dwuprocesorowych do klasycznego
kolorowania krawedziowego grafu liczbami naturalnymi jako kolorami. Odpowiednik
szeregowania bez przestojow nosi nazwe zwartego kolorowania krawedziowego i jest od
pewnego czasu badany w teorii graféw. Istniejg wiec np. wielomianowe algorytmy kolorujgce
pewne klasyczne rodziny graféw w sposéb optymalny (np. drzewa [4], petne dwudzielne
[4,6,7], dwudzielne podkubiczne [1,4,6], dwudzielne regularne i biregularne-(2,A) [4,6,7],
kraty [2]) badz suboptymalny (np. dwudzielne kaktusy [4], grafy majace w jednej partycji co
najwyzej 3 wierzchotki [4]). Niestety, znéw problem istnienia kolorowania zwartego dla
dowolnego grafu dwudzielnego jest NP-zupetny (Sevastianow [8]), co daje NP-zupetnosé
zagadnien O\no-wail&idle,ZUET\e oraz P\no-waii&idleJixj=2,ZUET\. Znane tez sg rodziny
systeméw dajacych sie uszeregowaé bez przestojow wielomianowo, ktérych optymalizacja
wzgledem kryteriow C™« ([1]) lub ¢C, jest NP-trudna. Podobne wyniki negatywne prawdziwe

sg dla systemu przeptywowego.
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Abstract

In practical task scheduling it is sometimes required that the elements of a system
perform consecutively. Such a scheduling is called no-wait or no-idle. In this article it is shown
that the complexity of some simplified problems of this kind remains NP-hard. In particular,
the following problems: O\no-wait&idleM=path or cycle\Cmex, P\no-waitJixj=2M"palh or
even_cycle\Cnex and F\no-wait&idle,M=path\Cnex are NP-hard. For 2-procesor tasks problem
P\no-waitfiXj=2Jv{=odd cycle\* and for flow shop system F\no-wait&idle,M=cycle\* the

corresponding decision problems remain NP-complete.



