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SZEREGOWANIE ZADAN W SYSTEMACH SILNIE UWARUNKOWANYCH
CZASOWO METODA CYKLICZNEGO OBCIAZENIA

Streszczenie. W artykule przedstawione sg wyniki badan dotyczacych zastosowania
metody minimalizacji obciazen cyklicznych do szeregowania zadan silnie uwarunkowa-
nych czasowo o okresach tworzacych postep binarny. Pokazano, ze problem taki jest sil-
nie NP-trudny i w zwigzku z tym algorytm o ztozonosci wielomianowej nie istnieje. W
tej sytuacji zaproponowana zostata prosta heurystyka zachtanna, ktéra - jak wynika z
przeprowadzonych eksperymentdw obliczeniowych - zachowuje si¢ lepiej od innych tego
typu znanych heurystyk. Zastosowana do szeregowania zadan w samolocie F-16 data w
bardzo krotkim czasie optymalne rozwigzanie.

PERIODIC LOADING APPROACH TO SCHEDULING HARD REAL-TIME TASKS

Summary. In the paper scheduling hard real-time tasks by minimising periodic loading is
studied. It is assumed that task periods belong to a binary geometrical progression 2°p0,
2'p0, 2200, .. 2kpO0. It is shown that such a problem is strongly NP-hard. Thus, a simple
greedy heuristics is proposed, which - due to some computational experiments - is pretty
effective and better than other greedy heuristics for the periodic loading problem. Ap-
plied to scheduling tasks for F-16 the heuristics returned an optimal solution in a very
short time.

1. Wstep

W wielu systemach uwarunkowanych czasowo, takich jak system sterowania samolo-
tem, elektrownig itp. wystepujg zadania (czynnosci), ktdre z natury majg charakter cykliczny:
muszg by¢ one powtarzane z pewng czestotliwoscig albo inaczej co pewien okres czasu, beda-
cy odwrotnoscia czestotliwosci. Niektore z tych zadan sg krytyczne ze wzgledu na bezpieczen-
stwo ijesli zostang zakonczone zbyt pézno, to moze to doprowadzi¢ do powaznej awarii, a
nawet utraty zycia. Takie zadania nazywane sg zadaniami silnie uwarunkowanymi czasowo i
muszg one by¢ odpowiednio szeregowane.

Jednym z mozliwych podej$¢ do szeregowania zadan silnie uwarunkowanych czasowo

jest spojrzenie na problem szeregowania jak na problem minimalizacji maksymalnego obciaze-
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nia cyklicznymi zadaniami. Podejécie to zostato zaproponowane przez Schweitzera, Drora i
Trudeau [9], Czas procesora jest dzielony na spdjne przedziaty o jednakowym rozmiarze, zwa-
ne ramami (ang. frames). Zat6zmy, ze kazda rama ma dtugos¢ t jednostek czasowych. Jesli
zadanie Tj ma okres rt; (m >t), to nalezy je wykonywa¢ co pi ram, gdzie pi= Irc/rJ. Niech fi
oznacza faze zadania Ti, tzn. T; jest wykonywane w ramach o numerach fi + kp;, gdzie ke {0,
1, 2, ..}. W tej sytuacji szeregowanie zadan mozna przedstawic¢ jako problem znalezienia ta-
kich wartosci fi dla wszystkich zadan Tj, ze faczny czas wykonania zadan przypisanych do kaz-
dej ramy jest nie wiekszy niz x. Aby uprosci¢ problem, mozna przyja¢ spotykane w literaturze
zatozenie [2,4-9], ze okresy tworzg postep binarny, czyli postep geometryczny o ilorazie 2. W
artykule przedstawione sg wyniki badan dotyczacych zastosowania metody minimalizacji ob-
cigzeri cyklicznych do szeregowania zadan silnie uwarunkowanych czasowo o okresach two-
rzacych postep binarny. Pokazano, ze problem jest silnie NP-trudny i w zwigzku z tym trudno
mie¢ nadzieje na znalezienie wielomianowego czy nawet pseudo-wielomianowego algorytmu.
W tej sytuacji zaproponowano prostg heurystyke zachtanng, ktora - jak wynika z przeprowa-
dzonych eksperymentow obliczeniowych - zachowuje sie lepiej od innych znanych heurystyk

zachfannych.

2. Problem cyklicznego obcigzenia

Problem cyklicznego obcigzenia moze by¢ sformutowany w nastepujacy sposob:

Dane: skonczony zbiér zadan | = (Ti, T2 .. ,T,.}. Kazde zadanie Ti z tego zbioru scha-
rakteryzowane jest poprzez okres pi oraz czas trwania d; (ang. duratiori) (pi, di i 0). Zadanie
Tjjest wykonywane co pi ram, za$ kazde wykonanie tego zadania trwa doktadnie di jednostek
czasowych (np. sekund). Ponadto zakfadamy, ze zadania majg tzw. okresy binarne, czyli do-
wolny okres pi = 2J dla pewnego naturalnego j (dlaj = 0, okres pi wynosi 1, czyli zadanie o
takim okresie musi by¢ wykonane w kazdej ramie). Okresy binarne pozwalajg na rozpatrywa-
nie zadan w horyzoncie czasowym P = max{pi, p2 ..., pn}.

Problem optymalizacyjny. Ponumerujmy ramy liczbami O, 1, 2, ..., P-l. Niech liczba
catkowita f; oznacza faze zadania T; (0 < fi < p; -1). Jezeli zadanie Ti posiada faze fi, to musi
by¢ ono wykonane w kazdej ramie o numerze fi + k-p; gdzie k = 0, 1,2, ..., P/pj -1. Niech yj
oznacza sume czasOw trwania zadan wykonywanych w ramie o numerze j, czyli yj réwne jest

sumie tych dj, dla ktérych fi + kpi =j dla ke{0, 1, ..., P/pi - 1). Nalezy znalez¢ dla kazdego
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zadania T| takg faze fj, aby warto$¢ z oznaczajgca maksymalne obcigzenie ramy byfa minimalna
(2= mexfy<>, yi, y2 ) yp-i})

Wersja decyzyjna powyzszego problemu zaktada, iz dane sg warto$ci pi, dj oraz pew-
na liczba catkowita t (x>0). Pytanie, czy istnieje funkcja f, taka, ze maksymalne obcigzenie
ramy z § + . W celu okres$lenia ztozonosci obliczeniowej powyzszego problemu wystarczy roz-

patrywacjego wersje decyzyjna.

Twierdzenie 1. Wersja decyzyjna problemu cyklicznego obcigzenia jest silnie NP-trudna.

Dowdd. Poniewaz zadania sg cykliczne, pojawienie sie zadania o okresie 2J implikuje koniecz-
no$¢ rozwazenia 2J ram. Zatem nie jest jasne, czy ten problem nalezy do klasy NP. Udowod-
nione zostanie wiec tylko, ze problem jest silnie NP-trudny. W tym celu pokazana zostanie
transformacja z problemu tréjpodziatu [1, 3], Instancja problemu tréjpodziatu jest zdefiniowa-
na poprzez liczbe naturalng B oraz zbior A zawierajagcy 3m elementow. Niech kazdy element
aeA posiada rozmiar s(a) (rozmiar elementu jest liczbg naturalng) spetniajgcy warunek: B/4 <
s(a) < B/2 oraz niech suma wszystkich elementow nalezacych do A wynosi m-B. Pytanie brzmi,
czy zbiér A moze by¢ podzielony na m roztgcznych podzbioréw A|, A2 ..., A, takich, ze suma
rozmiaréw elementéw nalezacych do kazdego z tych podzbioréw wynosi doktadnie B. Powyz-
sze sformutowanie implikuje, iz kazdy podzbiér musi zawiera¢ doktadnie 3 elementy. W przy-
padku gdy m=1, problem tréjpodziatu jest trywialny. Zat6zmy zatem, iz 211< m < 2' oraz niech
m'=2". Instancja problemu cyklicznego obcigzenia odpowiadajgca danej instancji problemu
tréjpodziatu moze by¢ zbudowana w spos6b nastepujacy:
¢ Kazdemu elementowi aeA przypisujemy zadanie o okresie m' i czasie trwania s(a).
¢ Ponadto wprowadzamy m - m' zadan o okresie m' i czasie trwania rownym B. Zadania te
redukuja liczbe ram reprezentujacych podzbiory A;z m' do m.

* Whprowadzamy tez m' zadan o okresie rownym 1oraz jednostkowym czasie wykonania .
¢ Niech t= B+1.
Pytanie, czy istnieje taka funkcja f(i), ze z < t.

Zauwazmy, iz catkowity czas trwania wszystkich zadarh wynosi m' \+m B+(m’-m) B =
w’(B+l). Zatem $redni czas trwania zadan przypisanych do pojedynczej ramy wynosi doktad-
nie B+l — . Jesli wiec odpowiedZ na powyzsze pytanie brzmi TAK, to kazda rama bedzie

zawiera¢ zadania, ktérych catkowity czas trwania wynosi B + 1. W takim przypadku
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« kazda rama zawiera doktadnie jedno zadanie o okresie 1ijednostkowym czasie trwania;
¢ m'- mram zawiera duze zadania o czasie trwania rownym B.
Zatem, zbiér A moze by¢ rozdzielony pomiedzy m ram (roztgcznych podzbioréw), a kazda
rama (podzbidr) zawiera zadania o catkowitym rozmiarze réownym B. W takim razie odpo-
wiedz na problem tréjpodziatu takze brzmi TAK.

Teraz zatozmy przypadek odwrotny, tj. odpowiedz na problem tréjpodziatu brzmi TAK.
W takim razie mozna dokona¢ nastepujacej alokacji:
¢ zadania o okresie lijednostkowym czasie trwania przypisujemy do kazdej ramy;
e zadania o czasie trwania B przypisujemy do m' - m losowo wybranych ram;
» zadania odpowiadajace podzbiorom A|, A2l..., Amprzypisujemy do pozostatych m ram.
Uwzgledniajgc powyzszg alokacje, odpowiedz dla wersji decyzyjnej problemu cyklicznego
obcigzenia rowniez brzmi TAK.

Przedstawiona transformacja ma ztozono$¢ wielomianowa, bowiem m" i 2m.

EQD

3. Heurystyki zachtanne

W zwigzku z tym, iz problem cyklicznego obcigzenia jest silnie NP-trudny, sensowne wy-
daje sie opracowanie heurystyki, ktéra dawataby rozsgdne rozwigzania, nie lezace zbyt daleko
od optimum. Heurystyka przedstawiona w tym punkcie (algorytm CABT) zwraca szczeg6lng
uwage na alokacje zadan o najwiekszych czasach trwania. Aby zrozumie¢ ideg¢ dziatania tejze
heurystyki, rozpatrzmy prosty przyktad. Niech dany bedzie zbior | = {Ti, T2, 73, T4}. Zadania
z tego zbioru zdefiniowane sg nastepujaco: di=50, pi=2; d2=48, p2=2; d3=90, p3=4; d4=80,
p4=4. W celach poréwnawczych wykorzystano dwie z o$miu heurystyk Drora [9]:

* Heurystyka NDP (ang. non-decreasing period). Posortuj zadania wedtug niemalejgcej
wartosci ich okresu pi (w przypadku jednakowych wartosci p, sortuj wedtug nierosnacej
wartosci czaséw trwania di). Kolejno przydzielaj posortowane zadania do ram, wybierajac
za kazdym razem najmniej obcigzong rame.

« Heurystyka NID (ang. non-increasing duration). Posortuj zadania wedtug nierosnacej
wartosci ich czaséw trwania di (w przypadku jednakowych wartosci d, sortuj wedtug nie-
malejacej wartosci okresow pi). Kolejno przydzielaj posortowane zadania do ram, wybie-

rajgc za kazdym razem najmniej obcigzong rame.
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Niestety zaréwno strategia NDP, jak i NID dajg rozwigzania, ktdre sg dalekie od optimum

(warto$¢ z wynosi 138 - patrz rys. 1).

Ramy dla NDP Ramy dla NID Ramy dla CABT
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
50 50 90 90
48 48 80 80
90 50 50 50 50
80 48 48 48 48

Rys. 1. Przyporzadkowanie zadan do ram dla strategii NDP, NID oraz CABT
Fig. 1. Assignment of tasks to frames for NDP, NID and CABT strategies

Strategia NDP faworyzuje zadania o krotkich okresach, nawet jesli posiadajg one nie-
wielkie czasy wykonania. To powoduje, iz w momencie, gdy nalezy przydzieli¢ wigksze zada-
nia o dtuzszych okresach, to nie majuz wtedy wolnych ram i zadania te muszg wspotdzieli¢
ramy z zadaniami rozlokowanymi wcze$niej. Prowadzi to do niezadowalajacych rozwigzan.
Wydawatoby sie, iz strategia NID, ktora rozpatruje najpierw duze zadania, powinna dawac
lepsze wyniki. Niestety przydziela ona duze zadania o dtugich okresach do pierwszych wol-
nych, nastepujacych po sobie, ram. Wdwczas zadania o krdtszych okresach musza zosta¢
przydzielone do ram, w ktérych znajdujg sie juz zadania o okresach dtuzszych. Zatem takze i
ta strategia prowadzi do rozwigzan dalekich od optimum. Rozsadne wydawatoby sie zatem
alokowanie najpierw duzych zadan, ale nalezatoby unika¢ przydzielania ich do ram nastepuja-
cych po sobie (nalezy je w miare mozliwosci przydziela¢ do nic zajetych ram, ktére sg maksy-
malnie od siebie oddalone). Idea polega na przegladaniu ram dla zadania o okresie p(i) £ 4 w
specyficznej kolejnosci:

0,
1P,

7Pi.  4Pi
\P,, \Pi, 7P, 7P,

iPi, jrPi, ¢iPi, len W vap,
y
2, 6, 10, 14, Pt-2,
1

Ramy, ktdre nie beda sprawdzane podczas takiego przeszukiwania, posiadajg numery: 3, 5, 7,
9 itd. Jezeli proces przeszukiwania zakoAczy sie na ramie o numerze 1, oznacza to, iz tylko

ramy o numerach 3, 5, 7, ... moga by¢ wolne. W tym momencie nalezy kontynuowa¢ alokacje
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zadan do ram uzywajac zwyktej reguty wyboru najmniej obcigzonej ramy. Powyzsza sekwencje

przeszukiwania mozna opisa¢ za pomocg nastepujacych wzoréw rekurencyjnych:

n0=0
n, =p,/2
_ p ) (3.1)
YT peweragy O 0
N, . =N, + - e dla j>1

2%t 3 2-Power2(2j)’

Taka strategia przeszukiwania zostata zaadaptowana w algorytmie CABT przedsta-
wionym ponizej (rozwiazanie znalezione przez ten algorytm zostato zaprezentowane na rys. 1
- w tym przypadku z = 98). Drugg istotng cechg algorytmu CABT jest branie pod uwage cate-
go horyzontu czasowego. W odrdznieniu od algorytméw zaproponowanych w [9], algorytm
CABT przy wyborze najmniej obcigzonej ramy dla danego zadania T; o okresie p, rozpatruje
nie tylko ramy o numerach 0, 1, 2,..., pi-1, ale takze ramy p;, pr+T, ..., P-l1 (patrz krok 5 algo-
rytmu CABT). Aby pokaza¢, jak istotne jest rozpatrywanie wszystkich ram w horyzoncie cza-
sowym P, rozpatrzmy prosty przykfad. Niech dane bedg 4 ramy o numerach 0, 1, 2 oraz 3,
ktorych obciazenie wynosi odpowiednio: 60, 70, 90 i 70. Sprobujmy uszeregowac zadanie o
okresie p,=2 i czasie trwania d,=20. W przypadku rozpatrywania ram tylko z okresu zadania
(czyli ram o numerach 0 i |) zadanie takie nalezatoby umiesci¢ w ramie o numerze 0 (jest ona
mniej obcigzona niz rama 1). Otrzymana warto$¢ z wynosi wéwczas 110 (jest to obcigzenie
ramy 2). Z globalnego punktu widzenia (rozpatrujagc ramy o numerach od 0 do 3) znacznie
korzystniej jest przydzieli¢ takie zadanie do ramy 1- woéwczas otrzymana warto$¢ z wynosi
90.

Algorytm CABT (ang. Carefully AssiguedBig Tasks).

1. Niech m = jl|. Przygotuj P = max{pi, p2 ..., pm} pustych ram ponumerowanych liczbami 0,
1,...,P-1.

2. Przyporzadkuj do kazdej z ram wszystkie zadania o okresie p; = 1 (jezeli p, = 1to f, = 0).
Jedli dana rama zawiera tylko i wylacznie zadania o okresie 1, to rame takg nazywamy qu-
asi-pustg.

3. Posortuj wszystkie zadania o okresach p; > 2 wedtug nierosnacych wartosci ich czaséw
trwania di i umies¢ je na liscie L. W przypadku zadan o tych samych wartosciach dj, upo-
rzadkuj je wedtug niemalejacych wartosci ich okreséw p-.

4. Powt6rz nastepujace kroki:
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(a)Niech Ti oznacza pierwsze zadanie na liscie L.

(b) Znajdz najmniejsze takie j, ze rama njjest pusta (patrz wzor 3.1).

(c) Przyjmij, ze fi = nj, usun zadanie T; z listy L oraz uaktualnij wszystkie ramy o nu-
merach gi) + k *pi (gdzie k=0, 1, ..., P/pi - 1) alokujac w nich zadanie Ti.

(d) Powtarzaj kroki od (a) do (c), jak dtugo nj* 1i lista L niejest pusta.

Przydziel pozostate zadania z listy L do ram wybierajac za kazdym razem najmniej obcig-

zong rame. Dokfadniej moéwigc, niech o(t) oznacza catkowity rozmiar zadan przydzielo-

nych do ramy o numerze t (te{0, 1, ..., P-1}). Poczynajac od pierwszegozadania na liscie

L, dlakazdego z kolejnych zadan Ti nalezy znalez¢ takie (pe{0, 1, ..., pi- 1}zec(<p +k

Pi) jest minimalne dla wszystkich wartosci k ze zbioru {0, 1, ..., P/p; - 1}. Nastepnie

przyjmij fj = mp i uaktualnij wszystkie ramy o numerach fi + k «p,.

4. Eksperymenty obliczeniowe

W celu przetestowania zachowania sie¢ algorytmu CABT zostat on poréwnany z algoryt-

mami NDP oraz NID na losowo generowanych instancjach testowych. Zostaty przeprowadzo-

ne dwa rodzaje testow:

Pierwszy z nich bazowat na tescie opisanym w [9], W naszym przypadku instancja testowa
sktadata sie z 50 zadan. Czas trwania di pojedynczego zadania byt liczba catkowitg losowa-
ng z przedziatu [10, X], gdzie X = 5£+10, £eN (przeprowadzono testy dla wartosci k = 0,
1, ..., 50). Okresy p;= 2Jwszystkich zadan byty takze losowane dlaje {2, 3, 4, 5}. Ponad-
to, w celu uzyskania doktadniejszych wynikéw zdecydowaliSmy sie generowa¢ po 100 in-
stancji dla kazdej z przyjetych wartosci k, a nastepnie obliczy¢ warto$¢ Srednig (w [9] kaz-
dy eksperyment sktadat sie tylko z 25 losowych instancji).

Drugi test prébowat uwzgledni¢ rzeczywistg sytuacje, gdy zadania o krotszych okresach sa
mniejsze (czas trwania jest krotszy). Takie zadania sg zwykle krytyczne dla pracy catego
systemu silnie uwarunkowanego czasowo i muszg by¢ wykonane czesto i szybko. W tym
teScie czas trwania dj pojedynczego zadania byt liczbg catkowitg losowang z przedziatu
(ak;, ki], gdzie ae(0,5; 1] i k; = 10 mp;. Podobnie jak w poprzednim tescie pojedyncza in-
stancja sktadata sie z 50 zadan o okresach pi = 21dla wartosci j losowanych ze zbioru {2, 3,

4, 5}. Takze tutaj dla kazdej wartosci a zostato wygenerowanych 100 instancji a nastepnie
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na podstawie tak otrzymanych wynikéw obliczono odpowiednie warto$ci $rednie: zcabt,

Zndp OraZ znta-
Wyniki uzyskane w trakcie testow prezentujg wykresy 1i 2. Dla algorytmu przyblizonego alg
mozna zdefiniowac bad przyblizenia edg zdefiniowany jako eltl = (zllg- z")IzOt Niestety,
znalezienie wartosci zgd jest bardzo czasochtonne (problem jest silnie NP-trudny). Zatem
uwzgledniajac fakt, ze: z,pt > g,v mozna estymowac biad przyblizenia eae za pomocg btedu E,\e
zdefiniowanego jako:

falg ~ (Z.lg —g.v) / g.v
gdzie g,vjest to $rednie obcigzenie pojedynczej ramy zadaniami (suma wszystkich instancji
zadan w uszeregowaniu podzielona przez liczbe ram). Oczywiscie, prawdajest, ze E,ie> eag
Obserwujac wykresy 1i 2 tatwo zauwazy¢, iz algorytm CABT jest znacznie lepszy od

algorytméw NDP oraz NID (btad dla algorytmu CABT nie przekracza 5% w pierwszym i 14%
w drugim tedcie). W przypadku algorytméw NDP oraz NID bledy te sg znacznie wieksze i
wynoszg odpowiednio: okoto 10% dla pierwszego i 40% dla drugiego testu. Ponadto za-
uwazmy, ze algorytmy NID oraz NDP zachowujg si¢ o wiele lepiej (dajg lepsze wyniki) dla
instancji testowych, w ktdérych zadania majg zblizone rozmiary. Algorytm CABT z kolei dziata

sprawniej, gdy rozmiary zadan w takiej instancji sg zréznicowane.

ZalgyZavg

10 25 40 55 70 85 100 115 130 145 160 175 190 205 220 235 250

Rys 2. Zalezno$¢ btedu wzglednego E od ilorazu max{ T;}/min{T;}
Fig. 2. Relative error E vs. the ratio max{Ti}/min{T;}
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Rys. 3. Zaleznos$¢ btedu wzglednego E od wspotczynnika a
Fig. 3. Relative error E vs. factor a

5. Zakonczenie

Wobec silniej NP-trudnosci rozpatrywanego problemu w artykule zaproponowano pro-
stg heurystyke zachtanng, ktora starannie rozmieszcza zadania o diugim czasie trwania i roz-
patrujezawsze caty horyzont czasowy, a nie tylko pierwszy okres zadania. Z przeprowadzo-
nych eksperymentow wynika, ze jest to ciekawa heurystyka, dajaca czesto lepsze wyniki niz
znane do tej pory heurystyki zachtanne dla tego problemu. Co wiecej, okazato sie, ze zastoso-
wana do praktycznego problemu szeregowania zadan w samolocie F-16 [10] data optymalne

rozwigzanie w bardzo krotkim czasie.
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Recenzent: Prof.dr hab.inz. Jozef Grabowski
Abstract

In many real time systems such as air craft controller, power plan controller etc. there
are tasks (activities) which are periodic by nature: they have to be repeated with a given fre-
quency or with a given period which is the reciprocal of a frequency. Some of these tasks are
mission critical: they have to be completed on time or otherwise some expensive equipment or
even human live will be in danger. Such tasks are called hard real-time tasks and they have to
be scheduled accordingly.

One of possible approaches to scheduling hard real-time tasks is minimisation of peri-
odic loading. That approach has been proposed by Schweitzer, Dror and Trudeau [9], Proces-
sor time is split into a number of equal size intervals called frames. Assume each frame is t
time units wide. If a task T; has a period 7i (7tj > x), it has to be performed every p; frames,
where pi= Lzri/xJ. Let f; denote a phase of a task Tj, i.e. T; is performed in every time frame ofa
number ft + kpi, where k=0, 1, 2,... Now one can schedule a set of tasks by finding for each
task Ti such a phase ft that for every time frame, total execution time of all the tasks assigned
to that frame is not greater than t. To make the problem simpler one can assume that periods
of tasks form a geometrical progression of a quotient 2 (such an assumption has been taken
e.g. in [2, 4-9]).

In the paper the problem of scheduling hard real-time tasks by minimisation of periodic
loading is investigated. It is shown that the problem is strongly NP-hard. As a consequence,
practically there is no chance offinding polynomial or pseudo-polynomial algorithm for the

problem. Thus, a greedy heuristic algorithm (CABT) is proposed, which is simple enough and
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effective. It improves the non-decreasing duration strategy [9] by careful assignment of big
tasks and by minimisation of maximal load globally, i.e. for the whole time horizon, instead of

minimising it locally taking into account only the first p; frames.



