ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1998
Seria: AUTOMATYKA z. 123 Nr kol. 1389

Robert JANCZEWSKI
Politechnika Gdanska

EFEKTYWNE WYZNACZANIE OPTYMALNEGO ROZWIAZANIA PROBLEMU
PRZYDZIALU CZESTOTLIWOSCI DLA NIEKTORYCH KLAS GRAFOW
INTERFERENCIJI

Streszczenie. Problem przydziatu czestotliwosci mozna zdefiniowa¢ nastepujgco. Na
pewnym obszarze znajduja sie nadajniki, ktérym trzeba przydzieli¢ czestotliwosci tak,
aby nie zaktocaty sie podczas nadawania. To zagadnienie modeluje sie na gruncie teorii
graféw za pomoca dwoch pojeé: T-kolorowania i grafu interferencji. W niniejszej pracy
przedstawimy wielomianowy algorytm generujacy optymalne T-pokolorowania dla
pewnej klasy grafow interferencji, zawierajgcej w sobie m.in. kaktusy i drzewa
wielokatowe.

EFFICIENT FINDING OF AN OPTIMAL SOLUTION OF THE FREQUENCY
ASSIGNMENT PROBLEM FOR SOME CLASSES OF INTERFERENCE
GRAPHS

Summary. The frequency assignment problem can be defined as follows. There are
several transmitters situated in a region. To each transmitter a channel is to be assigned
in such a way that no two of them interfere during transmitting. This problem can be
formulated in terms of T-colorings of graphs and interference graphs. In this paper we
present a polynomial algorithm for finding optimal T-colorings for a special class of
interference graphs containing cacti and polygon trees.

1. Wprowadzenie

Przypusémy, ze na pewnym obszarze znajduje sie grupa nadajnikow radiowych, ktérym
trzeba przydzieli¢ czestotliwosci w taki sposéb, aby nie zakidcaty sie podczas nadawania.
Powstajg naturalne pytania— jak to zrobi¢? Jaka bedzie minimalna szeroko$¢ wykorzystanego
pasma czestotliwosci? Tak sformutowane zagadnienie to tzw. problem przydziatu
czestotliwosci.

Rozwigzaniem tego problemu jest dowolna funkcja przyporzadkowujaca nadajnikom
czestotliwosci w taki sposob, aby nie zaktdcaty sie podczas nadawania. Rozwigzanie nazwiemy
optymalnym, gdy szeroko$¢ wykorzystanego przez nie pasma czestotliwosci bedzie

najmniejsza z mozliwych. tatwo jest znalez¢ jakie$ rozwigzanie tytutowego problemu, ale
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trudno jest znalez¢ chociaz jedno optymalne — wyszukiwanie optymalnych rozwigzan to juz
zagadnienie NP-trudne [3].

Problem przydziatu czestotliwosci tatwo modeluje sie na gruncie teorii grafow —
wystarczy zastgpi¢ rzeczywiste czestotliwo$ci liczbami catkowitymi, utworzy¢ odpowiedni
zbior odlegtosci zakazanych oraz graf interferencji, a nastepnie znalez¢ przynajmniej jedno z
optymalnych 7'-pokolorowan tego grafu. Dysponujac takim pokolorowaniem, mozna
odpowiedzie¢ na obydwa postawione na poczatku tego punktu pytania.

W dalszej cze$ci niniejszej pracy bedziemy zajmowac sie tylko tym modelem i jego
wiasnos$ciami. Zaczniemy od przypomnienia definicji podstawowych poje¢ w nim
wystepujacych — grafu interferencji, zbioru odlegtosci zakazanych, '/-pokolorowania i T-
rozpietosci grafu — oraz ich zwigzkéw z naszym problemem. Nastepnie zdefiniujemy tzw.
grafy kolczaste i omoéwimy ich wiasnosci. Na koncu podamy wzor pozwalajagcy efektywnie
wyznacza¢ T-rozpietosci grafow kolczastych i opiszemy algorytm generowania optymalnych

T-pokolorowan dla tych graféw.

2. Podstawowe definicje

Grafem interferencji nazywamy graf, ktérego wierzchotkami sg wspomniane nadajniki,
a krawedzie tgcza tylko te z nich, ktdre mogtyby zaktdcac sie (interferowaé z sobg) podczas
nadawania, gdyby przydzieli¢ im te same lub zblizone czestotliwosci. W strukturze tego grafu
zawarte sg informacje o wzajemnym potozeniu nadajnikéw i innych czynnikach mogacych mie¢
wplyw na zjawisko interferencji. Grafy interferencji bedziemy oznaczali symbolami G, G\ i Gi,
zbiory ich wierzchotkdw odpowiednio symbolami V, W i Vi, a zbiory krawedzi E, E\ i £ 2.

Zbiér odlegtosci zakazanych T to dowolny skofczony, niepusty i zawierajacy 0
podzbio6r zbioru liczb catkowitych nieujemnych. Zbiér odlegtosci zakazanych dobiera sig tak,
aby spetnienie warunku |/'~j\6 T gwarantowato nam, ze mozna bezpiecznie — bez
interferencji — przydzieli¢ dowolnej parze nadajnikdw czestotliwosci i,j.

T-pokolorowaniem grafu G nazywamy dowolng funkcje ¢V —Z, ktora
wierzchotkom sasiadujacym przyporzadkowuje liczby catkowite o odlegtosci nie nalezacej do
zbioru odlegtosci zakazanych T. Konkretne pokolorowanie grafu interferencji jest
odpowiednikiem rozwigzania problemu przydziatu czestotliwo$ci. Przypomnijmy, ze liczby,

jakie pokolorowania przypisujg wierzchotkom, nazywamy kolorami.
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Rozpietoscig T-pokolorowania ¢ nazywamy liczbe sp(c) = max{|c(«)-c(v)|: ti,ve V).
Odpowiednikiem rozpietosci pokolorowania w tytutowym problemie jest rozpigtos¢
wykorzystanego pasma czestotliwosci. T-rozpigloscia grafu G, oznaczang symbolem spr(G),
nazywamy najmniejszg z rozpietosci jego 7-pokolorowar. 7-pokolorowanie cjest optymalna,
wtedy i tylko wtedy, gdy sp(c)~ spT(G). Jasne jest, ze pokolorowania optymalne sg

odpowiednikami optymalnych rozwigzar problemu przydziatu czestotliwosci,

3. Grafy kolczaste

Aby méc poprawnie zdefiniowac klase graféw kolczastych, musimy wprowadzi¢ dwie
pomocnicze operacje — sklejenie przez wierzchotek i sklejenie przez krawedz.

Niech Gi, G-i beda grafami posiadajgcymi doktadnie jeden wierzchotek wspélny v.
Powiemy, ze graf G powstat w wyniku sklejenia grafow Gi, G2 przez wierzchotek v, wtedy i
tylko wtedy, gdy V=V,uV2 i E =E,cj£2. Dla przykltadu graf z rysunku 1 powstat w
wyniku sklejenie dwéch cykli przez wierzchotek v.

Graf G powstaty na skutek sklejenia dwoch graféow przez wspolny wierzchotek fatwo
jest narysowac. Wystarczy na osobne Kkartki papieru nanies$¢ sklejane grafy G\, G2, a nastepnie
natozy¢ kartki na siebie tak, aby pokryt sie tylko wspdlny wierzchotek v. Na otrzymanym
rysunku bedzie znajdowat sie graf G.

Niech Gi, G: bedg grafami posiadajacymi doktadnie dwa wierzchotki wspélne u, v.
Zatézmy takze, ze wierzchotki te sgsiaduja z sobg w obydwu rozwazanych grafach. Powiemy,
ze graf G powstat w wyniku sklejenia graféw G\, G2 przez krawedZz {u, v} wtedy i tylko
wtedy, gdy V=V "V 2 i £:£,vj£2. Dla przyktadu graf z rysunku 2 powstat na skutek

sklejenia dwéch cykli przez krawedz {u, v).

Rys. 1. Kaktus, ktory powstat w wyniku sklejenia dwéch cykli przez wierzchotek v
Fig. L A cactus created by concatenation of two cycles by vertex v
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Rys.2. Drzewo wielokgtowe powstate w wyniku sklejenia dwéch cykli przez krawedz {u,v}
Fig,2. A polygon tree created by concatenation of two cycles by the {jr,v} edge

Graf G powstaly na skutek sklejenia dwoch graféw przez wspdlng krawedz mozna
tatwo narysowac, stosujgc metode podobng do podanej wczesniej przy operacji sklejania przez
wierzchotek, Wystarczy na osobne kartki nanies¢ sklejane grafy Gi, Gj, a nastepnie natozy¢
kartki na siebie tak, aby pokryfa sie tylko wspdlna krawedz {w, v}. Na otrzymanym rysunku
bedzie znajdowac sie graf G.

Przyjmijmy nastepujaca umowe. Piszac, ze graf G powstat w wyniku sklejenia grafow,
bedziemy mieli na mysli, ze powstat w wyniku sklejenia przez wierzchotek lub krawedz.

Dysponujac juz pojeciem sklejenia graféw, mozemy zdefiniowa¢ klase grafow
kolczastych jako najmniejsza klase graféw zawierajaca w sobie wszystkie cykle, $ciezki i
zamknietg ze wzgledu na operacje sklejania grafow.

Z powyzszej definicji wynika od razu, ze grafy przedstawione na rysunkach 1i 2 to
grafy kolczaste. Nietrudno jest takze zauwazy¢, ze kazde drzewo i kaktus jest grafem
kolczastym. Drzewo jest grafem kolczastym, bo mozna je utworzy¢ sklejajac przez
wierzchotek pewng liczbe Sciezek. Kaktus jest grafem kolczastym, bo jak wykazano w raporcie
[2], mozna go utworzy¢ sklejajac przez wierzchotek pewng liczbe cykli i sciezek.

Inny przyktad graféw kolczastych stanowig tzw. drzewa wielokatowe (patrz np. [4]).
Klase drzew wielokatowych mozna zdefiniowac jako najmniejszg klase graféw zawierajgca w
sobie wszystkie cykle i zamknietg ze wzgledu na operacje sklejania grafow przez krawedz.
Grafz rysunku 2 stanowi przyktad drzewa wielokgtowego.

Grafy kolczaste majg kilka interesujagcych wiasnosci. Po pierwsze, wszystkie grafy
kolczaste sg spojne, bo w wyniku sklejania spdjnych graféw otrzymujemy grafy spojne. Po
drugie, podgraf grafu kolczastego jest grafem kolczastym, wtedy i tylko wtedy, gdy jest

spojny. Po trzecie, kazdy niepusty graf kolczasty jest dwudzielny lub tréjdzielny. Po czwarte,
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kazdy graf kolczasty mozna otrzyma¢ w wyniku sklejenia skoriczonej liczby cykli i Sciezek.

Ten ostatni fakt bedzie miat dla nas olbrzymie znaczenie.

4. Optymalne kolorowanie cykli

Jak to zostanie pokazane w punkcie nastepnym, zagadnienie wyznaczania /-rozpietosci
dowolnego grafu kolczastego mozna sprowadzi¢ do wyznaczania /-rozpietosci cykli i to w
taki sposob, ze jezeli bedziemy potrafili efektywnie oblicza¢ /-rozpieto$¢ cykli, to bedziemy
potrafili efektywnie wyznacza¢ 7-rozpietosci wszystkich grafow kolczastych. W niniejszym
punkcie wykazemy, ze zaréwno /-rozpietos¢, jak i formuta opisujaca optymalne /-
pokolorowanie dowolnego cyklu mogga by¢ wyznaczone w statym (niezaleznym od liczby jego
wierzchotkéw) czasie!

Cykle parzyste, jako grafy dwudzielne, majg rozpieto$¢ rowng min 7', gdzie Z=N\T
jest uzupetnieniem zbioru odlegtosci zakazanych Z Optymalne pokolorowanie skonstruowaé
mozna nastepujaco — wystarczy uporzadkowaé wierzchotki w takiej kolejnosci, w jakiej
wystepuja w cyklu i cyklicznie kolorowa¢ wierzchotki o nieparzystych numerach kolorem 0, a
wierzchotki o parzystych numerach kolorem min Z.

Cykle nieparzyste stanowig daleko trudniejszy przypadek. Jak wykazano w raporcie
[2], ciag /"-rozpietosci spT(C2nti) jest nierosngcy, ograniczony z dotu i staty poczawszy od
n = ["|/|/2"|. Zatem, aby wyznaczy¢ /-rozpieto$¢ dowolnego cyklu nieparzystego, wystarczy
zna¢ T7'-rozpietosci cykli nieparzystych posiadajacych 3,5 , 2["|7j/2"|-1 i 2f|7~/ 27-t-1
wierzchotkéw. Zauwazmy, ze liczba tych cykli jest zalezna tylko od mocy zbioru odlegtosci
zakazanych Z Zatem kolorujac je optymalnie dowolng metoda, mozemy uzyska¢ /'-rozpietos$¢
dowolnego cyklu w czasie niezaleznym od liczby jego wierzchotkéw. Co wiecej, znajac te
pokolorowania, mozemy skonstruowaé¢ optymalne /*pokolorowanie dla dowolnego wiekszego
cyklu, stosujgc metode wydtuzania pokolorowania opisang ponizej.

Istotne znaczenie w dalszych rozwazaniach bedzie miatlo nastepujace zagadnienie.
Powiedzmy, ze dysponujemy pewnym 7-pokolorowaniem cyklu C2r*- Powstaje pytanie — czy
istnieje /-pokolorowanie cyklu C2”vn o tej samej rozpietosci korzystajgce z tych samych
kolorow co dane pokolorowanie? Okazuje sig, ze odpowiedZ jest zawsze twierdzaca, a to
pokolorowanie mozna skonstruowaé nastepujgco. Wystarczy ponumerowaé wierzchotki

wiekszego z rozwazanych cykli w takiej kolejnosci, w jakiej wystepujg w cyklu, pierwsze
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2w+1 z nich pokolorowac tak, jakby byly w mniejszym z rozwazanych cykli, a pozostate

cyklicznie kolorowaé kolorami, jakie otrzymaty wierzchotki o0 numerach 2n i 2n +1.

5. T-rozpieto$¢ dowolnego grafu kolczastego

Grafy kolczaste bedace grafami dwudzielnymi niepustymi majg rozpieto$¢ réwna
min T i koloruje sie je tak, jak wszystkie inne grafy dwudzielne. Dlatego tez w dalszych
rozwazaniach skupimy sie na grafach kolczastych, kt6re nie sg dwudzielne.

Zatézmy, ze G jest grafem kolczastym. Wiadomo wowczas, ze G powstat na skutek
sklejenia pewnej skonczonej liczby Sciezek i cykli. Jezeli G nie jest grafem dwudzielnym, to co
najmniej jeden z tych cykli jest nieparzysty. Niech 2/+1 bedzie liczbg wierzchotkéw
najmniejszego z cykli nieparzystych, z ktérych powstat rozwazany graf G. Wykazemy, ze

spT(G) =spT(CIM)

To, ze T-rozpieto$¢ cyklu C... nie przekracza T-rozpietosci danego grafu, jest
oczywiste, bo ten cykl jest podgrafem grafu G. Wystarczy zatem pokazac, ze istnieje T-
pokolorowanie grafu G o rozpietosci rownej sp7(C,,.,).

Konstrukcje tego pokolorowania poprzedzimy wprowadzeniem pewnych oznaczen.
Niech Gi,G,,...,Gt bedzie ciggiem S$ciezek i cykli, z ktérych sklejenia powstat graf G,
ustawionych w takiej kolejnosci, w jakiej trzebaje skleja¢, aby otrzymac graf G. Niech c bedzie
optymalnym T-pokolorowaniem cyklu Cwi-

Jezeli graf Gi jest dwudzielny, tzn. jest Sciezkg lub cyklem parzystym, to wybieramy
dowolne dwa z koloréw przydzielonych przez pokolorowanie ¢ sgsiadujagcym wierzchotkom i
kolorujemy nimi rozwazany graf nastepujgco — dzielimy zbiér wierzchotkéw na dwa zbiory
tak, aby wierzchotki nalezagce do tego samego zbioru nie sgsiadowaly' z sobg, a nastepnie
wierzchotki pierwszego zbioru kolorujemy pierwszym z wybranych koloréw, a wierzchotki z
drugiego zbioru drugim z wybranych kolorow. Jezeli graf Gi nie jest dwudzielny, to musi by¢
cyklem nieparzystym o liczbie wierzchotkdw nie mniejszej niz 2/+ 1. Kolorujemy go
pokolorowaniem ¢ wydtuzonym tak, jak to opisano w punkcie poprzednim. Oczywiste jest, ze
w kazdym przypadku otrzymamy legalne T-pokolorowanie grafu Gi o rozpietosci nie
przekraczajacej rozpietosci pokolorowaniac, tj. liczby spT(C1M).

Zaldzmy, ze pokolorowalismy juz graf powstaty przez sklejenie grafow' G,,G:,...,GJ,

gdzie s < k. Pokazemy, jak wydtuzy¢é to pokolorowanie na graf powstaty przez doklejenie
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jeszcze jednego grafu — grafu Gs*i. Oczywiste jest, ze wystarczy tylko wskaza¢ sposob
pokolorowania nowych wierzchotkéw,

Jezeli G,.: jest grafem dwudzielnym, to spos6b kolorowania zalezy od tego, czy
doklejamy go przez krawedz, czy wierzchotek. Jezeli doklejamy go przez krawedz {u, v}, to
wystarczy wzigé kolory przydzielone juz wierzchotkom u i v i pokolorowac pozostatg czesé
tego grafu tak, jak opisano to w przypadku dwudzielnego grafu G\. Jezeli doklejamy go przez
wierzchotek u, to kolor ¢, przydzielony wierzchotkowi u spetnia réwnanie c, = c(v), gdzie v
jest jednym z wierzchotkéw cyklu Ca+i. Wystarczy teraz wzig¢ kolor c, oraz kolor
przydzielony przez ¢ dowolnemu sasiadowi wierzchotka v i pokolorowa¢ pozostatg czes¢ tego
grafu tak, jak opisano to w przypadku dwudzielnego grafu G\.

Jezeli G,h nie jest dwudzielny, to musi by¢ cyklem nieparzystym o liczbie
wierzchotkow nie mniejszej niz 2/+ 1. Niezaleznie od tego, czy doklejamy rozwazany graf
przez wierzchotek, czy przez krawedz, to jego czeSciowe pokolorowanie (pokolorowany jest
juz jeden wierzchotek lub dwa) da sie zawsze wydtuzyé, do pokolorowania bedacego
wydtuzeniem pokolorowania c. Wykorzystujagc to pokolorowanie kolorujemy pozostata czes¢
rozwazanego grafu.

W obydwu przypadkach otrzymamy legalne 7-pokolorowanie grafu powstatego przez
sklejenie grafow G,,G2....G,,. Co wiecej, jego rozpietoS¢ nie przekroczy spT(C1M).
Wykonujac powyzszy krok k -1 razy, otrzymamy szukane pokolorowanie.

Powyzsze rozumowanie zawiera w sobie opis algorytmu, ktory optymalnie koloruje
wszystkie grafy kolczaste. Po pierwsze, nalezy sprawdzié¢, czy dany graf kolczasty jest
dwudzielny ijezeli jest, to zastosowac dowolny algorytm do optymalnego kolorowania grafow
dwudzielnych. Jezeli nie jest grafem dwudzielnym, to nalezy roztozy¢ go na cykle i Sciezki, z
ktorych sklejenia powstaje, wyznaczy¢ liczbe | oraz optymalne /'-pokolorowanie cyklu C21*i.
Nastepnie stosujagc metode opisang powyzej kolorujemy dany graf. Wszystkie kroki
wykonywane w powyzszym algorytmie majg ztozono$¢ wielomianowa, wiec i sam algorytm

ma ztozonos$¢ wielomianowa.
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Abstract

The frequency assignment problem can be defined as follows. There are several
transmitters situated in a region. To each transmitter a channel is to be assigned in such a way
that no two of them interfere during transmitting. In this paper we study one of the models of
the problem. The model we study is based on the notions of 7-colorings and interference
graphs. Given a finite set T of nonnegative integers containing (0), a 7-coloring of graph
G = (V,E) is an integer function c defined on the vertex set of G, such that if {w,v} e£(G)
then |c(u)-c(v)|g 7\ Interference graph is a pair (V, £), where V is a set of all transmitters
and £ is a set of pairs {«, v}, where u and v are transmitters that interfere. In this paper we
define a new class of interference graphs, which we call thorny. Every tree, polygon tree and
cacti is a thorny graph. Then we present a polynomial time algorithm for finding optimal 7-

colorings of thorny graphs.



