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OPTYMALIZACJA PRZYDZIALU ZASOBOW CIAGLYCH I DYSKRETNYCH
W KOMPLEKSIE OPERACJI NIEPODZIELNYCH

Streszczenie. W niniejszej pracy rozwaza sie zbior operacji niepodzielnych, w ktérym
okreslono relacje czeSciowego porzadku oraz zbiér zasobéw odnawialnych,
podzielnych w spos6b dyskretny ijeden zaséb podzielny w sposdb cigglty. Chwilowa
szybkos$¢ wykonywania operacji jest ciggta, niemalejacg funkcja ilosci zasobu ciggtego
przydzielonego do tej operacji w danej chwili. Przedstawiono og6lne wiasnosci i
sposoby wyznaczania rozwigzan optymalnych ze wzgledu na czas realizacji catego
zbioru operacji, oraz trzy algorytmy przyblizone wykorzystujagce idee lokalnego
przeszukiwania, ktérych efektywno$¢ poréwnano na podstawie wynikéw eksperymentu
obliczeniowego.

OPTIMIZATION OF CONTINUOUS AND DISCRETE RESOURCE ALLOCATION

IN A PROJECT SCHEDULING PROBLEM WITH NONPREEMPTABLE
ACTIVITIES

Summary. We consider a project consisting of precedence and resource-constrained
activities which require renewable resources of two types: discrete and continuous ones.
The processing rate of an activity is a continuous, nondecreasing and concave function
ofthe amount of a continuous resource allotted to this activity at a time. The problem is
to find an assignment of discrete resources and, simultaneously, a continuous resource
allocation which minimize the project duration. We give basic properties and methods
of constructing optimal schedules and present local search metaheuristics adopted for
the considered problem. Finally, we provide results of computational experiments.

1. Wstep

W niniejszej pracy rozwazamy system typu kompleks operacji, zawierajacy zbior

operacji niepodzielnych oraz zbiér zasobdw ztozony z m zasobédw odnawialnych, podzielnych

w sposob dyskretny ijednego zasobu podzielnego w sposob ciaggly. W zbiorze operacji jest

okres$lona relacja czesciowego porzadku, okreslajgca ograniczenia kolejnosciowe. Model

operacji ma posta¢ ciagtej, niemalejacej funkcji szybko$¢ wykonania - ilo$¢ zasobu ciggtego.

Operacja jest scharakteryzowana przez jej model, rozmiar (okre$lajacy zapotrzebowanie na
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przetwarzanie) oraz wektor zadan zasobowych odnos$nie do zasob6w dyskretnych oraz
przedziat dopuszczalnych przydzialéw zasobu ciggtego. Przedstawiono ogdlne wiasnosci
i sposoby wyznaczania rozwigzan optymalnych ze wzgledu na czas realizacji catego zhioru
operacji dla wklestych i wypuktych modeli operacji. Znalezienie optymalnego rozdziatu
zasobu ciggtego dla modeli wklestych wymaga rozwigzania nieliniowego problemu
programowania matematycznego dla kazdego dopuszczalnego ciggu operacji. Poniewaz
liczba tych ciggdw rosnie wyktadniczo ze wzrostem liczby operacji, procedura ta jest wysoce
nieefektywna obliczeniowo. Przedstawiono zatem algorytmy przyblizone, wykorzystujace
rézne koncepcje lokalnego przeszukiwania (przeszukiwanie tabu, symulowane wyzarzanie
i algorytm genetyczny), ktorych efektywno$¢ poréwnano na podstawie eksperymentu
obliczeniowego.

Problemy tego typu dla przypadku zadan niezaleznych z jednym zasobem dyskretnym
(zbidr identycznych maszyn réwnolegtych) byly rozwazane w pracach [7, 9, 10], a dla zadan
zaleznych w pracy [8], W tej pracy uogdlnimy te rozwazania na przypadek m zasobow

odnawialnych, podzielnych w sposob dyskretny.

2. Sformutowanie problemu

Rozwazmy kompleks n operacji w postaci dowolnego grafu acyklicznego w
przedstawieniu wierzchotkowym. Operacje sa niepodzielne i zgdajg do swego wykonania
dwdch Kkategorii zasobéw odnawialnych i ograniczonych: podzielnych w sposéb dyskretny
ipodzielnych w sposéb ciagly. Zaktadamy, ze dostepnych jest m rodzajéw zasobow
dyskretnych i jeden zas6b ciaggty. Liczba jednostek zasobuj, j = 1,2 m, niezbedna do
wykonania operacji i, i- 1,2,...n, jest stata i dana wektorem r, =[r,1r,2,...rim]. Liczba
dostepnych jednostek zasobuj,j= 1 , 2 wynosi Rj. Chwilowa szybko$¢ wykonywania
operacji i zalezy od ilosci zasobu ciggtego w,(f) s 0 przydzielonego do tej operacji w chwili t.
Zalezno$¢ ta jest opisana nastepujgcym réwnaniem:

= 4 " heO] X,(0) =0, X{ChH=XI (1
a
gdzie: x,(/) jest stanem operacji i w chwili I,
w,(i) jest iloScig zasobu ciggtego przydzielonego do operacji / w chwili /,
f jest ciaggta, niemalejacg funkcja, f(0) =0,
C, jest (nieznang a priori) chwilg zakonczenia operacji i,
X- jest stanem koricowym (rozmiarem) operacji i.
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n
Bez utraty ogdlnosci zatozymy, ze £//,Y f\.
i=i
Problem polega na znalezieniu przydziatu zasob6w dyskretnych i zasobu ciggtego do

operacji minimalizujgcego czas wykonania catego zbioru operacji M = max{Cj
i

3. Znajdowanie rozwigzan optymalnych i suboptymalnych

Podzielmy dowolne dopuszczalne uszeregowanie (czyli rozwigzanie przedstawionego
problemu) nap <n przedziatow wyznaczonych przez chwile zakonczenia kolejnych operacji.
Niech Z* oznacza kombinacje operacji wykonywanych w Kk-tym przedziale tego
uszeregowania. Ciggiem dopuszczalnym S nazwiemy cigg kombinacji Z* k=
odpowiadajgcy danemu uszeregowaniu dopuszczalnemu. Aby cigg kombinacji byt
dopuszczalny, muszg by¢ spetnione nastepujace warunki:

1 liczba jednostek zasobu dyskretnego j, j=\,2,...,m, przydzielonych do operacji

w kombinacji Zt, ¢=1,2,...,/?, nie przekracza Rj, to znaczy £ rj <Rj,j =1,.,m,
ieZk

k= 1,...,p,

2. kazda operacja wystepuje co najmniej w jednej kombinacji,
3. ograniczenia kolejnosciowe miedzy operacjami sg spetnione,
4. niepodzielno$¢ operacji jest zachowana.

Ostatni warunek oznacza, ze kazda operacja wystepuje doktadnie w jednej lub tylko
w kolejnych kombinacjach w S.

Odpowiednio rozmiar /-tej operacji ij, /=1,...,», moze by¢ podzielony na czesci
Xk >0i=1 k=1...,p, wykonywane w k-tym przedziale uszeregowania.

Mozna wykaza¢ [10], ze w przypadku wypuktych funkcjif, i = 1,..., n, uszeregowanie
o minimalnej dtugosci mozna otrzymac przez uszeregowanie operacji w kolejnosci zgodnej
z grafem ograniczen kolejnoSciowych, przydzielajgc kazdej operacji calag dostepng ilosé
zasobu ciagtego. W takim uszeregowaniu w kazdej chwili jest wykonywana doktadnie jedna
operacja, co gwarantuje jego dopuszczalno$é réwniez ze wzgledu na ograniczenia zwigzane
z zasobami dyskretnymi. Natomiast w przypadku, gdy funkcje/,, /=1,...,//, sa wkleste,
optymalne uszeregowanie otrzymuje sie przez wykonywanie mozliwie jak najwiekszej liczby
operacji réwnolegle [10], W tym przypadku dla danego ciaggu dopuszczalnego S mozna

znalez¢ optymalny podziat xjk, i=k=\,...,p, rozmiarbw operacji miedzy
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poszczegdlne przedziaty uszeregowania rozwigzujac nastepujacy problem wypukiego

programowania matematycznego:

Problem P. Zminimalizowa¢ M ({**}jt=i)= Y,M*k (xk) 2)
=1
przy ograniczeniach YAk = */» /=12,.,w 3)
keK,
x£>0, i- 12 n\keKj (4)

gdzieM” (xk) jestjedynym dodatnim pierwiastkiem réwnania:
Z/ v 1(xi/M*)=\
ieZk
ktére mozna rozwigza¢ analitycznie dla niektérych funkcji f , waznych z punktu widzenia
zastosowan praktycznych [16].

Zatem uszeregowanie optymalne dla danej instancji mozna wyznaczy¢ znajdujac
optymalne rozwigzanie Problemu P dla kazdego ciggu dopuszczalnego dla tej instancji
i wybierajgc sposréd tych rozwigzan to, ktére ma najmniejszg dtugo$¢. Postepowanie takie
jest jednak nieefektywne obliczeniowo, pomijajgc nawet ztozono$¢ Problemu P, gdyz liczba
ciggow dopuszczalnych rosnie wyktadniczo ze wzrostem liczby operacji. Uzasadnione jest
zatem poszukiwanie dobrych algorytméw przyblizonych. W dalszej cze$ci pracy
zaproponowano adaptacje algorytméw przeszukiwania tabu, symulowanego wyzarzania i
algorytmu genetycznego do rozwigzywania tej klasy probleméw. Wykazano [10], ze aby
znalez¢ rozwigzanie optymalne, wystarczy rozwazac ciggi dopuszczalne o dtugosci n. Zatem
cigg dopuszczalny o dtugosci n nazwano rozwigzaniem dopuszczalnym, a zbior wszystkich
rozwigzan dopuszczalnych stanowi przestrzen przeszukiwang przez rozwazane algorytmy.
Réwniez bez utraty ogo6lnosci mozna przyjaé, ze operacje sg tak ponumerowane, ze jezeli

operacja i poprzedza operacjey, to i <j.
4. Algorytm symulowanego wyzarzania

Algorytm symulowanego wyzarzania nalezy do algorytméw lokalnego przeszukiwania
[2], Algorytm ten zostat po raz pierwszy zastosowany do rozwigzywania problemow
kombinatorycznych w latach osiemdziesigtych [3, 11], co rozpoczeto jego dalsze liczne
zastosowania w tej dziedzinie [1, 12], Przystosowanie algorytmu do rozwigzywania danej

klasy probleméw wymaga ustalenia wartosci parametrow charakteryzujacych tzw. schemat
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chtodzenia, reprezentacji rozwigzania, mechanizmu generowania rozwigzania poczatkowego i
sgsiedniego oraz warunku zakonczenia obliczen. W omawianej implementacji przyjeto
schemat chtodzenia podany w pracy [2], Warunkiem zakonczenia obliczen jest odwiedzenie
ustalonej a priori liczby rozwiazan. Rozwigzanie dopuszczalne jest reprezentowane w postaci
dwach ciggoéw [10], z ktdrych pierwszy okresla kolejno$¢ rozpoczynania operacji (zgodng z
grafem ograniczen kolejnosciowych), a drugi kolejno$¢ konczenia operacji. Informacja
zawarta w drugim ciggu jest wykorzystywana podczas tworzenia rozwigzania dopuszczalnego
tylko wtedy, gdy ze wzgledu na ograniczenia zasobowe wiecej niz jedna operacja musi zosta¢
zakoriczona w jednej kombinacji. Mechanizm generowania rozwigzarn sasiednich gwarantuje

dopuszczalno$¢ wszystkich odwiedzanych rozwiazan.

5. Algorytm przeszukiwania tabu

Algorytm przeszukiwania tabu zostat wprowadzony przez Glovera [4, 5], a przeglad
najnowszych wynikéw mozna znalezé w [6], Podobnie jak w przypadku symulowanego
wyzarzania zastosowanie tego algorytmu wymaga okreSlenia reprezentacji rozwigzania
dopuszczalnego, mechanizmu generowania rozwigzania poczatkowego oraz rozwigzan
sgsiednich, metody sterowania listg tabu i warunku zakonczenia obliczen. W omawianej
implementacji rozwigzanie dopuszczalne jest reprezentowane w postaci «-elementowego
ciggu dopuszczalnego, tj. ciggu kombinacji operacji. Zdefiniowano dwa mechanizmy
generowania rozwigzan sasiednich: zastgpienie i zamiane [10], Zastgpienie polega na
zastgpieniu operacji inng operacja, pod warunkiem ze takie zastagpienie nie narusza ograniczen
kolejnosciowych ani zasobowych. Zamiana pozwala unikna¢ ,zablokowania” procesu
przeszukiwania, gdy ograniczenia zasobowe nie pozwalajg na wykonanie zastgpienia. Polega
ona na zamianie dwo6ch operacji wystepujacych w jednoelementowych kombinacjach w ciggu
dopuszczalnym. Listg tabu steruje sie zgodnie z metodg REM [5], Warunkiem zakonczenia

obliczen jest odwiedzenie okreslonej liczby rozwigzan.

6. Algorytm genetyczny

Przeglad zagadnien zwigzanych ogoélnie z problematyka algorytméw genetycznych
przedstawiono w pracy [14]. W przypadku algorytmu genetycznego nalezy okresli¢ sposéb
reprezentacji rozwigzania dopuszczalnego oraz generowania populacji poczatkowej itzw.

operatoréw genetycznych prowadzacych do kolejnych generacji osobnikéw oraz warunek
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zakonczenia obliczen. W naszej implementacji rozwigzanie dopuszczalne jest reprezentowane
w postaci dwoch ciggéw (chromosoméw). Pierwszy chromosom okre$la kolejnos¢
rozpoczynania operacji. Drugi jest wektorem «-1-elementowym, ktérego wspotrzedne
przyjmuja wartosci ze zbioru: {-«, -n+1,..., -2, -1, 0, 1, 2,.. w-1, n} [10],
Zdefiniowano trzy operatory genetyczne: krzyzowanie, mutacje i zamiane (bedaca pewng
odmiang mutacji). Krzyzowanie polega na wylosowaniu dwo6ch pozycji w drugim
chromosomie rodzicéw i zamianie elementow miedzy wylosowanymi pozycjami. Mutacja
polega na zastgpieniu losowo wybranego dodatniego elementu drugiego chromosomu losowo
wybrang wartoscia ze zbioru {1, 2,..., n - 1, nj. Zamiana polega na zamianie pozycji dwdch
sgsiednich elementéw w pierwszym chromosomie, jezeli nie powoduje to naruszenia
ograniczen kolejnosciowych. Warunkiem zakonczenia obliczeh jest odwiedzenie pewnej

liczby rozwiazan.

7. Eksperyment obliczeniowy

Opracowane algorytmy poréwnano na drodze eksperymentu obliczeniowego
przeprowadzonego dla losowo generowanych instancji.

Wszystkie algorytmy zaimplementowano w jezyku C++ i wykonywano na komputerze
SGI Power Challenge XL z 12 procesorami RISC R8000. Do rozwigzania problemu
programowania matematycznego optymalizujgcego przydziat zasobu ciggtego zastosowano
specjalnie przystosowany solver CFSQP (A C Code for Solving (Large Scale) Constrained
Nonlinear (Minimax) Optimization Problems, Generating Iterates Satisfying All Inequality
Constraints) 2.3 [13], Przyjeto, ze kryterium stopu dla solverd jest spetnione, gdy bez-
wzgledna roznica wartosci funkcji celu w kolejnych iteracjach jest mniejsza lub réwna 10'3.

Porownujac trzy algorytmy (przeszukiwania tabu TS, symulowanego wyzarzania SA
i algorytm genetyczny GA) ustalono wspélne kryterium stopu, zapewniajace (w przyblizeniu)
rbwne naktady obliczeniowe dla kazdego algorytmu. Kryterium tym byta liczba
odwiedzonych rozwigzan. Ustalono, ze algorytm konczy przeszukiwanie po odwiedzeniu
1000 rozwigzan. W przypadku przeszukiwania tabu i algorytmu genetycznego zatrzymanie
programu doktadnie po odwiedzeniu 1000 rozwigzan nie jest mozliwe, gdyz odwiedzajg one
w kazdej iteracji pewien zbi6r rozwigzan. Dla tych algorytméw ustalono, ze zakoncza one

dziatanie zaraz po iteracji, w ktorej odwiedzono tysieczne rozwigzanie.
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Tablica 1
Wyniki eksperymentu obliczeniowego

R Algorytm it Srednie Maksymalne
odchylenie [%>] odchylenie[%]
TS 13 1.3463 12.4451
2 GA 23 0.2513 2.9953
SA 30 0 0
5 TS 10 1.4525 12.5193
GA 16 0.6318 4.9142
SA 30 0 0
10 TS 10 1.5564 12.4451
GA 23 0.1406 2.0287
SA 30 0 0
15 TS 10 1.7217 11.4951
GA 20 0.4741 3.7331
SA 28 0.0100 0.1644

Eksperyment przeprowadzono dla instancji zawierajgcych po 10 operacji zjednym
dyskretnym ijednym ciggtym zasobem ograniczonym. Wygenerowano losowo trzy zestawy

po 30 instancji iR = 2, 5, 10 i 15 odpowiednio w kolejnych zestawach. Modele operacji miaty
posta¢c fj =u/a'. Wartosci a, generowano losowo ze zhioru {1,2} z jednakowym

prawdopodobienstwem. Rozmiary operacji generowano z przedziatu [1, 100] z rozktadem
réwnomiernym. Srednia gesto$é grafu ograniczen kolejnosciowych wynosita 0,5.

Poréwnanie rozwigzan otrzymanych przez poszczeg6lne algorytmy przedstawiono
w tablicy 1 Podano trzy wartosci: $rednie wzgledne odchylenie od najlepszego znalezionego
rozwigzania, maksymalne wzgledne odchylenie od najlepszego znalezionego rozwiazania,
oraz liczba instancji, dla ktorych algorytm znalazt rozwigzanie najlepsze sposréd badanych
algorytmoéw.

Jak wynika z tablicy 1, najlepsze wyniki uzyskano stosujac algorytm symulowanego
wyzarzania. Odchylenie dtugosci uszeregowania dla rozwigzan znajdowanych za pomoca
algorytmu genetycznego od dlugosci uszeregowan znajdowanych za pomocg algorytmu
symulowanego wyzarzania nie przekracza $rednio 0.7%, a maksymalne odchylenie nie
przekracza 5%. W przypadku algorytmu przeszukiwania tabu odchylenia te sg znacznie
wieksze i wynoszg odpowiednio ok. 1.5 % i 12%. Wyniki te sa powtarzalne, niezaleznie od

rozmiaru instancji.
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8. Podsumowanie

W pracy rozpatrzono problem znajdowania uszeregowan optymalnych ze wzgledu na
czas wykonania zbioru operacji w kompleksie operacji z dwoma kategoriami zasobow
odnawialnych: podzielnych w sposéb dyskretny i w sposéb ciagglty. Podano metodyke
znajdowania rozwigzan optymalnych (w ogolnosci nieefektywng obliczeniowo) oraz
zaproponowano trzy algorytmy lokalnego przeszukiwania: przeszukiwania tabu,
symulowanego wyzarzania i algorytm genetyczny.

Podano wyniki eksperymentu obliczeniowego zrealizowanego w celu pordéwnania
efektywnosci tych trzech algorytméw odpowiednio dostosowanych do powyzszych
problemdéw. Eksperyment wykazat, ze po odwiedzeniu tej samej liczby rozwigzan najlepsze
rozwigzania znajduje algorytm symulowanego wyzarzania. W ramach dalszych prac
przewiduje sie analize szczegdlnych przypadkéw w celu zdefiniowania warunkéw w jakich
mozliwe jest rozwigzanie problemu w czasie wielomianowym. Ponadto przewiduje sie
modyfikacje algorytméw przyblizonych zmierzajagca do zwigkszenia ich efektywnosci,

zwtaszcza na etapie oceny rozwigzan dopuszczalnych.
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Abstract

We consider a project consisting of precedence and resource-constrained activities,
which require renewable resources of two types: discrete and continuous ones. Discrete
resources can be allotted to activities in amounts (numbers of units) from given finite sets
only. Continuous resources can be allotted to activities in amounts (unknown in advance)
from given intervals. The processing rate of an activity is a continuous, nondecreasing and
concave function ofthe amount of a continuous resource allotted to this activity at a time.

The problem is to find an assignment of discrete resources and, simultaneously, a
continuous resource allocation which minimize the project duration. A schedule consists of
two components: a feasible sequence and a vector function of the continuous resource
allocation. A feasible sequence is a sequence of combinations of activities which fulfils the
following conditions:

i) discrete resource requirements of all activities in any combination can be
simultaneously fulfilled,

(i) each activity appears in at least one combination,

(iii) precedence constrains are satisfied,

(iv) nonpreemptibility of each activity is guaranteed.
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For such a feasible sequence an optimal continuous resource allocation can be found by
solving a nonlinear mathematical programming problem. However, finding an optimal
feasible sequence is a NP-hard combinatorial problem. Thus, we adopted local search
metaheuristics (simulated annealing, tabu search and genetic algorithm) in order to find good

suboptimal solutions. We provide results of preliminary computational experiments.



