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N - OSOBOWE GRY STOCHASTYCZNE Z KOALICJAMI

Streszczenie. W pracy przedstawiono model «-osobowej stochastycznej gry z
koalicjami. Koalicje w takiej grze tworzone sg losowo. Model gry zaklada, ze proces
podejmowania decyzji w grze jest decyzyjnym tancuchem Markowa ze skonczong liczba
stanéw. Dla kazdego gracza dane sgajego wygrane w zaleznosci od tego, w jakiej koalicji
on gra. Wyznaczany jest catkowity dochdd w grze. Przedyskutowano szereg wasciwosci
dotyczacych nowego modelu gry. Zwrocono uwage na brak opisu takiej gry w dostepnej
literaturze. Zaprezentowano modelowy przyktad gry.

N-PERSON STOCHASTIC GAMES WITH COALITIONS

Summary. In the work a coalitional «-person stochastic game is considered. The
formalised model of the game is presented. The coalitions in this game are created at
random. Some properties and constraints on the subject are discussed. We assume that
this model can be a discrete Markov decision process with finite states. Considering
random conditions of the game at the moment /=o,1,2,... we notice that the game and
the players can be in different states. The payoffs for each player are given. The one
depends on the number of persons taking part in a given coalition. The overall reward for
each player in the «- person stochastic game with coalitions is calculated if the initial
state for each player is defined. Finally, some remarks and conclusions about the
described coalitional «-person stochastic game as well as appropriate references are
presented.

1. Wstep

Bedziemy rozpatrywali gre, w ktorej udziat bierze «-graczy. W czasie gry gracze
moga taczy¢ sie w -osobowe koalicje, k= 1,...,« . Swoje decyzje o nalezeniu do okre$lonej
koalicji gracze podejmujg w dyskretnych chwilach czasu t - o,1,2,..., zwanych etapami gry.
Gracze w dowolny sposdéb moga porozumiewac sie ze sobg w celu utworzenia okreslonej
koalicji. W chwili i = 0 gra znajduje sie w stanie poczatkowym. Mozliwosci tworzenia koalicji
przez graczy zmieniaja sie z etapu na etap w spos6b losowy. Wobec tego na kazdym etapie
gry gracze wybierajg mozliwe strategie z prawdopodobienstwem zaleznym od losowych

warunkow gry.
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W zwiazku z tak opisang gra mozna postawi¢ pytanie. W jaki sposéb gracze powinni
gra¢ w tych warunkach, aby ich wygrana indywidualna bytajak najwieksza?

Niewatpliwie, odpowiedz zalezy od losowych warunkéw gry na etapach t = 0,1,2,...,
od postaci poczatkowej gry w chwili t = o oraz wypfat graczy, zwigzanych z ich
przynaleznoscig do k - osobowych koalicji. Jest jasne bowiem, ze ze wzgledu na losowy
charakter gry, nie zawsze przynalezno$¢ do koalicji dwu- i wiecejosobowych bedzie lepsza niz
gra w pojedynke.

Stad opisany problem optymalizacyjny nie jest trywialny i wymaga odpowiedniej
analizy w celu wyznaczenia optymalnych strategii dla kazdego gracza.

Opisang gre bedziemy nazywali «-osobowa stochastyczng gra koalicyjna.

Celem niniejszej pracy jest analiza tak opisanej gry ze wzgledu na mozliwos$ci budowy
jej modelu matematycznego oraz analiza wiasciwosci asymptotycznych gry co do stabilnosci
struktur koalicyjnych graczy z uwzglednieniem okreslonej rownowagi koalicyjnej.

W zwigzku z tym w punkcie 2 pracy przedstawiono sformalizowany model
omawianej gry, w ktdrej koalicje sg tworzone w sposob losowy, oraz przedyskutowano szereg
wiasciwosci i ograniczen wynikajacych z przyjetego modelu. Uzasadniono, ze modelem tym
moze by¢ dyskretny decyzyjny tancuch Markowa ze skoriczong liczbg stanéw. W punkcie 3
pracy wprowadzono wyptaty dla poszczegdlnych graczy, w zaleznosci od tego w jakiej k-
osobowej koalicji oni grajg. Wyznaczono catkowite dochody w «-osobowej grze dla kazdego
gracza, jezeli okreslony byt stan wyjsciowy gracza. W celu otrzymania skoficzonej oczekiwanej
wartosci dochodu dla kazdego gracza, wprowadzono wspotczynnik dyskonta (3<1. Stad
modelem matematycznym «-osobowej koalicyjnej stochastycznej gry jest zdyskontowany
decyzyjny tancuch Markowa ze skonczong liczbg standw. W rozpatrywanym modelu
prawdopodobienstwa przej$¢ ze stanu do stanu, nie zalezg od decyzji graczy lecz od losowych
warunkéw gry. Przedstawiono spos6b podejmowania przez graczy optymalnych decyzji w
tych warunkach, tzn. nalezenia do okreslonej ¢-osobowej koalicji, kin . W punkcie 4 pracy
przedstawiono ideowy przykfad pewnej «-osobowej stochastycznej gry koalicyjnej. W
zakoniczeniu pracy (punkt 5) sformutowano wnioski i uwagi koncowe. Literatura natomiast
obejmuje te pozycje, ktore, zdaniem autora niniejszej pracy, majg przynajmniej posredni
zwigzek z omawianym tematem. Bowiem nie udato sie jak na razie znalez¢ zadnej pozycji

literaturowej, ktéra by bezposrednio dotyczyta «-osobowej stochastycznej gry koalicyjne;j.
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2. Model gry

Niech zadany jest zbior elementow J = {I,2,...,«}, nazywanych dalej graczami. Gra
przebiega w taki sposob, ze w chwili t =o,1,2,... gracze podejmujg decyzje o nalezeniu do
okres$lonej ¢-osobowej koalicji. Stan «-osobowej gry w chwili ( = 0,1,2,... bedziemy

oznaczali przez S". Jest to zmienna losowa jednowymiarowa ze skonczonego zhioru

Se , zZwanego przestrzenig stanéw. Zdarzenie (S"=s) oznacza, ze «-
osobowa gra w chwili t znajduje si¢ w stanie s, gdzie s jest «-wymiarowym wektorem
wierszowym postaci:

(= o <]=[m*;] 1=1...«; t=0,12,... (1)
Stad

(87 =j):={s" = [I,,s2..... L1} ()

Sktadowa sj,i =1,...,« wektora v okresla stan /'-tego gracza w chwili t =0,1,2,.... Przez stan
i-tego gracza bedziemy rozumieli jego mozliwosci nalezenia do réznych koalicji z « po Kk,
k<,n w chwili i = 0,1,2,... Zatem s', / = 1,.,« jest «-wymiarowym wektorem

wierszowym postaci:

si =[m[,m2,....,mk,....,mn\t 3)
gdzie
flh=cnli, k=\..n. @

jest liczbg réznych koalicji ¢-osobowych kazdego graczax-osobowej gry, do ktérych gracz
moze naleze¢ w chwili t. Liczba wszystkich réznych ¢ - osobowych koalicji do ktérych moze
naleze¢ kazdy gracz w chwili t, wynosi wiec

mAY ,mk=YJCnl=2"">k=Il-«; kZ"u (5)
k-

J
n=1 \
Zauwazmy, ze liczba wszystkich mozliwych koalicji z /; po k ( bez koalicji pustej)

Wynosi:

z cr=2"-1.
6
. (6)

Obecnie objasnijmy ten model na przyktadzie 4-osobowej gry. Zgodnie z przyjetym

opisem gry mamy:
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Dla pierwszego gracza :

'(1,2) '(1,2,3)"
(1 13) (124 ,[(1.2,34)]
(1,9) (1,3,4)
Dla drugiego gracza:
'(2,1)" (2,34)"
[@1 23) (231 ,[(2134)]
_24_ .(2,41)_
itd.
Natomiast 5 * mozna zapisa¢ w postaci:
U-i
0.2)
PP “(1,2,3)"

() 04) (124

(3) (23) (134

14). 24) (23.4)
(3,4)

Dalej dla /-tego gracza w skrocie bedziemy pisali

[(1,2,3,4)]

a dla ' T J skrét ten bedzie mial postac:
1=

>f(4).(6).(4).(D] .

W tak przyjetym skrétowym zapisie kolejne liczby w nawiasach okragtych oznaczaja
liczbe ¢-osobowych roznych koalicji, k = 1,...,//.

W tym modelu nie uwzgledniono pustej koalicji. Oznacza to, ze na kazdym etapie gry
kazdy gracz ma do wyboru przynajmniej jedng koalicje ¢-osobowa. Jezeli w chwili | -
0,1,2,... /-ty gracz, ze wzgledu na uwarunkowania gry, ktore, jak powiedzieliSmy zmieniaja sie
losowo, nie bedzie mégt wybra¢ przynaleznosci do zadnej z (-osobowej koalicji, to w zapisie
skrotowym w miejsce tych koalicji bedziemy pisali zero .

Zatem przyktadowy stan 4-osobowej gry w chwili t =0,1,2,... moze mie¢ postac:
(54 =" =(S4 = {M).(2), 1), 01 [(D). 3), (D), D1 [(). (0). (3). (01 [(). (=), (1), (NI}
Co oznacza, ze na przykfad gracz trzeci moze na danym etapie gry wybra¢ jedng koalicje

3-0sobowg sposrod 3 koalicji 3-osobowych.
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Stan /-tego gracza postaci (3) bedziemy nazywali jego strukturg koalicyjng w chwili t
=0,1,2,....
Wyznaczmy obecnie prawdopodobienstwo zdarzenia (S, —s). W tym celu

zauwazmy, ze w ramach struktury koalicyjnej kazdy gracz w chwili / = o,1,2,...moze, rzecz

jasna, naleze¢ tylko do jednej ¢-osobowej koalicji, ¢ = 1 , . Zatem prawdopodobienstwo
stanu w chwilach | =0,1,2,... dla /-tego gracza mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:
n
P(s‘)=Y Jmk mPn @)

gdzie pn jest statym ( hipotetycznym ) prawdopodobieristwem wyboru przez /'-tego gracza,
/=1,..,n dowolnej ¢-osobowej koalicji, k = 1,...,« w dowolnym stanie se S w «-osobowej
grze.

Wobec tego prawdopodobienistwo stanu «-osobowej gry w chwili / = 0,1,2,... bedzie
iloczynem prawdopodobienstw stanéw poszczegdlnych graczy.

n n
i2 =1

Problemem wyznaczania prawdopodobieristwa pn dla « =3 zajmiemy sie w dalszej
czesci pracy.

Kontynuujac opis «-osobowej stochastycznej gry z koalicjami, zaktadamy, ze w
nastepnej chwili po /, tzn. / + 1 system moze przej$¢ do innego mozliwego stanu s' lub
pozosta¢ w stanie poprzednim. W zwigzku z tym rozpatrzmy, jakie sa mozliwe stany, a
whasciwie, jaka jest ich liczba w tak opisanej «-osobowej grze.

Jak juz powiedzieliSmy stan gry w chwili tjest jednoznacznie zdefiniowany wektorem
§" —[ss] /= t = o0,1,2,..J zalezy od liczby graczy i ich mozliwosci nalezenia

do réznych koalicji . Mozliwosci te sg uwarunkowane losowo wystepujagcymi ograniczeniami
w chwilach /=0,1,2,.... Natomiast stan /-tego gracza jest okreslony jego mozliwg strukturg
koalicyjna.

Liczba N, wszystkich mozliwych struktur koalicyjnych /'-tego gracza, uwzgledniajac

mozliwo$¢ braku jakiejkolwiek ¢-osobowej koalicji w strukturze koalicyjnej (w tym miejscu

bedzie zero), mozna wyznaczy¢ z nastepujacej zaleznosci:

9)
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gdzie ,,+!” oznacza wystepowanie koalicji zerowej w strukturze ¢-osobowej koalicji (brak
koalicji ¢-osobowej). Stad dla w-graczy liczba N mozliwych stanéw gry w chwili / = 0,1,2,...

wyniesie

(10)
=1
Niestety, liczba ta nawet dla 3-osobowej gry jest duza. Mamy bowiem dla 3-osobowej

gry

o () (9 . (2+3+2)3 = 123=1728.
0) (0 (o)
Nietrudno jednak widzie¢, ze mamy tu do czynienia z 3-osobowagra o najwiekszej mozliwosci
tworzenia réznych struktur koalicyjnych. Dla gry 3-osobowej jest ich w tym przypadku az 12
dla kazdego gracza.
Z kolei najmniejsza liczbe mozliwych struktur koalicyjnych (stanéw) ma 3-osobowa gra

w postaci:

"M (@)1 [(MD=0m 2-1)! =8.

Mozna pokaza¢, ze réznych mozliwych wariantow 3-osobowej gry jest doktadnie

osiem. Dla przyktadu zapiszmyjeszcze jeden wariant 3-osobowej gry:

W
N [0)1 M1 =(1-3-1)J =27.
(0)
Konstruujgc dalsze warianty 3-osobowej gry, liczbe Njtj =1,..,.8 mozliwych struktur

koalicyjnych dla wszystkich o$miu wariantéw tej gry, pokazuje tablica 1 w kolejnosci rosnacej

liczby stanow.

Tablica 1
J 1 2 3 4 5 6 7 8
" 8 27 64 64 216 216 512 1728
Kazda taka gra wyr6znia sie innym rozktadem prawdopodobieristw standw.
Dalej zaktadamy, ze dla | = 0 poszczeg6lni gracze znajdujg sie w stanie poczatkowym
(startowym). W ten sposob, na przyktad, stan 3-osobowej gry - wariant j - 1z tablicy 1w

chwili t =o,1,2 bedzie miat posta¢:

= =1(1), (). @1, [@). (). )],

Za$ przyktadowo dla wariantu j - 5, 3-osobowej gry - postac:



N-osobowe gry stochastyczne 255

o (2 1) (2) 0) (2
(0) (o) L

(sL =*)m=m

Itd.
Oczywiscie prawdopodobieAstwa tych stanéw bedga rozne. Jest réwniez jasne, ze suma
prawdopodobieAstw stanéw kazdego y-tego wariantu  «-osobowej gry powinna by¢

unormowana, tzn.:

IZwiJ'-,)-'- (12)
=1
gdzie

N nJ - liczba stanéw y-tego wariantu gry,

rrn

°i,jj - /-ty stan «-osobowej gry w chwili t dlay-tego wariantu, / =12

Dla n=3, j = dla j =h /= dia - =2, 1=1,...,27;
itd.

Obecnie obliczmy prawdopodobienstwo poszczeg6lnych stanéw dla wybranych dwéch
wariantéw 3-osobowej gry. Z tablicy 1 wida¢, ze najtatwiej to bedzie zrobi¢ dlaj = 1,2,
(/"3 =8;7V3s2 = 27).

Kluczowym zagadnieniem dla obliczania wartosci tych prawdopodobienstw jest znajomo$¢

wspomnianego juz prawdopodobieristva Pn ~ Pn.j . Niestety nie da sig zapisa¢ w postaci

jakiego$  ogolnego  wzoru  zaleznosci. Pn.j(*nj) . Wobec powyzszego droga

1 1
eksperymentalng znaleziono P \I y 0,1428 Qraz /[?12 A= Qhdlil Stad juz

mozna obliczy¢é prawdopodobienstwa oraz mMN“*(2,/) dla t =o0,1,2,..; | =
1,...8 dlay" —1 i | =1,..,27 dlay =2, uwzgledniajac wzory (7),(s). W tablicy 2 zapisano

-3
wszystkie obliczone prawdopodobiefstwa n s ; x 1) w kolejnosci malejacej.

Tablica 2
Wartosci P(Sfxl)

/ i 2 3 4 5 6 7 s
KKk 01865 01399 01399 01399 01049 0,1049  0,1049  0,0787

Dla przyktadu wyznaczmy Kkilka prawdopodobienstw podanych w tablicy 2.

Prawdopodobienstwo ~ 0,0787 wyznaczono w nastepujacy sposob:
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Bs)= ns;J3 =to.m .oinro.oi.oto.ro.o0)]})=

(y+y +])*=0,0787.

Inny przyktad: ~(~0,4 ) = 0,1399.

P(SF[t) =P ('S = {[(1.(2).()ID.(2).(MID.(1).(1NB) = (y +y +y)2Ay +y +y) = 0,139%.

Itd.
Wyniki obliczen prawdopodobienstw stanéw dla drugiego wariantu 3-osobowej gry
(j =2, I =1,..,27) zostaty pokazane w tablicy 3.
Tablica 1
Wartosci P(SI2,)
I psu) 1 p(sLy) / P(SI.<)
0,0877 10 0,0438 19 0,0247
0,0740 1 0,0370 20 0,0247
0,0740 12 0,0329 21 0,0219
0,0740 13 0,0329 22 0,0219

0,0555 14 0,0329 23 0,0219
0,0555 15 0,0329 24 0,0164
0,0555 16 0,0329 25 0,0164
0,0438 17 0,0329 26 0,0164
0,0438 18 0,0247 27 0,0109

© e N g hswd e

Ze wzgledu na pracochtonno$¢ obliczen w niniejszej pracy nie bedziemy analizowali
pozostatych wariantéw 3-osobowej gry. Z dotychczasowej jednak analizy 2 najmniejszych
wymiarowo wariantdw 3-osobowej gry, mozna wyciggna¢ pewne wnioski przydatne w dalszej
analizie.

Zaktadajac, ze gracze sg nierozréznialni, liczba mozliwych standéw 3-osobowej
stochastycznej gry z koalicjami znakomicie zmniejsza sie. Mianowicie, dla pierwszego

wariantu (zobacz tabl.l) liczba stanéw zmniejsza sie z V3l =s do =4. Dla
drugiego wariantu ( zobacz tabl.2) -z NJa=27 do N22treJ =\0.

Prawdopodobieinstwa zredukowanych stanéw danego wariantu 3-osobowej gry
wyznaczamy bezposrednio z tablic 2 i 3, sumujac odpowiednio takie same wartosci
prawdopodobienstw nie zredukowanych stanéw . Przedstawiono to w tablicach 4 i 5.

Tablica 4
Prawdopodobienstwa P(S,u )
rredlkorare i 2 3 4
0,4198 0,3147 0,1865 0,0787
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Tablica 5
Prawdopodobienstwa P(S,2, )
~zredukowane 1 2 3 4 5
0,2220 0,1974 0,1666 0,1314 0,0874
6 7 8 9 10

~zredukowane

0,0741  0,0657 0,0492 0,0370 0,0109

Zinterpretujmy prawdopodobienstwa P{Snl ) znajdujace sie w tabl.4. Wektor
prawdopodobienistw P(S, Um )=[0,4198 0,3147 10,1865 0,0787 ] jest wektorem hipote-
tycznych prawdopodobienstw definiujgcym pierwszy wariant 3-osobowej stochastycznej gry z
koalicjami. Prawdopodobieristwo pierwszego stanu gry P(S,n)= 0,4198 jest prawdopodo-
bienstwem zaj$cia stanu gry w postaci:

(SIXi =1(1),(2), (D1Q). (2), W} [(D). (2), (DI}
Oznacza to, ze stan gry okre$lony przez stan trzech graczy jest nastepujacy:
3- gracze moga grac :
e kazdy osobno lub,
» kazdy w jednej z dwoch koalicji dwuosobowych lub,
e wszyscy razem (jedna koalicja 3-osobowa ).

PrawdopodobiefAstwo drugiego stanu gry P (S,t2)= 0,3147 jest prawdopodobiefnstwem

zajscia stanu gry w postaci:

(S..,2={I(1), (2).<D1(). (), (DILQD). (1), DI}
Oznacza to, ze stan gry okreslony przez stan trzech graczy jest nastepujacy:
3- gracze moga grac :
e kazdy osobno lub,
e 2-ch graczy w jednej z dwoch koalicji dwuosobowych; trzeci gracz w jednej koalicji
dwuosobowej lub,

e Wszyscy graja razem.

Prawdopodobienstwo trzeciego stanu gry = 0,1865 jest prawdopodobienstwem
zajscia stanu gry w postaci:

(S,U ={[(0,(2),0)11(1). (1).(1)K(1),(1), ()11)

Oznacza to, ze stan gry okreslony przez stan trzech graczy jest nastepujacy:
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3- gracze moga grac :

» kazdy osobno lub,

® jeden gracz ma wybor jednej sposrod dwodch koalicji dwuosobowych, pozostali dwaj
gracze moga gra¢ w jednej koalicji dwuosobowej lub,

e Wszyscy graja razem.
PrawdopodobiefAstwo czwartego stanu gry P(SliA)= 0,0,787 jest prawdopodobienstwem

zaj$cia stanu gry w postaci:

= {[(i), (i), 01 [to,co, (i)l [0),0).(i)B)
Oznacza to, ze stan gry okres$lony przez stan trzech graczy jest nastepujacy:
3- gracze moga grac :
e kazdy osobno lub,
» kazdy gracz moze gra¢ w jednej dwuosobowej koalicji lub,
* WSzysCy grajg razem.
W analogiczny sposob mozna zinterpretowa¢ prawdopodobieAstwa stanéw drugiego wariantu
3- osobowej gry, podanych w tabl.5.

Podsumowujac powyzsze rozwazania, zauwazmy, ze w ogélnym przypadku kazdy
gracz w chwili t = 0,1,2,... moze znalez¢ sie w dowolnym mozliwym stanie tylko jednego
okreslonego wariantu »-osobowej stochastycznej gry z koalicjami. Kazdy wariant j =2,...,s,
3-osobowej gry zawiera s standw wariantu pierwszego oraz dodatkowe stany, wynikajace z
poczatkowych warunkéw gry. Prawdopodobieristwa wystepowania tych stanéw zmniejszaja
sie wraz ze wzrostem numeru wariantu 3-osobowej gry. Dlatego analizujagc 3-osobowg
stochastyczng gre z koalicjami, nalezy ustali¢ stan poczatkowy gry, gdyz zbiory stanéw
poszczeg6lnych wariantéw gry nie przecinaja sie. Nie jest wiec mozliwe w chwili i przejscie ze
standw jednego zhioru ( jednego wariantu gry) do stanéw drugiego zbioru. Przeczytoby to
bowiem postulatowi zupetnos$ci zdarzen danego wariantu gry.

Do dalszych rozwazan zaktadamy, ze istnieje warunkowe prawdopodobienstwo

przejscia ~(A+i ~s ~"St —s), S,S e S oraz

procesem Markowa z czasem dyskretnym ze skoAczong liczbg stanéw N. Zadajac
jednokrokowg stochastyczng macierz przej$¢ okreSlamy »-osobowa stochastyczng gre z
koalicjami wedtug wyzej opisanego modelu, z uwzglednieniem rozktadu prawdopodobienstwa

stanu poczatkowego gry.
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W nastepnym punkcie pracy przeanalizujemy opisany model gry, wprowadzajac
wyptaty dla poszczegélnych graczy, w zaleznosci od tego w jakiej ¢-osobowej koalicji oni
graja. Przeanalizujemy réwniez problem podejmowania optymalnych decyzji przez 3-graczy,
jezeli okreslone bedg dochody kazdego gracza w zaleznosci od podejmowanych decyzji oraz

okreslone beda losowe warunki gry.

3. Wprowadzenie wyptat w grze

Niech rozwazana gra ma, jak poprzednio, zbi6or stanbw S E S, S = 1,.., N \y
chwili i =0,1,2,.., proces jest obserwowany przez 3 graczy. W kazdej chwili t kazdy gracz
moze otrzymaé informacje o aktualnym stanie procesu oraz podja¢ odpowiednio decyzje
d\ e {s), ¢2 e (w?), ds G Zs (i) Decyzje te w chwili | zalezg od stanu i i
polegaja na tworzeniu odpowiednich koalicji ;jedno-, dwu- lub 3- osobowych. Decyzje te dla

kazdego /-tego gracza, i=123 w 3-0osobowej grze bedziemy oznaczali przez

di ,dj ,d- . gfaj Dj (S) = \di \} w omawianej 3-osobowej grze

kazdy gracz ma do wyboru jedng koalicje jednoosobowg, dwie koalicje dwuosobowe oraz

jedng koalicje trzyosobowsg. Zbiér koalicji dwuosobowych bedziemy oznaczali przez
i =123/ *;

Zalézmy dalej, ze kazdy gracz otrzymuje nagrode r(s !s'.d\ :5 x Dj(s) —» R i

jezeli w chwili (= 0,1,2,..., przechodzac ze stanu Sao S t S,S E S i wybiera koalicje

jednoosobowag (gra sam); otrzymuje nagrode

/s;d” ,d[2):Sx Di(i) x D .(s) — R >gdy wybiera koalicje dwuosobowg oraz

otrzymuje nagrode

fe(i”]i; iff3), i/, ) :5 xD, (i) XDj(i) x Ds(i) -> R t gdy wybiera
koalicje trzyosobowa. Wielkosci nagrod spetniaja nastepujaca relacje:
r(s'/s;d,i2>dj2>) > r(sl/s;d,m) m
oraz
r(s'/s;dm,d”,d3) > r(s'/?,d\Adf>) (13).

Przejscie systemu ze stanu s do s zachodzi ze statym prawdopodobienstwem

p(s/s)=P"nl=s IS'=s\t =0,12,.,,as =1 (14
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i zalezy tylko od losowych warunkéw gry , natomiast nie zalezy od decyzji podejmowanych

przez graczy. Zaktadamy dalej, ze danajest stochastyczna macierz przejs¢ postaci:

P(S'/S) =\p(s/s)\s,s" = (15

oraz odpowiednie macierze nagrod:

R, =tr(i/i;<<>),
1t,J =[r(s7s;rf<2),af'2)]. (16
Rui.i=tr(s' Is;0,3,d° \ )
i =123;/*i,s,5°=
Oznaczmy dalej przez (~s dj ™) catkowity dochddi- tego gracza w chwili i,
jezeli jego stanem wyjsciowym byt stan i ijezeli grat on sam; przez {s\dr\dj. ~ _

jezeli grat on w jednej z dwuosobowych koalicji oraz przez "i(”)dj \d”» \d "™ 7)),
jezeli wszyscy trzej gracze grali razem.
Mozna pokaza¢ (zob. np. Howard [5]), ze stuszna jest nastepujgca rekurencyjna

zalezno$é dla dochodéw:

v,(s3d) =Y Jp{s !j)[r(j /s'd) +vM(j ;d)] 17
s =1
gdzie dla uproszczenia zapisu przez f(s\d) oznaczono odpowiednio v ir dla réznych koalicji
( decyzji).
Przepiszmy (17) w postaci:
A N
vr(s’d) = p(s7.5)m(s /s;¢/)+]T p(s /s) v, (V;d) (18)
5 S =1
i oznaczmy przez
N
g(s;d) = Y~pis/s) m(s /s;d) (19)
i=l
jednokrokowy zysk procesu. Stad
A
v, (s;d) = g{s\d) +Y JP(s' /s) evM(j ;d). (20)

j =1

Dla / —»o0,Vv,(*) =00. W celu otrzymania skonczonych wartosci dochodéw dla kazdego
gracza wprowadzmy wspoétczynnik dyskonta p <1. Oznacza to, ze warto$¢ jednostki dochodu
otrzymana na etapie / wynosi /?'. Wprowadzajagc wspétczynnik dyskonta p do (20)
otrzymamy:
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N
v, (s;d) = q(s;d) +33j" p(s* /s) *v,_, (s5¢)- (@)
Dla wygody dalszych rozwazan zapiszn:\y wzor (21) w postaci wektorowej
V(<= q (0 + /?2-P-V ,_(E]) (22)
gdzie
V,(rf) = [v,(l;d) v,(2;c/) e v,(s\d) eee v,(N;E/)]7 (24))
q(«0 = b (1;60 <?2(2;¢) eoe <?20;d) eee tf(W ;d)f (24)
oraz
v.(d)=v, €uv, dmd™Uv,[d™a ‘33df) &
I,/ =1,2,3;] *i.

ad) :=q(d,”“>) U q(d?>,d<!>) U q(d,<B3>d<3>d'3)
i =1,2,3;/ * I
Wracajac do wzoru (22) tatwo zauwazy¢, ze

V, :q +/?-P-V0,
V2=q+J3P N =q+/2Peq+pleP2:V0,  (2)

V,=q+/r .P".VO+|>'-P"'.q

i
Biorac pod uwage, ze
qg=/?°-P°-q (28)
otrzymamy
v, =/?2".p'.vO+ f;/rp'-q (29)
/=0
co dla / —o00 prowadzi do nastepujgcego wzoru:
vVa -p/ *q=(1-/2-P)"1-q. (30)
1=0
Ostatecznie
vid)=(1-"-P)-".qw (3.)

W zér ten pozwala na obliczenie oczekiwanych petnych dochodéw dla kazdego gracza,

w przypadku gdy gra on w l-osobowej koalicji, k = oraz stanem wyjsciowym byl stan
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Korzystajagc z powyzszych wzoréw, mozna poszukiwa¢ optymalnych decyzji dla
kazdego gracza w n-osobowej stochastycznej grze z koalicjami. Problem ten szczeg6towo
rozpatrzymy dla 3-osobowej gry, w ktorej gracze sg nierozréznialni. Wprowadzmy w tym celu

nastgpujace upraszczajace oznaczenia:
vMs;djl)) = v(s;\)
vay(s;df2), A 2) = v(s;2)
vat(s;d<3d<3d<3) =v(s;3) => v(s;/c); M
s=1I,...N;k=123; i,i =1,2,3; i * 1.

oraz
q(d?") =a(y
q(de\d™ ) =q(2) -
W 'V IV 20) = @ =>q(k),k = 1,2,
Woéwczas
V. (A) = (1-12.P)-"-q(A), s=1,.4; k=1,23. (3:)
gdzie
Vo, (*) = [v(li k), v(2;k), v(3;k), v(4; k)" ,k = 1,2,3. (s5)
oraz
voo(r) = k(-s;*)L (s6)

Jest jasne, ze kazdy gracz powinien wybiera¢ optymalng strategie w danej grze

(przynalezno$¢ do ¢-osobowej koalicji) wedtug nastepujacego kryterium:

vop. = v« ,0°;k° )= max v(s; k) (37)
Interpretacja wyniku ,k ) jest nastepujgca: Kazdy gracz powinien gra¢ w
k - osobowej koalicji , k =1,2,3 z prawdopodobienstwem ) ; gdzie )jest
0 4 A

prawdopodobiefnstwem stacjonarnym ( ergodycznym) zajscia stanu 0o —i,.

4. ldea przykfadu

Zanim opiszmy jeden z mozliwych wariantéw n-osobowej stochastycznej gry z

koalicjami, zauwazmy, ze w dostepnej literaturze nie ma informacji o takich grach. Tymczasem
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szereg sytuacji rzeczywistych obserwowanych w praktyce z zakresu, na przykiad
wytrzymatos$ci materiatéw, rozwoju populacji komérkowych, seryjnej produkcji wyroboéw na
liniach montazowych oraz wielu innych sytuacji prowadzi do modelu «-osobowej
stochastycznej gry z koalicjami.

Obecnie opiszemy gre, ktéra moze by¢é modelem wielu rzeczywistych sytuacji
przedstawionych wyzej.

N - o0s6b stoi nad ruchomg tasma, ktérej grubo$¢ zmienia sie losowo. Od grubosci
tasmy zalezy jej wytrzymatos¢. W najcienniszym miejscu taSma moze wytrzymac ciezar tylko
jednej osoby; w najgrubszym - «-0s6b. Gracze w dyskretnych chwilach czasu | = 0,1,2,...
podejmujg decyzje czy wchodzi¢ na taSme pojedynczo, czy tez w koalicjach 2,3 lub wiecej
osobowych, ryzykujac przy tym, ze taSma moze sie zerwa¢. Wynagrodzenie kazdego gracza w
¢-0sobowej koalicji jest nie mniejsze niz w (¢-1)-osobowej koalicji. Gracze nie wiedzg, jaka
jest grubosé tasmy w chwili |. Wiedzajednak, jaki jest losowy rozktad jej grubosci w czasie.
Optymalng decyzjg gracza w takiej grze bedzie jego wybor takiej koalicji ( strategii) dla
t — 00, ktéra da mu najwiekszy oczekiwany dochod.

W nastepnym artykule zostanie przedstawiony przyktad zastosowania powyzszej gry

do modelowania problemu harmonogramowania linii montazowej w warunkach losowych.

5. Zakonczenie

Przedstawiony i przeanalizowany w pracy model matematyczny «-o0sobowej
stochastycznej gry z koalicjami jest probg potgczenia wieloosobowych kooperacyjnych gier [6]
z niekooperacyjnymi dwuosobowymi grami stochastycznymi [4], Model stochastycznego
wieloetapowego problemu podejmowania decyzji z jednym decydentem byt rozpatrywany
przez Howarda [5], Wrecz akademickim podrecznikiem z tego zakresu jest praca Chrzana [2],
W nieco innym ujeciu rézne modele dwuosobowych nie kooperacyjnych gier stochastycznych
byly rozpatrywane przez Sheplye’a [8], Altmana i Szwartza [1] oraz Parthasarathy’ego [7], W
ich ujeciu zadanie programowania dynamicznego bylo zawezone w stosunku do
Bellmanowskiego podejscia. W podobny sposéb ujmuje zagadnienie Filar i Totwinski [3] oraz
Filar i Vrieze [4], Sposdb ten przedstawia zadanie programowania dynamicznego w postaci
czterech obiektow S,A,q ir , gdzie S i A sg to pewne niepuste mierzalne przestrzenie, g -

odwzorowanie podajace dla kazdej pary (s,a)eSx/t rozklad prawdopodobienstwa

g(-/s,a) na S, oraz r- ograniczona Baire’owska funkcja na S x A..
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W naszym ujeciu stochastyczna macierz prawdopodobienstw przejsé z jednego stanu
gry do drugiego jest niezalezna od decyzji graczy . Macierz ta steruje dochodami graczy. W
ten sposéb mamy do czynienia ze stochastyczng gra, w ktorej gracze tworzg rézne mozliwe
koalicje w zalezno$ci od liczby grajgcych oraz losowych warunkéw gry. Stad decyzje

podejmowane przez graczy o przynaleznosci do k <?i,k = 1,...,.« z etapu na etap, tzn. w
chwilach t = 0,1,2,..., zalezg od wektora prawdopodobieristw stanu poczatkowego «-osobowej

gry oraz stochastycznej macierzy prawdopodobienstw przejs¢ Odpowiednie wyptaty w takiej
grze sg skutkiem podjetej przez gracza decyzji, a nie przyczyng jego postepowania, jak to
miato miejsce w dwuosobowej stochastycznej nie kooperacyjnej grze. Oczywiscie, jak w

jednym, tak i w drugim przypadku gry kazdy gracz dazy do maksymalizacji swoich wygranych.
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Abstract
In the work a coalitional n - person stochastic game is considered. The players can
create k- person coalitions, k=\,...,n during the game. The decisions of the players belonging
to a given coalition are realised at the discrete moment /=0,1,2..., called a stage of the game.

At time /=0 the game starts. The possibilities for creating coalitions by players from stage to
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stage change at random. Therefore at each stage the players choose possible strategies with the
probability depending on random conditions of the game.

The question arises: How should players play in these conditions to maximise their
payoffs ?

No doubt the answer depends on random conditions of the game at stage t"O, 1,2,...,
the beginning of game at moment t=0 and players’ payoffs related to their adherence to k-
person coalitions. Taking into account the randomness ofthe game it is obvious that adherence
to two-or more person coalitions will not necessarily give better result than no coalition case.
Therefore this problem is not trivial and it requires a careful analysis in order to attain the
optimal strategies for each player.

The game under consideration will be called an n- person stochastic game with
coalitions or a coalitional /;- person stochastic game.

The aim of this work is to analyse this game considering the possibilities of
construction of the mathematical model, as well as to analyse the asymptotic properties of the
game and stability of coalitional structures and payoffs for each player, considering the
coalitional equilibrium.

This work is organised as follows: In section 2 the formalised model of the game is
presented. The coalitions in this game are created at random. Some properties and constraints
on the subject are discussed. We assume that this model can be a discrete Markov decision
process with finite states. The mathematical model distinguishes the state of stochastic game
defined by the state for each player. The state of the game at the moment i=0,12,... is a
product of states for n- players. Considering random conditions of the game at the moment
i=0,1,2,... we notice that the game and the players can be in different states. We assume that
the number of possible states of the game is finite and equals N. The state of the /-th player,
i=\,...,n is determined by his possibility of creating different ;-person coalitions at time t.

In the work probability of the given state of game and players is calculated. Number

N, of the state of the players and number N of the state of n- person stochastic game with

coalitions is obtained, too. It is assumed that the states of the game generate a homogeneous
Markov process with finite states. A transition probability matrix for this process is defined.
Moreover, the vector of probability distributions for the initial state for a three-person game is
calculated in the work.

In section 3 of the paper payoffs for each player are given. The payoff for each player

depends on the number of persons taking part in a given coalition. The overall reward for each
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player in the n- person stochastic game with coalitions is calculated if the initial state for each
player is defined.

To obtain a finite expected overall reward for each player, the discount factor (3<1 is
introduced. In this way the mathematical model of an n- person stochastic game with coalitions
for each player is a discounted Markov decision process with finite states. In this process the
probability of transition from state to state is independent of the players’ decisions, however, it
depends on random conditions of the game. Finally, some remarks and conclusions about the

described coalitional n- person stochastic game as well as appropriate references are presented.



