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METODA ROZWIAZYWANIA PROBLEMU DYSTRYBUCYJNEGO Z
WYKORZYSTANIEM RELAKSACJI LAGRANGE'A 1

Streszczenie. W pracy jest rozwazany wielotowarowy, dwustopniowy problem
dystrybucyjny, w ktérym nalezy okresli¢ miejsca lokalizacji punktéw dystrybucyj-
nych i zasieg ich odbiorcéw, tak aby minimalizowa¢ sumaryczne koszty transpor-
tu i dystrybucji pomiedzy producentami i klientami. Zaproponowano efektywng
metode rozwigzywania wykorzystujaca relaksacje Lagrange’a i strukuralne cechy
problemu. Metoda ta wyznacza zazwyczaj rozwigzania suboptymalne, ale podaje
tez wartosci dolnych oszacowan, co pozwala oceni¢ jako$¢ tych rozwigzan.

A LAGRANGIAN RELAXATION METHOD FOR SOLVING A DISTRIBU-
TION PROBLEM

Summary. In the paper a multi-commodity two-stage distribution problem is
considered in which the location of distribution centers and customers assignment
is searched, so that the total distribution and transportation cost between plants
and customers is minimised. An effective solution method based on Lagrangian
relaxation and structural properties of the problem is proposed. It usually generates
suboptimal solutions but gives lower bounds as well which allow to estimate the
qguality of such solutions.

1. Wprowadzenie

Rozpatrywany jest wielotowarowy, dwustopniowy system dystrybucyjny. Dwustop-
niowo$¢ oznacza, ze klienci nie sg zaopatrywani bezposrednio przez producentéw, ale za
posrednictwem punktéw dystrybucyjnych (hurtowni, magazynéw towaréw). Ze wzgledéw
organizacyjnych kazdy z klientéw moze by¢ obstugiwany tylko przez jeden, cho¢ dowolnie
wybrany, punkt. System dystrybucyjny jest wielotowarowy, co oznacza, ze rozpatruje sie
w nim przeptyw kilku rodzajéw réznych towaréw. Zdolnosci produkcyjne poszczegélnych
producentéw sg ograniczone i zaleza od rodzaju wytwarzanych towaréw. Ograniczone sg

réwniez pojemnosci magazynéw. Znane sa koszty transportu pomiedzy klientami, punk-

1Praca wykonana w ramach projektu badawczego KBN nr 8T11A02411
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tami dystrybucyjnymi i producentami. Koszty dystrybucji sg dwojakiego rodzaju. Czesé¢
z nich to tzw. koszty stale, ktére zaleza od tego, czy dany magazyn jest wykorzysty-
wany do dystrybucji, czy tez nie. Pozostate koszty dystrybucji zalezg proporcjonalnie od
ilosci rozprowadzanych towardéw. Rozpatrywany w pracy problem dystrybucyjny polega na
okresleniu wielko$ci produkcji poszczegélnych producentéw, wytypowaniu magazynéw do
dystrybucji i przydzieleniu im klientdw, ktérych maja obstugiwaé, tak aby spetni¢ wyzej
wymienione ograniczenia i minimalizowa¢ sumaryczne koszty dystrybucji i transportu.
Tego typu problem byl rozpatrywany w pracy [5], gdzie zaproponowano skomplikowang

metode rozwigzywania opartg na dekompozycji Bendersa.

2. Model matematyczny

Niech indeksy | € L reprezentujg klientéw, i € | - rodzaje towaréw, j 6 J - produ-
centéw, a k GK - potencjalne miejsca otwarcia magazynéw. Model matematyczny ana-

lizowanego problemu mozna sformutowaé¢ w nastepujacy sposéb (por. [5]).

Problem DP

min YK°ijki + VK)Xujki + J2 h zk 1)
ijkl k
przy ograniczeniach
~ijki —Sij Vi, j %)
y_-*.%ijki —Dw» Vi, k, | (3)
J
- W
=1 4)
k
Y, %ijkl — Qkzk Vic (5)
ijl
{0,1}, xijki > 0 ViJd, k,I (6)

gdzie poszczegblne parametry oznaczaja:

Cijki ~ jednostkowy koszt przesytu towaru i od producenta j poprzez magazyn k do od-
biorcy I,

Vk - jednostowy koszt dystrybucji towaréw przez magazyn k,

fk - koszt staty zwigzany z otwarciem magazynu w miejscu k,

Du - zapotrzebowanie odbiorcy | na towar i,

Qk ~ pojemnos$¢ magazynu k,

Sjj - maksymalne zdolnosci produkcyjne towaru i przez producenta j.
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Zmiennymi decyzyjnymi sg:
Xijki ~ wielko$¢ towaru i przesytanego od producenta j poprzez magazyn k do odbiorcy I,
zk - réwne 1, jezeli otwarto magazyn w miejscu t ( 0 w przeciwnym przypadku),
ykt - réwne 1, jezeli magazyn k obstuguje klienta | (0 w przeciwnym przypadku).

Funkcja celu (1) wyraza dazenie do minimalizacji sumarycznych kosztow zwigzanych
z przesytem towardw oraz otwarciem magazynéw i dystrybucja. Przyjety model kosztéw
przesytu towaréw w postaci czteroindeksowych wspoétczynnikdw cy*; jest bardzo ogélny i
pozwala uwzglednia¢ w spos6b elastyczny szereg praktycznych ograniczen, np. wymagania
klientéw, aby towary pochodzity tylko od wybranej grupy producentéw, ewentualnie aby
trasa dostaw producent-magazyn-klient nie byta zbyt diuga, w przypadku gdy od tego
zalezy jako$¢ dostarczanych towaréw itp. Ograniczenie (2) okresla maksymalne zdolnosci
produkcyjne poszczegélnych producentéw. Ograniczenia (3) i (4) zapewniaja spetnienie
zapotrzebowan klientéw i to w taki sposdb, ze kazdy klient bedzie w catosci obstuzony
przez doktadnie jeden magazyn. Nieréwnosci (5) wyrazajg ograniczenia na przepustowos$é
(pojemnos¢) magazynow.

Rozpatrywany problem jest ACP-trudny i ma bardzo ztozong strukture. Nawet znacz-
nie uproszczone, szczegbélne przypadki tego problemu okazujg sie by¢ zadaniami MV-
trudnymi. W szczegélnosci, takim problemem jest Dyskretny Problem Lokalizacyjny [8],

w ktérym rozwazana jest dystrybucja tylko jednego rodzaju towaru i pomija sie¢ warstwe

producentow.

3. Schemat rozwigzywania

Proponowane w pracy podejscie do rozwigzywania problemu D P opiera sie na relak-
sacji Lagrange’a [4]. Dzigki zastosowaniu relaksacji Lagrange’a i analizie struktury ogra-
niczen ten ztozony problem decyzyjny jest dekomponowany na szereg prostszych zadan
plecakowych oraz transportowych. W wyniku rozwigzania zadania zrelaksowanego uzy-
skuje sie dolne oszacowanie dla problemu dystrybucyjnego oraz dobry punkt startowy do
poszukiwania rozwigzan przyblizonych. Sg one wyznaczane przez algorytm heurystyczny,
ktéry modyfikuje rozwigzania zadan zrelaksowanych w suboptymalne rozwigzania proble-
mu pierwotnego. Wybér najlepszych wartosci mnoznikéw Lagrange’a dokonywany jest za
pomocg metody subgradientowej [6]. W ponizszych punktach zostang szczeg6towo opisane

najbardziej istotne elementy algorytmu, tzn. sposéb konstrukcji i rozwigzywania relaksa-
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cji problemu DP oraz metoda wyznaczania jak najlepszego rozwigzania dopuszczalnego

na podstawie rozwigzania problemu zrelaksowanego.

3.1. Relaksacja Lagrange’a
Aby uzyskaé jak najsilniejsza relaksacje warto wprowadzi¢ do modelu problemu DP
nastepujgce dodatkowe ograniczenie.
Qk*k >  Du 7
k il
Ograniczenie to jest redundancyjne w pierwotnym problemie DP, gdyz wynika z ograni-
czen (3), (4) i (5). Jednak, jak pokazano w [2, 8], dodanie takiego zagregowanego ograni-
czenia na sumaryczng pojemno$¢ otwartych magazynéw prowadzi do znacznie lepszych re-
laksacji w przypadku Problemdw Lokalizacjnych, ktore sg $ci$le zwigzane z problemem roz-
patrywanym w pracy. W rezultacie, w dalszej cze$ci pracy bedziemy rozwazaé¢ nastepujacy

réwnowazny model problemu dystrybucyjnego.

Problem DP*

min (1) przy ograniczeniach (2),(3),(4),(5),(6) i (7).

Wprowadzajgc ograniczenia (2) i (4) do funkcji celu z mnoznikami Lagrange’a odpowied-

nio Ai p, otrzymujemy przy A > 0 nastepujaca relaksacje problemu DP".

Problem LR
L(A p) = min + vk+ Ay)xyw - ]T p,yw + fkzk-  AySy + £ Pi (8)
ijkl | k ij I
przy ograniczeniach (3), (5), (6) i (7).

Nawet po relaksacji i przy ustalonych warto$ciach mnoznikéw A i p, problem LR moze
wydawac sie nadal trudny do rozwigzania. Analizujac jednak doktadnie strukture tego
zadania, mozna zauwazy¢, ze proces optymalizacji wzgledem zmiennych x, y i z mozna
zdekomponowac i przeprowadza¢ niezaleznie.

Po pierwsze, model zrelaksowany LR mozna uprosci¢, jezeli wykorzysta sie zaleznosci
(3) do eliminacji zmiennych x z ograniczen (5) i funkcji celu (8). Przy zmiennych x
spetniajagcych (3) i braku gérnych ograniczen na zdolnosci produkcyjne producentéw w
zadaniu zrelaksowanym LR, zachodzi réwnos$¢

m\nYMcijki+Vk+Xij)xijki = min £ min(cyjfci+v*+Ay)xyW= "~2min(cijkl+ vk+Xij)Diiyki
X ijkl ijkl 3 ikt 3
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Przyjmujac oznaczenia pki = Di + vk+ Ay)Ai oraz Aj = D. Al problem zre-
laksowany LA mozna wiec zapisa¢ w nastepujacej réwnowaznej postaci.
Problem LA*
L(A,/r) = min 53 (A-i - ¢i,)yw + fk*k - 53 AbS'b + 13 W 9)
yoooM X i i
przy ograniczeniach
53 A2h < Vic (10)
i
. : (ii)
26 € {0,1}, z= € {0,1} Vic, 1 (12)

Przy ustalonych wartosciach A i p problem AL* moze bycdalej zdekomponowany
na |A|+1 problemy plecakowe (patrz [4, 8]), przy czym |Aj podprobleméw odpowiada
kazdemu z magazynow - charakteryzujacych sie ograniczeniem (10) oraz dodatkowo jeden
podproblem jest zwigzany z zagregownym ograniczeniem (11). W rezultacie rozwigzanie

problemu zrelaksowanego LA mozemy wyznaczy¢ rozwigzujac po kolei nastepujace pod-

problemy plecakowe.

Problem KPk,ke K

7k = min53(0« - upyki + fk (13)
v o
53 ~MVKI —Qk (14)
i
Ukt € {0,1} \Y/| (15)
Problem KPA
L(A,p) = min53 JkZk - 53 Aysv +13 W (16)
t y i
E<?7~>EA> (7
Jt 1
zkc€ {0,1} ylc (18)

Rozwigzanie problemu plecakowego K P A okres$la, ktére magazyny powinny by¢ otwar-
te. Dla nich zk — 1. Z kolei, rozwigzania podprobleméw KPk okre$lajg przydziat
klientéw obstugiwanych przez poszczegélne punkty dystrybucyjne. Oczywiscie przyjmuje-

my yki = 0, jezeli zk = 0. Warto$ci zmiennych x dla problemu zrelaksowanego LA* mozna
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wyliczy¢ wedtug formuty: x>kt = Duyki, jezelij —argminj,(cij,ki + vic+ Xij,) oraz =0
w przeciwnym przypadku.

Aby otrzymac jak najsilniejszg relaksacje - dajaca jak najlepsze oszacowania, funk-
cja L(A, /i) powinna by¢ maksymalizowana wzgledem mnoznikéw A > 0 i ji. W naszym
podejsciu zastosowaliSmy do tego celu metode subgradientowg [6], ktéra dokonuje mak-
symalizacji w sposo6b iteracyjny, modyfikujagc w kazdym kroku warto$ci mnoznikéw na
podstawie aktualnych rozwigzan problemu zrelaksowanego. W rezultacie, problemy ple-
cakowe KPk i KPA sg rozwigzywane wielokrotnie dla zmieniajacych sie w kolejnych
iteracjach wartosci mnoznikéw A i n. Poniewaz jednak dla praktycznych zestawéw da-
nych problemy plecakowe rozwigzywane sg dos¢ efektywnie, nie powoduje to nadmiernego

naktadu obliczen.

3.2. Poszukiwanie dobrych rozwigzan dopuszczalnych

Rozwigzanie problemu zrelaksowanego niestety zwykle nie jest dopuszczalne dla pro-
blemu pierwotnego i moze nie spetniaé¢ niektérych ograniczen (2) lub (4). Okazuje sie jed-
nak, ze w wielu przypadkach nieznaczna modyfikacja takiego rozwigzania wystarcza, aby
uczyni¢ je dobrym rozwiagzaniem dopuszczalnym. Ponizej proponowany jest heurystyczny
algorytm modyfikacji, ktéry najpierw ustala warto$ci zmiennych z, potem dopuszczalne
wartosci zmiennych y i na koficu zmiennych x.

Wartosci zmiennych z sg przyjmowane bez zmian z rozwigzania problemu zrelaksowa-
nego. Okres$lajg one, ktére magazyny beda otwarte, a ktére zamkniete.

Z rozwigzania problemu zrelaksowanego sg tez przyjmowane wartosci zmiennych yki
dla tych klientéow I, dla ktérych zachodzi réwno$¢ (4) oznaczajgca przydziat do doktadnie
jednego magazynu. Jezeli zachodzi to dla wszystkich klientéw, to przeptywy towaréw x

mozna wyznaczy¢ poprzez rozwigzanie nastepujacego podproblemu.

Problem TP
(19)
przy ograniczeniach
<Sj VA (20)
ki
J2 Xijki = Dit Vi, kl £ Yi (21)

|
Xijki > 0 Vi,j, k, 1 (22)
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gdzie Vj oznacza zbiér par indekséw k i I, dla ktérych jiw = 1. Jak mozna zauwazy¢, po-

wyzszy problem mozna zdekomponowaé na |/| podprobleméw transportowych, z ktérych

kazdy odpowiada odrebnemu rodzajowi towaru i.

Gdy ograniczenia (4) nie sa spetnione dla czesci klientéw, to sg oni przydzielani do

otwartych magazyndéw zgodnie z nastepujacym trzyfazowym algorytem heurystycznym.

Faza 1 - zachtanny algorytm przydziatu.
Procedura jest oparta na heurystyce MTHG zapropowanej dla Uogdlnionego Zada-
nia Przydziatu [7]. Sposréd klientéw pozostajacych do przydziatu rozpatruje sie w

pierwszej kolejnosci tego o najwiekszym priorytecie mierzonym jako

P(0 = Pki.l-Pki.l

gdzie ki i /2 sg indeksami magazynéw dopuszczalnych do przydziatu, dla ktérych
warto$¢ kosztéw zredukowanych /?y jest odpowiednio najmniejsza i druga co do
wielkosci. Wybranego klienta przydziela sie do magazynu kx (priorytet p(l) stanowi

oszacowanie, ile mozna straci¢ dokonujgc innego przydziatu).

W momencie gdy pewnego klienta nie mozna nigdzie przydzieli¢ bez przekrocze-
nia pojemnos$ci magazynoéw, przypisuje sie¢ go tymczasowo tam, gdzie powoduje to

najmniejsze przecigzenie.

Faza 2 - przywr6cenie dopuszczalnosci

Faza ta jest wykonywana tylko wéwczas, gdy uzyskane w pierwszej fazie rozwigzanie
jest niedopuszczalne ze wzgledu na przekroczenie pojemnosci magazynéw. Aby uczy-
ni¢ je dopuszczalnym, dokonuje sie w spos6b iteracyjny prostych przemieszczen
polegajacych albo na zmianie przydziatu kilenta do innego magazynu, albo na wy-
mianie przydziatu dwéch klientéw pomiedzy réznymi magazynami. W kazdym kro-
ku realizowane jest takie przemieszczenie, ktdre powoduje najwieksze zmniejszenie

sumarycznej niedopuszczalnosci.

Faza 3 - poprawa rozwigzania

Faza ta ma na celu poprawe uzyskanego dopuszczalnego rozwigzania. Polega réwniez
na iteracyjnym przemieszczaniu klientéw podobnie jak w fazie 2, ale zawsze z za-
chowaniem ograniczen na pojemnos$é¢ magazynéw. W kazdym kroku realizowane jest

takie przemieszczenie, ktére powoduje najwiekszy spadek wartosci funkcji celu (1).
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Ocena poszczeg6lnych przemieszczen wymaga wiec rozwigzywania problemu trans-

portowego T P.

Mimo ze powyzszy algorytm nie gwarantuje dopuszczalnosci rozwigzan, to eksperymenty

obliczeniowe pokazajg, ze w wiekszo$ci przypadkéw daje dobre rozwigzania dopuszczalne.

4. Uwagi koncowe

Przedstawiony w pracy algorytm zostat zaimplementowany w jezyku PASCAL. Do
rozwigzywania zadan plecakowych KPk i KPA zastosowano algorytm Martello i To-
tka [7]. Przeprowadzono szereg eksperymentéw obliczeniowywch, ktére wskazujg na duza
efektywno$¢ i doktadno$¢ zaproponowanej metody. Nie bylo mozliwosci bezposredniego
poréwnania metody z podejsciem przedstawionym w pracy [5] ze wzgledu na brak danych
liczbowych do zadania tam analizowanego. Pordwnano natomiast efektywno$¢ algorytmu
na badanych w literaturze przykfadach testowych Dyskretnego Problemu Lokalizacyjnego
bedacego szczegdlnym przypadkiem rozpatrywanego problemu dystrybucyjnego. W tabli-
cy 1 przedstawiono wyniki eksperymentéw obliczeniowych dla 33 zadan rozpatrywanych
w pracach [1, 3]. Uzyskane rozwigzania poréwnano z oszacowaniem dolnym oraz z naj-
lepszymi dotychczas znanymi wynikami uzyskanymi za pomoca réznorodnych podejs$é, w
tym dekompozycji Lagrange’a [1] oraz metaheurystyk: algorytmu ewolucyjnego, procedu-
ry GRASP, symulowanego wyzarzania i przeszukiwania Tabu [3].

Z tablicy 1 wynika, ze w kilku przypadkach udato sie znalezé lepsze rozwigzania
przy bardzo umiarkowanym czasie obliczen (na 133 MHz PC). Dodatkowg istotng zaletg
proponowanej metody, wazng z praktycznego punktu widzenia, jest fakt, ze wraz z

rozwigzaniami podaje tez dolne oszacowania, co pozwala oceni¢ jako$¢ wynikdow.
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Tablica 1

Wyniki dla zadan testowych Dyskretnego Problemu Lokalizacyjnego

Zad. Rozmiar Uzyskany Dolne Odstep od Czas[sJ Poprzedni Odstep od

\K\ x \L\ wynik 0Szacow. 0SZacow. wynik poprzedn.
Pl 2014 1979.14 1.76% 27.32 2014 0.00%
P2 4251 4232.52 0.44% 23.34 4251 0.00%
P3 10x20 6051 6050.07 0.02% 17.86 6051 0.00%
P4 7168 7124.81 0.61% 21.41 7168 0.00%
P5 4551 452453 0.59% 23.01 4551 0.00%
P6 2269 2262.55 0.29% 21.73 2269 0.00%
pP7 4385 4290.55 2.20% 43.24 4372 0.30%
P8 7933 7918.32 0.19% 46.32 7943 -0.13%
P9 2480 2460.56 0.79% 55.92 2486 -0.24%
P10 23112 23096.51 0.07% 43.42 23112 0.00%
P 1l 3447 3439.33 0.22% 49.13 3463 -0.46%
P12 15 x 30 3721 3688.24 0.89% 46.16 3711 0.27%
P13 3773 3724.63 1.30% 36.38 3760 0.35%
P14 5984 5917.59 1.12% 47.99 5970 0.23%
P15 7828 7793.58 0.44% 35.07 7816 0.15%
P16 11543 11520.17 0.20% 38.97 11543 0.00%
P17 9884 9858.89 0.25% 45.84 9895 -0.11%
P18 15607 15606.33 0.00% 69.36 15616 -0.06%
P19 18683 18670.49 0.07% 68.23 18683 0.00%
P20 26574 26544.43 0.11% 87.29 26593 -0.07%
P21 7367 7271.13 1.32% 91.75 7318 0.67%
P22 20x40 3274 3245.95 0.86% 72.03 3271 0.09%
P23 6042 6030.44 0.19% 70.94 6036 0.10%
P24 6327 6320.02 0.11% 70.09 6327 0.00%
P25 8947 8947.00 0.00% 45.62 8947 0.00%
P26 4463 4435.21 0.63% 127.66 4467 -0.09%
P27 10953 10909.16 0.40% 78.35 10921 0.29%
P28 11117 11105.93 0.10% 108.15 11117 0.00%
P29 20x50 9832 9820.29 0.12% 93.58 9832 0.00%
P30 10917 10771.24 1.35% 108.41 10939 -0.2%
P31 4466 4454 .42 0.26% 103.63 4484 -0.4%
P32 9881 9876.96 0.04% 69.54 9881 0.00%
P33 39631 39405.25 0.57% 96.54 39578 0.13%
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Abstract

A two-stage distribution planning problem is addressed. Customers are to be served
with different commodities from a number of plants, through some intermediate distribu-
tion centres (DCs). Each customer must be served with all the products it requires from a
single distribution centre. The possible locations for the DCs are given. For each location,
there is an associated fixed cost for opening the DC concerned, as well as operating cost
and a maximum capacity. The demand of each customer for each commodity is known.
The plant to customer transportation costs of each commodity are explicitly dependent
on the intermediate DC used to distribute the commodity. The objective is to choose the
locations for opening DCs such that the total fixed, operating and transportation costs
are minimised. The problem is modelled as a mixed-integer programming problem and
solved by a Lagrangian heuristic. The solution of the problem is computed with subgra-
dient optimisation of a relaxed problem and a heuristic modifying relaxed solution into
a feasible one. Lagrangian relaxation exploits structural properties of the problem and is

decomposed into knapsack problems.



