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PRZEBIEGI CZASOWE TEMPERATUR
W UKLADZIE PLASKIM JEDNOWARSTWOWYM

Streszczenie« W pracy podano rozwigzanie zagadnie
nia brzegowego, sformutowanego przy pomocy  roéwnan
(1D-(5) przy pomocy funkcji Greena i1 poréwnano je z
analogicznymi rozwigzaniami problemu w przypadku nie
skoriczenie duzej predkosci rozchodzenia sie ciepla oraz
nieskonczenie duzej stalej przewodzenia temperatury.
Jest to kontynuacja zagadnienia poruszonego w [6] dla
symetrii sferycznej« Zagadnienie jest wazne dla pro-
bleméw niestacjonarnej wymiany ciepta*

WSTEP

W poprzednich pracach [5, 6] autor przedyskutowat dwa
czynniki, wpdywajgce na przebiegi temperaturowe w ukdadach
jedno i1 dwuwarstwowych o symetrii kulistej; mianowicie wp3yw
ruchomych wskutek rozszerzalnosci cieplnej ograniczen ukda-
du oraz wptyw skonczonej predkosci rozchodzenia sie ciepla,
Do rozwigzywania tego rodzaju zagadnien specjalnie wygodne
sa funkcje Greena« Ich tworzenie jest wzglednie proste w
przypadku ciat o prostej konfiguracji w szczegdlnosci jedno
warstwowych. W przypadkach bardziej z4ozonych  przedstawia
znaczne trudnosci. Dlatego w pracy niniejszej obrano ukdad
prosty pod wzgledem teoretycznym, jakkolwiek przedstawiajag-
cy pewne trudnosci doswiadczalne. Praca niniejsza jest cze-
Scig pierwszg obszerniejszej pracy, w ktorej proécz ciat jed
nowarstwowych rozpatrywano takze ciata dwuwarstwowe. Ponie-
waz w przypadku ciata dwuwarstwowego wyrazenia matematyczne
komplikuja sie znacznie, co powiekszyto objetos¢ pracy,zde-
cydowano sie na podziat pracy na dwie czesci, mianowicie
czesC poswiecong omawianiu wkasnosci ciat jednowarstwowych
i czesS¢ poswiecong omawianiu wkasnosci rozwigzali uktadow
dwuwarstwowych .
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Obrano jako wyjsciowy przypadek najogélniejszy sposrod
trzech. Dla celdéw poréwnawczych oméwiono réwniez dwa inne
przypadki graniczne, mianowicie uktadu w nieskonhczenie du-
zym wspodczynniku przewodzenia temperatury oraz o nieskon-
czenie duzej predkosci rozchodzenia sie cieptac Pozwala to
zorientowa¢ sie, jak bardzo komplikuje sie rozwigzanie, jeze
i wspotczynnik przewodzenia temperatury i predkos¢ rozcho-
dzenia sie ciepta posiadaja wartosci skonczoneO

Istnieje szereg metod budowy funkcji Greena« Zagadnienie
to omowiono szerzej w pracy [7]o W pracy niniejszej obrano
metode opartg na transformacji Laplace a, wzorujgac sie na
L3]o Metoda ta daje rozwigzania w formie szeregéw lub sum
skoiiczonych funkcji Greena« Poniewaz postugiwano sie funk-
cjami Greena zdefiniowanymi dla nieskonczonego przedziatu
zmiennosci zmiennej niezaleznej, spednienie warunkdéw brze-
gowych na granicy ciata, wymaga uzycia nieskonczonych lub
skonczonych i1losci funkcji Greenax Fizykalnie oznacza to
realizacje pewnego rozk#adu temperatury przez odpowiednie
rozmieszczenie zrodet cieplta« Metodg zastosowang w pracy
otrzymuje sie w mozliwie prosty sposéb funkcje opisujgce po
szczeg6lne zrodia.

Wyprowadzone funkcje Greena odnosza sie do ukfadu o nie-
zerowych wartosciach brzegowycho Nie jest to wada, poniewaz
postepujac dokdtadnie tak samo mozna otrzyma¢ funkcje Greena
dla zerowych warunkéw brzegowych przez odpowiedniga modyfi-
kacje sformutowania zagadnienia [8] 1 w razie potrzeby u-
wzglednienie niezercwych warunkéw metoda klasyczng [8) czy
tez przy pomocy twierdzenia o splocie.

Takie podejscie do zagadnienia jest wygodne, jako wyroéz-
niajace role granic, w szczegdlnosci do zagadnienn z ruchomy
mi granicami [Z] 0

SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przewodnik ptaski w kierunku poprzecznym nieskonczony o
a”™ wspotczynniku przewodzenia temperatury i c¢j predkosci

rozchodzenia sie ciepta, rozcigga sie od x=0 do Xr:b
(rys. 1), Temperatura otoczenia, znajdujgcego sie w obsza-
rze x > b zmienia sie weddfug nastepujgcego prawa

¢ o O

#jl
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gdzie;
t@) - temperatura,
T - czas,
Bj®,0 - state rzeczywiste, ok state rzeczywiste ujemne.

Aby mie¢ moznos¢ porownania rozwigzan z rozwigzaniami
otrzymanymi dla przypadku kulistego, przyjeto Sciane x=0
jako adiabatyczng, to znaczy strumien ciepta w kierunku u-
jemnej osi  x przyjeto réwny zeru*

ROWNANIE™ ROZNICZKOWE PROBLEMU

Réwnanie rézniczkowe problemu przyjmujemy w nastepujacej
postaci:

@aj)oti(x,T) /9v + (I/c2)02 t1(x,r) /Qt2 =

=#2 tl(x,r) /7 Ax2 @)

przy czym t» — temperatura ciaka*
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WARUNKT BRZEGOWE

t1(x,0) * t1fQ dtl(x,0) /dT« t.,"0, (©))
$(O,) /79X a0 [0
#t1(bfT)/9x - - t((r) o)

gdzie;
*1 0- *1.0 " wartosci poczatkowe funkcji 1 jej pierwszej

pochodnej,
- wspotczynnik wnikania ciepla,
- wspotczynnik przewodzenia ciepla.
ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO

W pracy podamy wyniki koncowe, odsytajac czytlenika do
przypiséw, gdzie podane”sg szczegétowe obliczenia.

Transformate Laplace a rozwigzania zagadnienia mozna na-
pisa¢ w postaci nastepujacej

-q1(x+b)

®

Oznaczenia jak w przypisach.
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Rozpatrzono nastepujace przypadKi; “29-"
1) w mianowniku (6) pomijamy wyraz zawierajacy e .
jako maty w pordéwnaniu z wyrazem pozostakym,

2) przypadek ogdlny.

Trzy przypadki, oméwione we wstepie otrzymujemy specyfiku-
jac wartosci gl oraz t Q.

PRZYPADEK 1

a) ql * yp/al + ¥/ A

W tym przypadku otrzymujemy nastepujace rozwigzanie;

, ~(c?/al)r o]
tlx, ) m t”~o0 - t1>0 (e - D/(cMan)  +

+ (B/1,)0-1"1(i + 11) + (5/A1) 2 ALTIm + Tv)k A

kasl

N

gdzie 1iT oznacza przejscie od transformat #apigce "a do
funkcji czasowej

_O _ p
Jr 1r/2at)K -
LO

/[- -(cMga-)(*-t) ~ 1 r -(c~/2al+cls/Al)F
[e - I (X, T-x) JI'cl e +

p / -(c?/2al + clS /A1) \1f2 -u2 |
4 @O > 1 1(u)du.e 1 1 1 17\ df

€))
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o)
1 \r @, (r-r)r-(c™/2ajr 1
u 1(1lI+iv)k= 1/ dr e {e NG

-];i —{c%/Zai dY(r-1)

- fa0, Y{e 1(x,T-F).
on

p ~(c™/2al + c~/0, )F 2

elcl e +

./ -(cha., + cl6:/A1) \|r2 - u2 - [ J

jJ e 1 1 1 - v I™Mu) duj dr j ©
przy czym
1,1 = 1q £(c2/2a.f) ~r2 - (b-x)2/c2 4+
+ 1IQ[(cha.,)n2 - (x + b)2/02j (10

gdzie 1 (2. 1-(z) funkcje Bessela urojonego argumentu.
Wyrazenie (7) przedstawia wiec dwa rozwigzania? 0<c” T<b +

+ X rozwigzanie jest réwne zeru, dla t>b + x otrzymu-

jemy wypisane powyzej rozwigzanie. Taki obraz odpowiada pray-
padkowi skonczonej predkosci rozchodzenia sie ciepla.

b) gl = p/ch

W tym przypadku otrzymuje sie nastepujace rozwigzanie?

tl(x,r) » t1>0 + («/A”e-I1T1 (I + 1i) +

+e(«/%,) ST Bk L"1 (111 + IV)k aD
kat
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L (@ + 1i) -y drkCl e(x,t) a2)
(0]
1Clii + 1V) » J drocl E(x,t) (13)
0
- (c ™ )(r-(b-x)/cl) -(c”Aj )(r-(b+x)/cl)
ex,t)=¢e + e
vH)

Jest to rozwigzanie rownania falowego.

®» 9, = \yp/al,

W tym przypadku otrzymuje sie nastepujace rozwigzanie?

n
tl(x,r) a t140 +9 ) L"1(I+1D)+(<SA1> I v L’:I.all'li)(
k=1

(15)

i
L*1(1+11)»/d«cj rr1/2T-"1/2 P1(x,r)-(5A1) P2(x/r) j~

0 " @6)

— t (r-r) 2 -1/2
L @+Nka'€ " dijjt” t"” PikD-
(0]

- o*/7,) p2(x,f)|y” an

-(b-xw~.4 &/C -(b+x)2/4 a.-T
Fi1kx,t)« e + e (18)
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s (a/A-Kb-*) tfT + (« A?)afm
P2k ,t) « e

Jj2 172 J‘L
_erfc [(1/2)(b-x)r + (#/A)T +
(<A, )(b+x)\TaT + fa2/X\)a.T r
+ e i oerf c |"W/2)(b+x).

1/2}

.t“1/2/ ~ + (a/"™H a9

Przypadek ten odpowiada rdéwnaniu przewodnictwa ciepta z nie
skoniczong predkoscig rozchodzenia sie.

PRZYPADEK 2

W podprzypadkach a), b), c) mozna rozwigzanie napisa¢ w
postaci:

oo
t. (x,r) - t +t. "> = NKk*2 )£ X»T) +
1 7e ,0 n«o
(e]6)
+2 20B5/1.) 7/ T.(b + 2nb £x, T- F) dr-.
»*1 N
2 00 T
J+ N 20/ALX2 (2)/N KX»T “ d?r=>*

n=1



Przebiegi ozasowe temperatur w ukdadzie ptaskim,.. 141

gdzie:
w przypadku a)

v (r) a tlo" [e (C17a~ _ 1]1/(c2/ai) (2D
w przypadku b)

y(r) « t8° *v @22)

w przypadku c)

V(r)«0 @3)

Wartosci wyrazen T,j(bi x,t) oraz ¢ (X,t) znajdujemy w

przypisach (p 22) oraz (P 23), przy czym w przypadkach a),
b), c) nalezy za pierwszg funkcje podstawié odpowiednio (7)
(11), (15), natomiast za drugg (P12), (P 24), iP 25)*
Oznaczone kropkami w formule (29) pominiete wykazy sg two-
rzone podobnie jak poprzednie, przy czym w kazdym nastepnym
wystepuje jedna nowa catka z funkcji T-j(b + 2n b + X, r- 2)
i czynnik 2(pc/X\) oraz zmienia sie mianownik wyrazen na
wspotczynniki dwumienne o 1,

Jak wida¢ z poréwnania formuty (20) z formutami przypad-
?u ;, te ostatnie zawieraja tylko pierwsze cztony  formudy
20).

Otrzymane wyrazenie mozna zinterpretowa¢ w ten sposob,
ze w tym przypadku otrzymujemy nieskonczony szereg zrodet,
ktérych potozenie jest zalezne od argumentu + 2n b,
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PRZYPISY

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego (i) - (®) metoda cakki
tapigce*a [i, 4]

Jezeli transformate Laplace”™a funkcji tw,r) oznaczymy
przez T(X,p), gdzie p parametr transformacji,otrzymujemy
transformate réwnania (2)

d2 T1(x,p)/dx2 = g2 T1(x,p) - (@/p) t~o - (G
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gdzie

ql = "p/al + p2/c2 P 2

Transformaty warunkéw brzegowych posiadajg nastepujacg po-
stac;

dT-j(0,p)/dx =0 P 3)

dT1(b,p)/dx « - («/*,) [t1(b,p) - T(P)]

Transformata rozwigzania problemu posiada nastepujaca po-
stac¢

TIC*.p) - t1jO/p - 4, -

= ch g™x («X,)T(®) [ql sh ql b + @/X1) eh g1 b] ( 4)

W celu przejscia do funkcji Greena wygodnie jest to row-
nanie napisa¢ w postaci (6)»
PRZYPADEK 1
Transformate rozwigzania mozemy w tym przypadku napisac
w postaci*
T1(x,p) - t14C/p - = («A,) 0@ + 1) +
n

+ Bk rEi+iv”" N
=1
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przy czym
ql(x-b) :
1 =e IIp(g-, + «*/AL)J
-q1l(xtb) , ;
1 =ce /[PU-) +0i/X,) J
(® 6)
<ti(*-b), r w u
1l « e | BP -ock)(ql +S/Xj)J
- (x+b)
IV = e I |"p -OCK)(ql + <*/%,)]

a) <H « p/Zal + p2/c2

W tym przypadku mwrazenia, I - 1V mozna napisa¢ w nastepuja-
cej postaci;

1~ A B (I/p)

Uu - A" B (I/p)

A B (V(p -0oCk))

IVca®b  (1/(p-0Ck)) C 7)

q1(x-b)
A *e /N

-q1(x+b)
= e /q1

B m ql/(gql + SA 1)
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Obliczenie funkcji czasowych

0 dla 0<c™ < b-x
2
.1(4 _ 57°1/2al”10 \C2/2a., )Wr2 - (b-x)2/c2]
dla cl1l ™ b-x (P 8
B-1-C ® 9

gdzie

(P 10)

dla obliczenia funkcji czasowej, odpowiadajgcej C,korzysta-
my z znanego twierdzenia [1];

Obliczamy pomocniczo

L-1{ [“p + ci/2ai*/cl + ”

-(c2/2al+clc/Ali"
= e (M (P 11)
wtedy

172
ITL Jcl = - («Al) {fCrJ+Cc”a”™y f[(T2-u2) j »l-j(u)du

P 12)

Tu 1Q(), I-jJ@) <1 to funkcje Bessela urojonego argumentu*

Stosujac do otrzymanych wyrazen twierdzenie o splocie otrzy
mujemy prosto rozwigzanie (7)*

b) ql - p/cl
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W tym przypadku z (P 6) otrzymujemy

1= A (/p)
1= A" (/p)
1l a Av[1/(P-M]
(P 13)
IV= a® L[i7(p -0:k)]
p(x-b)/cl
/(p/cl +&/A,.,)
-p(x+b)/cl
A ae /(p/cl + <&/1-)
Tu wystarczy obliczy¢ funkcje czasowg
(cM/\)(Ct-(b—x)/cl)
ITLIA]= c* e ¢ 14

Stad prosto dochodzimy do rozwigzania (11).
) H = NP/ai

7 tym przypadku wyrazenia I-1V posiadajg postac¢ (p 13)»przy
czym
q-(x-b)

Ase /@i +anl)
P 15)

A" = e’qi(ath)/(ql +arsX,)
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Obliczenie funkcji czasowej
Wystarczy obliczyc¢

-1/2 =172 =(b=x¥2/4alr
r1JAj = jc T e

(«/~"KbAr~r+~Apan , 172
-C/%-, de erf c[(1/72)(b-x)T /~j+

1/2,

+ («A-,)t NAVES (P 16)

Stad prosto otrzymujemy rozwigzanie (15)»

Wystepujaca w rownaniu (p 16) funkcja erf c x okreslona
jest nastepujaco:

@ c
erfcx=1-erfx* @NVoB) T e X dx (P 17
X 2
erf x a @A) T e’X dx (P 18)

PRZYPADEK 2

Uwzgledniajac pedny mianownik (6) mozemy przejs¢ od roz-
wigzali przypadku I do szukanych rozwigzali, mnozac transfor-
maty rozwigzaai przypadku | przez szereg

-2ql b -4q1b _ —6q-1.pJ
e -

1+Pe -P e +r (P 19)

gdzie

p= (gn -6:A1)/(ql +6¢/\) = 1-2 (@/X1)/(ql + «/ ™)
P 20)
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dla wyzszych poteg na podstawie twierdzenia o potegach dwu-
mianu

Pns 1-(%) 2 («/%1)/ (L +a/”) + () 22(</X1)2/

/Cgn +a;A-,)2 - ... + C-0n 2n~"/x1)n/(gl +<i/x1)n
(P 2D

W szeregu (p 19) wystepuja z wyjatkiem pierwszego wyrazu,
wyrazy zawierajgce po dwa czynniki, z ktoérych jednym  jest
P<1, drugim funkcja wyk¥adnicza® Punkcje wyk#adniczg mozna
rozpatrywa¢ razem z funkcjg wystepujacg w A lub A » Wtedy w
argumencie w miejsce b + x wystepujg b+2n b + x,gdzie n =
= 0,1,2

Stosujac do wyrazeh zawierajacych cziton @] n/ (-FYAn

twierdzenie o 3plocie tyle razy, ile wskazuje wykdadnik po-
tegowy n, otrzymujemy rozwigzanie w postaci (20),przy czym
oznaczono w rozwigzaniach (7), (1) i (15) przypadku a), b)
icC)

—(cMa x
ti(x,x) - t} o—t\ L(e 1 1 —I)/(cZﬁ%,) =T + x.,t)
P 22)
/
oraz
L~1{V(gl +<2/~)}=  23)

Ostatnia funkcja moze by¢ obliczona w przypadku a) wedtug
wzoru (p 12),

W przypadku b) -(cMjz
o(x,t) « cl e P 24)
W przypadku c) ? 7
r ao *Ip 31 /A,
P =~ Jife' T T - art/A) e
172 1

(P 25)
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r¢yHKPOHAJIbDHHE 3AOHCHMOCTH TEMLEPATm i
OT 3P3BM 3 riJIOCKOM O0JUIOCJIOKHOH CHCTEME

Pe3KWme

3 padgte naHO pememle 3asaqn KpaEHHX 3HageHnii
(O - (5) HcnoliBsya “ymcmra PpHHa h cpaBHeHo ¢ a
liaJiora®ecKHMH peniemisMH sa”aaii b cjiyaae decKOHea-
HO OQlIBraOE CKOPOCTH .HBfflkeHHH TeiMOTH H GeCKOHe"HO
0ojiLmoii KOHCTaHTH npoBOflHMocTH TeMnepaTypu.PadoTa
HBJiaeTCH nponoJDKeHHeM npoOJieMH [61 jyui c$eoir-ie-
ckoh ciiTMeTpHH* llpejyioaceHHoe penieHHe, HMeeT 3Haae-
Hue RJm 3ajnaaH HecTaunoHapHoro odMeHa TeiuroTH.

TEMPERATURE FUNCTIONS OF TIME IN A PLANE ONE-LAYER SYSTEM,
EXCHANGING HEAT WITH A SECOND MEDIUM,
TAKING INTO CONSIDERATION THE HEAT CONDUCTIVITY AND THE
FINITE HEAT PROPAGATION VELOCITY

Summary

In the paper is the solution given of eigenvalue problem
(D)-(B) with use of Green functions and compared with analo-
gous solutions in the case of infinite heat propagation velo-
city and infinite temperaturo conduction constant. It is the
continuation of the problem of [63 for spherical symmetry.
The solution is of iImportance for nonstationary heat exchan-
ge problems.



