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O AHA LOGII PEłfNYCH PRZYPADKÓW 
NIEUSTALONEGO PRZEWODZENIA CIEPŁA

StreeEOEenie. Wykazano analogię pomiędzy nieusta- 
lonym przewodzeniem ciepła w ciele stałym zanurzo­
nym w środowisku o zmieniającej się w czasie tempe 
raturze i nieustalonym przewodzeniem ciepła w ciek­
le stałym z równomiernie rozłożonymi źródłami wew­
nętrznymi, zanurzonym w środowisku o niezmiennej 
temperaturze.

1 • Wstęp
Przy rozwiązywaniu czy to analityczno-rachunkowym, czy też do­
świadczalnym różnyoh problemów teohnlcznyoh stosujemy ozęsto 
teorię podobieństwa. Dzięki zastąpieniu zmiennych, i parametrów 
opisuJąoych zjawisko bezwymiarowymi loh kombinacjami uzyskuje­
my wyraźne zmniejszenie llośol zmiennych. Rozważania analitycz­
ne i ioh wyniki raohunkowe zyskują dzięki temu na zwartośol 1 
przejrzystości. Korzyści jakie daje zmniejszenie ilości zmien<- 
nyoh przy badaniaoh doświadczalnych nie potrzeba uzasadnlaó. Np 
leży tylko dodaó, że dla zmiany wartośoi bezwymiarowych wiel­
kości zredukowanych wystarazy zmioniaó tylko po jednej z wystę 
pującyoh w nich wielkośoi bezwzględnych i w tym oelu można wy— 
braó tylko te, które najłatwiej jest uzmiennió. Dodatkową ko­
rzyścią Jest uniezależnienie się od układów Jednostek, oo jest 
szozególnle istotne przy opracowywaniu wzorów empiryoznych - 
wzory te podane w formie kryterialnej mają własności równań 
wielkościowych.

Teoria podobieństwa jest podstawą do modelowania zjawisk, u- 
możllwlającego wykoaanie badań w najdogodniejszej do tego oelu 
skali tnie tylko geometrycznej). Z podobieństwem wiąże się bar­
dzo śoiśle analogia, a ze zwykłym modelowaniem - modelowanie
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aaalogowe. Powiązanie to wynika stąd, że w obu wypadkach stosu­
jemy te same prawa i te same metody. Modelowanie analogowe Jest 
Jeszcze Jednym krokiem dalej na drodze do ułatwienia i udogod­
nienia doświadczeń. Poza wszystkimi korzyśoiami, Jakie daje 
zwykłe modelowanie oparte tylko na podobieństwie, modelowanie 
analogowe umożliwia zamianę pewnych niedogodnyoh do pomiaru
wielkośoi innymi. Wiąże się to ze zmianą obiektu badanego fmode 
lu) na inny, łatwiejszy do zrealizowania i badania.

2 . Identjoaaośd. podobieństwo, analogią

Najprymitywniejszym modelem Jest model odtwarzający dokładnie 
badany obiekt i zaohodząoe w nim zjawisko. Oba zjawiska (w mo­
delu i obiekcie) zachodzą w układaoh geometryoznyoh ldentyoz
nych (przystająoych). Są to zjawiska te same, a więc opisane
tymi samymi równaniami różniczkowymi i warunkami brzegowymi, a 
występujące w tych równaniach wielkości geometryczne i iizyozne 
mają te same wartości liczbowe. Zjawiska spełniające powyższe 
warunki nazywamy zjawiskami i d e n t y o z n y m i .

Zjawiskami p o d o b n y m i  mogą byó tylko zjawiska fi­
zycznie takie same, a więc opisane takimi samymi równaniami róż 
niczkowymi i warunkami brzegowymi, w których poszczególne wiel­
kości mają ten sam sens fizyczny. Jednak pozostałe warunki ko­
nieczne dla zaistnienie podobieństwa są łagodniejsze niż przy 
identycznośoi. W miejsce identyozności geometrii układów w któ­
rych zachodzą zjawiska, wymagane jest tylko podobieństwo geo- 
metryozne. Również wielkośoi fizyczne opisujące zjawiska podob 
ne nie muszą mieó tyoh samych wartości liczbowych. Warunek ten 
muszą spełniaó Jedynie pewne loh kombinacje zwane kryteriami po 
dobieństwa (wielkośoiami zredukowanymi), wiążąoe się również, 
poprzez charakterystyczny rozmiar geometryozny układu, z Jego 
skalą geometryozną. Kryteria podobieństwa otrzymuje się z ana­
lizy równań różniczkowych i warunków brzegowyoh lub też innymi 
metodami [4].

Zjawiskami a n a l o g i c z n y m i  mogą byó zjawiska 
fizycznie różne, ale opisane tymi samymi równaniami różniozko­
wymi i warunkami brzegowymi. Wystarozy przy tym, by ohoó Jedna
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wielkość występująca w równaniach opisująoyoh zjawisko była fi­
zycznie Inna. Odpowiadające sobla 1 różne fizycznie wlelkośol w 
dwu zjawiskach analogicznych nazywamy a n a l o g a m i .

Analogia zjawisk znajduje praktyozne zastosowanie (przy mo­
delowaniu analogowym) dopiero pa połąozenlu jej z podobieństwem. 
Dwa zjawiska analogiczne są podobne, jeżeli przebiegają w ukła 
daoh geometrycznie podobnyoh, są opisane identycznymi równania­
mi kryterialnymi, a występujące w tych równaniash i odpowiada­
jące sobie kryteria są równe. Odpowiadające sobie kryteria e fl 
zycznie różnym znaozenlu nazywany również analogami. Niekiedy a 
nalogla uwidacznia się dopiero po sprowadzeniu równań oplaują- 
oych zjawiska do postaoi kryterlalnej.

3. Analogia nieustalonego przewodzenia ciepła w oiele stałym 
ze źródłami wewnętrznymi 1 w ciele stałym zanurzonym w śro­
dowisku o zmiennej temperaturze

Jeżeli jednorodne, izotropowe ciało stałe o temperaturze pooząt' 
kowej wewnątrz którego działa równomiernie rozłożone wew­
nętrzne źródło ciepła o jednostkowym (objętościowym) natężeniu 
4W, umleśoimy w środowisku płynnym o temperaturze t, to wew­
nątrz ciała będzie zachodzić nieustalone przewodzenie olepła, 
przy jednoczesnym konwekcyjnym przepływie ciepła na powierzohnl 
olała. Jeżeli natężenie wewnętrznego źródła ciepła nie zmienia 
się w ozasle, to w wyniku nieustalonego przewodzenia ciepła oia 
łs osiąga (teoretyoznle po czasie nieskończenie długim) pewien 
stan ustalony. Przy nieustalonym przewodzeniu ciepła temperatu­
ra ciała Jest funkcją współrzędnyoh i czasu i?,^), nato­
miast w stanie ustalonym rozkład temperatur Jest niezmienny 
* tbaXx), przy czym

Cr) » lim i) Cr,T). (1 )
■ T—-00

W stanie ustalonym Ilość ciepła wytwarzanego przez źródła we- 
fiftrzft# jest równa ilości ciepła oddawanego na drodze konwek­
cji dc środowiska.
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Nieustalone przewodzenie ciepła opisuje równanie Fouriera- 
Kirchhoffa [3]

g $ . . V 2* t i|, (2)

Które jest spełnione wraz z warunkiem brzegowym

3-*■ I* * oc (ft - t) dla re s (3)

(n oznacza normalną zewnętrzną do powierzchni s ciała) i
warunkiem początkowym

ft» ftp dla T ■ 0. (4)

Wprowadzamy następujące bezwymiarowe wielkości zredukowana: 
zredukowane współrzędne

H - f- , H - -Ł, (5)
1o 1

zredukowaną temperaturę

0 - > fó )
V ‘

zredukowany ozasfliczbę Fouriera)

fFo) - SJ , (7)
K

liczbę Biota
cii

(Bi) - (8)

oraz zredukowane natężenie wewnętrznego źródła ciepła
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W równaniach powyższych 10 Jest charakterystycznym rozmiarem 
liniowym ciała stałegc.

Fonieważ 4, c ię nie zależą, od współrzędnyoh (ciało Jedno» 
rodne) a t nie zależy od czasu (stała temperatura środowis­
ka), więc po wprowadzeniu wielkości (5) — (9) do równań (2) - 
(4) otrzymujemy równania kryterialne

■ W 5T - ,2e + V  f10;

- §f - (Bi)0 dla R€S, (11)

0 * 1  dla (Fo) - 0. (12)

Np, dla uzyskania równania (10) należy w równaniu (2) zastąpi) 
przez (■fr - t), a następnie całe równanie pomnożyó obustron

1?
nie przez wyrażenie a'̂ ~l Ą  ̂ • Wciągając odpowiednie (stałe)

wielkości pod znaki różniczek dochodzimy do równania (10).W rów 
naniu tym operator I^aplace’a Jest również operatorem zredukowa 
nym, gdyż występujące w nim pochodne', liczone są względem zre* 
dukowanych współrzędnych.

Rozwiązanie równania różniczkowego (10) przy warunkach (11) 
i (12) doprowadza do wynikowego równania kryterialnego

0 - ©(R, (Fo), (Bi), Kq). (13)

W ogólnym wypadku, Jeżeli natężenie wewnętrznego źródła ciepła 
jest funkcją czasu, kryterium Kq zależy od liczby Fouriera K( 
* Kq(Fo). Najczęściej Jednak mamy do czynienia ze stałym natę­
żeniem źródła ciepła i wówczas po czasie nieskończenie długim 
doohodzimy do stanu ustalonego opisanego równaniem kryterialnym

0 - 0  (R, (Bi), K ) - lim 9 (R,(Fo),(Bi),K ). (14)a a * ’ 9 (Fo)-«) '9
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Rozpatrzmy z kolei nieustalone przewodzenie ciepła w ciele 
stałym bez wewnętrznych źródeł ciepła lecz zanurzonym w środo­
wisku o zmiennej w ozasie temperaturze t * t (*0. Zmiennośó 
w ozasie temperatury środowiska wyklucza osiągnięcie stanu u- 
stalonego i zjawisko jest zawsze zjawiskiem nieustalonym. 

Równanie Fouriera-Kirchhoffa ma w tym wypadku postaó

- a V2*, (1 5 )

a warunki brzegowy i początkowy są te same co poprzednio frówn.
(3) i (4)). Porównanie równania (15) z równaniem (2), mimo 
identycznośol warunki brzegowego i poozątkowego, nie wskazuje 
aa żadne powiązania obu zjawisk. Sprowadźmy jednak równa­
nie (1 5 # wraz z towarzyszącymi mu warunkami do postaci kryte-
rialnej. W tym celu użyjemy bezwymiarowyoh wielkośoi zreduko­
wanych określonych równaniami (5), (7) i (8) oraz zredukowa­
nej temperatury

(16)
- tP P

1 kryterium określającego zmiennośó temperatury środowiska

Ło dtK «   S  JŁ. (17 >

W równaniaoh tyoh tp oznaoza początkową wartość temperatury 
środowiska

tp - t(0).

Eryterialną postać równania (1 5 ) uzyskamy odejmując od obu 
jego stroa wyrażenie ^  . Następnie po lewej stronie obie po­
chodne łączymy w jedną, po prawej zastępujemy pod znakiem róż-



O analogii pewnych przypadków nieustalonego.. 17

nlozek & przez ił-t) I obie strony równania mnożymy przez wy­
li:

rażenie j — j- . Ostatecznie

- f f i n i -  V2«H.Kt. (18S

Wprowadzenie wielkośol zredukowanych, do warunku brzegowego i 
poozątkowego daje równania

- || - (Bi)© dla Re S, (19)

0 - 1  dla (Fó) - 0 . (20)

Z porównania równań (10) - (12) z równaniami (18) — (20) wy
nika analogia zjawisk nieustalonego przewodzenia ciepła w oie- 
le stałym z wewnętrznym źródłami ciepła, zanurzonym w środo­
wisku o niezmiennej temperaturze i nieustalonego przewodzenia 
olepła w oiele stałym bez wewnętrznych źródeł, zanurzonym w 
środowisku o zmiennej w ozasle temperaturze. Analogami są: zre 
dukowane natężenie wewnętrznego źródła ciepła . i kryterium 
Kj. określająoe zmienność temperatury środowiska.

Z analogii wynika, że końcowe równanie kryterlalne dla przy 
padku drugięgo jest identyczne jak dla pierwszego, przy czym 
wielkość Kę zastępuje kryterium Kfc

0 * © (R,(Fo),(Bi), Kfc ). (21)

W ogólnym wypadku, dla dowolnej zmiennośoi temperatury środo­
wiska pochodna zależy od czasu i wówczas kryterium za­
leży od liczby Fouriera ■ K^iFo). Jeżeli natomiast*tempera 
tura środowiska zmienia się liniowo
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to kryterium Kt ma stałą wartość

blf
Kt “ a(tp - A p) '

Odpowiada to analogicznemu przypadkowi stałego natężenia w w  
nętrznego źródła ciepła. Funkoja (21) posiada wtedy granicę 
przy (Fo)— » Crćwn. (14)), a wlęo po czasie nieskoóozenle dłu­
gim zredukowana temperatura © jest funkoją tylko współrzęd­
nych ((Bi) i Kfc są parametrami). Biorąo pód uwagę definicję 
zredukowanej temperatury (równ. (16)) dochodzimy ostatecznie 
do wniosku, że przy liniowej zmienności temperatury środowiska 
różnioa temperatur olała 1 środowiska jest po czasie nieskoń­
czenie długim funkcją tylko współrzędnych.

4. Przypadek zerowej początkowej różnloy temperatur
Jedną z wielkości opisujących nieustalone przewodzenie ciepła 
w ciele stałym jest początkowa różnica temperatur płynu 1 cia­
ła stałego. Wielkość ta wchodzi w skład określonych w p.3.bez­
wymiarowych wielkości zredukowanych (równ. (6), (9), (10) i
(17)). Osobnego omówienia wymaga przypadek, gdy różnica ta 
Jestrówna zeru, tzn.

A - t *0 czyli <8> « tP P

dla ciała ze źródłami wewnętrznymi i

- t_ ■ 0, czyli d ■ tP P ’ P P

dla zmiennej temperatury środowiska.
W myśl twierdzenia Buckinghama [1] llośó bezwymiarowych 

wielkości zredukowanych równa się ilości wielkości bezwzględ­
nych opisująoych zjawisko, pomniejszonej ó ilość podstawowych 
wielkości wymiarowych. Jeżeli z opisu zjawiska znika początko­
wa różnica temperatur, a wymiar temperatury pozostaje nadal 
w wymiarach innych wielkości, to ilość bezwymiarowych wiel- 
kośoi zredukowanych musi być o 1 mniejsza.
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W nowym kryterialny® opisie zjawiska pozostają niezmienio­
nej zredukowane współrzędne (równ. (5)), liczba Fouriera (7) 
i liczba Biota (8). Natomiast zredukowana temperatura jest o- 
kreślona następująco: dla ciała ze źródłami wewnętrznymi

a dla olała w środowisku o zmniennej temperaturze

gdzie wielkośoi 4 * 0 i b wynikają z następującego. przed­
stawienia funkoyj (łVf(‘r  ̂ 1

^  ■ ^ o  ,* y Fo)* (24)

(23)

(25)

Kryt er la Ina postać równania Fouriera-Kirchhoffa dla obu 
zjawisk jest następująca

a f f e l -  v 2e + <MFo >. (26)

Warunek brzegowy jest taki sam jak uprzednio

- » (Bi)0 dla R e S (27)

natomiast warunek początkowy ma postać

0 - 0  dla (Fo) - 0. (28)
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Rozwiązanie zagadnienla brzegowego (26) - (28) doprowadza do 
wynikowego równania kryterialnego ,

© - ©  (R, (Fo), Bi)), (29)

przy czy» postać tej funkcji zależy od postaci funkojl <P (Fo)« 
Analogia nieustalonego przewodzenia ciepła w ciele stały» 

ze źródłami wewnętrzny»! 1 nieustalonego przewodzenia ciepła 
w olele stały» umieszczonym w środowisku o zniennej temperatu­
rze zachodzi więc również 1 w ty» wypadku. Yarunkle» analogii 
jest, poza wymienionyei uprzednio, identyczność funkoyj -P4(Fo ) 
i^iFo). Analogami są zredukowane temperatury 0 i efc.

W szczególny» wypadku źródła o stały» natężeniu

%  m %o m ldaB* 

lub liniowej zalany tenporatury środowiska

t • dp + b

»a my
‘PęiFo) - <Pt(Fo) « 1 .

5. Możliwości praktycznego zastosowani»
Opisana analogia noże być wykorzystana do nodelowanla analo­
gowego. Można więc modelować zjawiska nieustalonego przewodze­
nia ciepła w ciele stałym znajdującym się w środowisku o zmień 
nej w czasie temperaturze zjawiskiem nieustalonego przewodze­
nia ciepła w ciele stałym ze źródłami wewnętrznymi i na od­
wrót. Wewnętrzne źródła ciepła możemy realizować np. za pomo­
cą grzania indukcyjnego lub w wypadku ciała o kształcie pryzma 
tyoznego pręta - przez przepuszczanie przezeń prądu elektryoz 
nego. Łatwo w ten sposób uzyskać pożądaną zmienność w czasie 
wewnętrznego źródła ciepła. Jedynym ograniczeniem jest to, że 
wewnętrzne źródła ciepła może być tylko dodatnie 4 ^  O, a więo
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kryterium Kq musi mieć stały znak (zależny od znaku począt­
kowej różnicy temperatur id - t) olała i środowiska). Wobeo 
tego możemy moddlowaó jedynie przypadki monotonioznej zmienno­
ści temperatury środowiska (stały znak pochodnej jf)» samo 
dotyozy przypadku zerowej początkowej różuioy temperatur - 
funkcja ^(Fo) ma stały znak, a ze stałości znaku funkcji 
T^(Fo) wynika monotonicznośó funkcji t(T).

Analogia umożliwia również wzajemne przenoszenie rozwiązań 
analitycznych z jednego zjawiska na drugie. I tak np. istnieją 
oe rozwiązania nieustalonego przewodzenia ciepła przy linio­
wej zmianie temperatury środowiska i zerowej poozątkowej róż— 
nioy temperatur, doprowadzone do postaci roboczych wykresów[2] 
mogą byó wykorzystane dla rozwiązywania zagadnień nieustalone­
go przewodzenia olepła w ciałach stałych tego samego kształtu, 
z wewnętrznymi źródłami ciepła o stałym natężeniu.
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OB AFAJIOTTOt HEKOTOPHX CJUFAEB KECTAIIHOHAPHOM TEEJDnPOaOjlHOCTM 

P e 3 u m e

B CTaTŁe yKa3aHO anajiorH» Meiwy HecTaimoHapHoź TenJionpoBoaHOCTuo b TBepaoM Te 
Jie, norpyieHHOM b cpeae c H3MeHSDomeiłcH no BpeMera TeMnepaTypok h HecTauzoHap- 
ho8 TenjronpoBOflHccTBD npH Hajmnuz b TeJie paBHowepHo pacnpenê ieHHHX hctohhhkob 
Ten̂ a u npz nocToaraofl TeiorepaType cpejH«

ABOUT THE ANALOGY OF CERTAIN CASES 
OF THE UNSTEADY-STATE HEAT CONDUCTION

S u m m a r y

Id the paper the analogy between the unsteady-state heat oon- 
duotlon In a solid at the variable temperature of the envi­
ronment and at the unsteady-state heat conduction in a solid
with the uniform iurternal heat generation at the steady envi­
ronment temperature has been discussed.


