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O AHALOGII PEFMNYCH PRZYPADKOW
NIEUSTALONEGO PRZEWODZENIA CIEPLA

StreeEOEenie. Wykazano analogie pomiedzy nieusta-
lonym przewodzeniem ciepta w ciele statym zanurzo-
nym w Srodowisku o zmieniajacej sie w czasie tempe
raturze 1 nieustalonym przewodzeniem ciepda w ciek-
le statym z réwnomiernie roztozonymi zrodiami wew-
netrznymi, zanurzonym w Srodowisku o niezmiennej
temperaturze.

1= Wstep

Przy rozwigzywaniu czy to analityczno-rachunkowym, czy tez do-
Swiadczalnym roznyoh probleméw teohnlcznyoh stosujemy ozesto
teorie podobienistwa. Dzieki zastgpieniu zmiennych, i parametrow
opisuJagoych zjawisko bezwymiarowymi loh kombinacjami uzyskuje-
my wyrazne zmniejszenie llosol zmiennych. Rozwazania analitycz-
ne i ioh wyniki raohunkowe zyskuja dzieki temu na zwartosol 1
przejrzystosci. Korzysci jakie daje zmniejszenie ilosci zmien<-
nyoh przy badaniaoh doswiadczalnych nie potrzeba uzasadnlad. Np
lezy tylko dodad, ze dla zmiany wartosoi bezwymiarowych wiel-
kosci zredukowanych wystarazy zmioniad tylko po jednej z wyste
pujacyoh w nich wielkosoi bezwzglednych i w tym oelu mozna wy—
braé tylko te, ktére najtatwiej jest uzmiennid. Dodatkowa — ko-
rzyscig Jest uniezaleznienie sie od uktadow Jednostek, oo jest
szozegolnle istotne przy opracowywaniu wzorow empiryoznych -
wzory te podane w formie kryterialnej maja wkasnosci réwnan
wielkosciowych.

Teoria podobienstwa jest podstawg do modelowania zjawisk, u-
mozllwlajgcego wykoaanie badan w najdogodniejszej do tego oelu
skali tnie tylko geometrycznej). Z podobienstwem wigze sie bar-
dzo Soisle analogia, a ze zwykdym modelowaniem -  modelowanie
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aaalogowe. Powigzanie to wynika stad, ze w obu wypadkach stosu-
jemy te same prawa 1 te same metody. Modelowanie analogowe Jest

Jeszcze Jednym krokiem dalej na drodze do ulatwienia i udogod-
nienia doswiadczen. Poza wszystkimi korzysoiami, Jakie daje
zwykde modelowanie oparte tylko na podobienstwie, modelowanie
analogowe umozliwia zamiane pewnych niedogodnyoh do pomiaru

wielkosoi innymi. Wigze sie to ze zmiang obiektu badanego fmode
lu) na inny, datwiejszy do zrealizowania 1 badania.

2 . ldentjoaaosd. podobienstwo, analogig

Najprymitywniejszym modelem Jest model odtwarzajacy  dokdadnie
badany obiekt i1 zaohodzgoe w nim zjawisko. Oba zjawiska (w mo-
delu 1 obiekcie) zachodzg w uk#adaoh geometryoznyoh lIdentyoz
nych (przystajaoych). Sg to zjawiska te same, a wiec opisane
tymi samymi réwnaniami rozniczkowymi i warunkami brzegowymi, a
wystepujace w tych réwnaniach wielkosci geometryczne 1 iizyozne
maja te same wartosci liczbowe. Zjawiska spedniajace  powyzsze
warunki nazywamy zjawiskami identyoznymi.

Zjawiskami podobnymi moga byo tylko zjawiska fi-
zycznie takie same, a wiec opisane takimi samymi rownaniami roz
niczkowymi 1 warunkami brzegowymi, w ktérych poszczegélne wiel-
kosci majg ten sam sens fizyczny. Jednak pozostate warunki ko-
nieczne dla zaistnienie podobienstwa sg tagodniejsze niz  przy
identycznosoi. W miejsce identyoznosci geometrii ukdadéw w kto-
rych zachodzg zjawiska, wymagane jest tylko podobienistwo  geo-
metryozne. Réwniez wielkosoi Fizyczne opisujgce zjawiska podob
ne nie muszg mied tyoh samych wartosci liczbowych. Warunek ten
musza spedniad Jedynie pewne loh kombinacje zwane kryteriami po
dobienstwa (wielkosoiami zredukowanymi), wigzgoe sie  rowniez,
poprzez charakterystyczny rozmiar geometryozny ukdadu, z  Jego
skalg geometryozng. Kryteria podobienstwa otrzymuje sie z ana-
lizy réwnan rozniczkowych i warunkéow brzegowyoh lub tez innymi
metodami [4]-

Zjawiskami analogicznymi moga byé  zjawiska
fizycznie rozne, ale opisane tymi samymi réwnaniami rézniozko-
wymi i1 warunkami brzegowymi. Wystarozy przy tym, by ohod6 Jedna
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wielkos¢ wystepujgca w rownaniach opisujgoyoh zjawisko byka Fi-
zycznie Inna. Odpowiadajgce sobla 1 rézne fizycznie wlelkosol w
dwu zjawiskach analogicznych nazywamy analogami.

Analogia zjawisk znajduje praktyozne zastosowanie (przy mo-
delowaniu analogowym) dopiero pa potgozenlu jej z podobieristwem.
Dwa zjawiska analogiczne sg podobne, jezeli przebiegajg w uk#a
daoh geometrycznie podobnyoh, sg opisane identycznymi réwnania-
mi kryterialnymi, a wystepujace w tych réwnaniash 1 odpowiada-
jJace sobie kryteria sg rowne. Odpowiadajace sobie kryteria e fl
zycznie roznym znaozenlu nazywany réwniez analogami. Niekiedy a
nalogla uwidacznia sie dopiero po sprowadzeniu rownan oplaujag-
oych zjawiska do postaoi kryterlalnej.

3. Analogia nieustalonego przewodzenia ciepta w oiele statym
ze zrodbami wewnetrznymi 1 w ciele stabym zanurzonym w Sro-
dowisku o zmiennej temperaturze

Jezeli jednorodne, izotropowe ciato state o temperaturze poozat®

kowej wewngtrz ktorego dziata réwnomiernie roztozone wew-
netrzne zroddo ciepta o jednostkowym (objetosciowym) natezeniu
4W , umlesoimy w Srodowisku pkynnym o temperaturze t, to wew-—

natrz ciala bedzie zachodzi¢ nieustalone przewodzenie olepta,
przy jednoczesnym konwekcyjnym przepdywie ciepta na powierzohnl
olata. Jezeli natezenie wewnetrznego zrodda ciepta nie zmienia
sie w ozasle, to w wyniku nieustalonego przewodzenia ciepta oia
4s osigga (teoretyoznle po czasie nieskonczenie dbugim) pewien
stan ustalony. Przy nieustalonym przewodzeniu ciepta temperatu-
ra ciata Jest funkcjg wspotrzednyoh i czasu i?,M, nato-
miast w stanie ustalonym rozkdad temperatur Jest niezmienny

* t@Xx), przy czym

_Cr) » dim D Cr,D. @)

W stanie ustalonym I1losS¢ ciepka wytwarzanego przez zrédda  we-
fifuzft# jest réwna i1losci ciepla oddawanego na drodze — konwek-
cji dc sSrodowiska.
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Nieustalone przewodzenie ciepla opisuje réwnanie Fouriera-
Kirchhoffa [3]

g% . .Vva2*til, @
Ktore jest spelnione wraz z warunkiem brzegowym
smt* *@@t- t)dla re s ®

(n oznacza normalng zewnetrzng do powierzchni s ciata) [
warunkiem poczagtkowym

> ftp dlaT m 0. @

Wprowadzamy nastepujgce bezwymiarowe wielkosci zredukowana:
zredukowane wspétrzedne

H-f-, H--t, >
1o 1 ®

zredukowang temperature

0 - > 1)
V 3

zredukowany ozasfliczbe Fouriera)

liczbe Biota
(B1) - ®

oraz zredukowane natezenie wewnetrznego zrédta ciepta
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W réwnaniach powyzszych 10 Jest charakterystycznym rozmiarem
liniowym ciata stategc.

Foniewaz 4, c ie nie zalezg, od wspotrzednyoh (ciato Jedno»
rodne) a t nie zalezy od czasu (stata temperatura Srodowis-
ka), wiec po wprowadzeniu wielkosci (6) — (9) do réwnan (2) -
(4) otrzymujemy réwnania kryterialne

mW5T - ,2e +V 10;
- 8f - (Bi)0O dla  R€S, @
0*1 dla  (Fo) - O. 12

Np, dla uzyskania rownania (10) nalezy w rdwnaniu (2) zastapi)
przez (Wr- t), a nastepnie cate rownanie pomnozyo obustron

1?
nie przez wyrazenie a™ ~1A ™ < Wciggajac odpowiednie (state)

wielkosci pod znaki rozniczek dochodzimy do réwnania (10).W row
naniu tym operator IMaplace’a Jest rdwniez operatorem zredukowa
nym, gdyz wystepujace w nim pochodne™, liczone sg wzgledem zre*
dukowanych wspé4rzednych.

Rozwigzanie rownania rozniczkowego (10) przy warunkach (11)
i (12) doprowadza do wynikowego rownania kryterialnego

0 -0, (Fo), (Bi), Kq). (€O)

W ogolnym wypadku, Jezeli natezenie wewnetrznego zrodda ciepla
jest funkcja czasu, kryterium Kq =zalezy od liczby Fouriera K(
* Kq(Fo). Najczesciej Jednak mamy do czynienia ze stalym nate-
zeniem zrodda ciepta 1 wéwczas po czasie nieskoriczenie  dbugim
doohodzimy do stanu ustalonego opisanego réwnaniem kryterialnym

05 0 Ry (B, Kg) - ST«) 9 (R, (Fo), (BI) K, )- 14)
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Rozpatrzmy z kolei nieustalone przewodzenie ciepta w ciele
statym bez wewnetrznych Zrodet ciepta lecz zanurzonym w Srodo-
wisku o zmiennej w ozasie temperaturze t * t (*0. Zmiennoso
w ozasie temperatury Srodowiska wyklucza osiggniecie stanu u-
stalonego 1 zjawisko jest zawsze zjawiskiem nieustalonym.

Rownanie Fouriera-Kirchhoffa ma w tym wypadku postad

- av2*, @s5)

a warunki brzegowy i1 poczatkowy sg te same co poprzednio fromn.

@) 1 (@). Pordwnanie rownania (15) z réwnaniem (2), mimo
identycznosol warunki brzegowego 1 poozatkowego, nie wskazuje
aa zadne powigzania obu zjawisk. Sprowadzmy jednak réwna-

nie (5# wraz z towarzyszacymi mu warunkami do postaci kryte-
rialnej. W tym celu uzyjemy bezwymiarowyoh wielkosoizreduko-
wanych okreslonych réwnaniami (5), (7) 1 (8) oraz zredukowa-
nej temperatury

16
P~ %
1 kryterium okreslajacego zmiennosé temperatury Srodowiska
K « tg gE. Q7>

W rownaniaoh tyoh tp oznaoza poczatkowg wartos¢ temperatury
Srodowiska

tp - t(0).
Eryterialng posta¢ réwnania (5 ) uzyskamy odejmujac od obu
jego stroa wyrazenie ™ . Nastepnie po lewej stronie obie po-

chodne daczymy w jedng, po prawej zastepujemy pod znakiem réz-
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nlozek & przez it-t) I obie strony réwnania mnozymy przez wy-
Ii:

razenie J — J - Ostatecznie

-ffini- V2«H.Kt. (@ass

Wprowadzenie wielkosol zredukowanych, do warunku brzegowego i
poozatkowego daje rownania

-1l - (Bi)© dla Re S, 19
0-1 dla (o) - 0. (20)

Z porownania rownan (10) - (12) z rownaniami (18) — (20) wy
nika analogia zjawisk nieustalonego przewodzenia ciepta w oie-
le statym z wewnetrznym zrdoddami ciepda, zanurzonym w Srodo-
wisku o niezmiennej temperaturze i nieustalonego przewodzenia

olepta w oiele statym bez wewnetrznych zrédet, zanurzonym w
Srodowisku o zmiennej w ozasle temperaturze. Analogami sa: zre
dukowane natezenie wewnetrznego zrodta ciepla - 1 kryterium

K. okreslajgoe zmiennos¢ temperatury sSrodowiska.

Z analogii wynika, ze konicowe réwnanie kryterlalne dla przy
padku drugiego jest identyczne jak dla pierwszego, przy czym
wielkos¢ Ke zastepuje kryterium KE

0 *0 (R,(Fo),(Bi), KE). @D

W ogoélnym wypadku, dla dowolnej zmiennosoi temperatury Srodo-
wiska pochodna zalezy od czasu 1 wowczas kryterium za-
lezy od liczby Fouriera m KMiFo) . Jezeli natomiast*tempera
tura Srodowiska zmienia sie liniowo
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to kryterium Kt ma stalg wartosc¢

blf
Kt “ a(tp - Ap) -~

Odpowiada to analogicznemu przypadkowi statego natezenia  wWw
netrznego zrodia ciepta. Funkoja (21) posiada wtedy granice
przy (Fo)-» Créwn. (14)), a wleo po czasie nieskooozenle dbu-
gim zredukowana temperatura © jest funkojg tylko  wspodrzed-
nych ((Bi) i KE sg parametrami). Biorgo p6d uwage definicje
zredukowanej temperatury (rown. (16)) dochodzimy  ostatecznie
do wniosku, ze przy liniowej zmiennosci temperatury Srodowiska
réznioa temperatur olakta 1 Srodowiska jest po czasie nieskon-
czenie diugim funkcjg tylko wspotrzednych.

4. Przypadek zerowej poczatkowej roéznloy temperatur

Jedng z wielkosci opisujacych nieustalone przewodzenie ciepla
w ciele stablym jest poczatkowa roznica temperatur piynu 1 cia-
4a statego. Wielkos¢ ta wchodzi w sktad okreslonych w p.3.bez-
wymiarowych wielkosci zredukowanych (rown. (6), (9), (Q0) i
(17)). Osobnego oméwienia wymaga przypadek, gdy réznica ta
Jestréwna zeru, tzn.

_ * i
AP t *0 czyli %«t

dla ciata ze zrodtami wewnetrznymi i

P_tP'o” czyli d m t
dla zmiennej temperatury sSrodowiska.
W mysl twierdzenia Buckinghama [1] 110s$6 bezwymiarowych
wielkosci zredukowanych rowna sie i1losci wielkosci bezwzgled-
nych opisujgoych zjawisko, pomniejszonej 6 ilos¢ podstawowych
wielkosci wymiarowych. Jezeli z opisu zjawiska znika poczatko-
wa roéznica temperatur, a wymiar temperatury pozostaje nadal
w wymiarach innych wielkosci, to ilos¢ bezwymiarowych wiel-
kosoi zredukowanych musi by¢ o 1 mniejsza.
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W nowym kryterialny® opisie zjawiska pozostajg niezmienio-

nej zredukowane wspodrzedne (rown. (5)), liczba Fouriera

™

i liczba Biota (8). Natomiast zredukowana temperatura jest o-

kreslona nastepujgco: dla ciata ze zrodtami wewnetrznymi

a dla olata w Srodowisku o zmniennej temperaturze

gdzie wielkosoi 4*0 1 b wynikajg z nastepujacego.
stawienia funkoyj oG~ 1

~ m "o FyFo)*

Kryterlalna posta¢ réwnania Fouriera-Kirchhoffa dla
zjawisk jest nastepujgca

affel- vZ2e + <MFo>.
Warunek brzegowy jest taki sam jak uprzednio

- » (Bi)O dla ReS
natomiast warunek poczatkowy ma postac

0-0 dla (Fo) - O.

@3

przed-

4)

(25

obu

@6)

@nN

@8)
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Rozwigzanie zagadnienla brzegowego (26) - (28) doprowadza do
wynikowego réownania kryterialnego ,

©-0 (R, (Fo), BI)), 29

przy czy» posta¢ tej funkcji zalezy od postaci funkojl € (Fo)«

Analogia nieustalonego przewodzenia ciepta w ciele staty»
ze zrodhami wewnetrzny»! 1 nieustalonego przewodzenia ciepla
w olele staty» umieszczonym w Srodowisku o zniennej temperatu-
rze zachodzi wiec rowniez 1 w ty» wypadku. Yarunkle» analogii
jest, poza wymienionyei uprzednio, identycznos¢ funkoyj R(Fo)
i“iFo). Analogami sa zredukowane temperatury 0 i1 et

W szczegllny» wypadku zrédda o staly» natezeniu

% m%o m IdaB*

lub liniowej zalany tenporatury Srodowiska
tedp +b

»amy
PeiFo) - Pt(Fo) « 1.

5. Mozliwosci praktycznego zastosowani»

Opisana analogia noze by¢ wykorzystana do nodelowanla  analo-
gowego. Mozna wiec modelowa¢ zjawiska nieustalonego przewodze-
nia ciepta w ciele statym znajdujacym sie w Srodowisku o zmien
nej w czasie temperaturze zjawiskiem nieustalonego przewodze-
nia ciepta w ciele statym ze zréddami wewnetrznymi 1 na od-
wrot. Wewnetrzne zrodda ciepta mozemy realizowa¢ np. za pomo-
cag grzania indukcyjnego lub w wypadku ciata o ksztalcie pryzma
tyoznego preta - przez przepuszczanie przezen pradu elektryoz
nego. tatwo w ten sposéb uzyska¢ pozadang zmiennosS¢ w  czasie
wewnetrznego zrodda ciepta. Jedynym ograniczeniem jest to, ze
wewnetrzne zrodka ciepta moze by¢ tylko dodatnie 47~ O, a wieo
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kryterium Kq musi mie¢ staly znak (zalezny od znaku poczat-
kowej roéznicy temperatur id - t) olata 1 Srodowiska). Wobeo
tego mozemy moddlowad jedynie przypadki monotonioznej zmienno-
Sci temperatury Srodowiska (staly znak pochodnej jf)» samo
dotyozy przypadku zerowej poczatkowej roézuioy temperatur -
funkcja ~(Fo) ma staty znak, a ze statosci znaku funkcji
TA(Fo) wynika monotonicznosé funkcji t(M).

Analogia umozliwia réwniez wzajemne przenoszenie rozwigzan
analitycznych z jednego zjawiska na drugie. 1 tak np. istniejg
oe rozwigzania nieustalonego przewodzenia ciepta przy linio-
wej zmianie temperatury Srodowiska 1 zerowej poozgtkowej roz—
nioy temperatur, doprowadzone do postaci roboczych wykresow[2]
moga byd wykorzystane dla rozwigzywania zagadnien nieustalone-
go przewodzenia olepta w ciatach statych tego samego ksztattu,
z wewnetrznymi zréddami ciepta o stalym natezeniu.
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0B AFAJIOTTOE HEKOTOPHX CIUFAEB  KECTAINIHOHAPHOM TEEIDNPCs0j IHOCTM

Pe3unme

B CTaTte yKa3aHO argjiorth» Meiwy HecTaimoHapHoZz TenJionpoBosHOCTuo b TBepaol Te
Je, norpyieHHOM b cpeae ¢ H3veHDareHdAH no BpelMera TeVinepaTlypok h HecTauzoHap-
ho8 TenjronpoBOfAHCCTBD npH Hajmuz b Tedie paBHowepHo pacrpene™NieHHX hetohhhkob
Ter™a u npz nocloareofl Telorepalype cpejh

ABOUT THE ANALOGY OF CERTAIN CASES
OF THE UNSTEADY-STATE HEAT CONDUCTION

Summary

Id the paper the analogy between the unsteady-state heat oon-
duotlon In a solid at the variable temperature of the envi-
ronment and at the unsteady-state heat conduction in a solid
with the uniform iurtermal heat generation at the steady envi-
ronment temperature has been discussed.



