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STRATY CIEPŁA DO OTOCZENIA
PRZEZ BELKI KATODOWE W ELEKTROLIZERACH ALUMINIUM

Straa»ozenie. Nowoczesną tendenoją w budowie elek- 
trolizerów aluminium o dużej wydajności jest umie- 
szozenle oałej wanny na betonowym rusztowaniu.Przy 
takim wykonaniu nasuwa się szereg problemów doty- 
oząoyob określenia strat ciepła na rzeoz otoczenia 
jako jednej z pozycji bilansu energetycznego.W ar
tykule opraoowano przybliżoną metodę określenia tej 
straty ciepła przez belki katodowe z uwzględnie
niem oiepła Joule*a. Ułożono równanie różniczkowe 
dla ustalonego przepływu ciepła w belkach katodo*- 
wych. Po rozwiązaniu tego równania określono krzy
wą przebiegu temperatury w belce, po czym podano 
sposób obliczenia straty ciepła na rzecz otoczenia 
Na zakończenie przytoczono przykład liczbowy.

Wprowadzenie
Ustalenie bilansu energetyoznegc elektrollzera aluminium Jest 
niezbędne przy projektowaniu nowych wykonań, oharakteryzująoyoh 
się większą wydajnośolą 1 wyższą sprawnośolą. Ze względu na 
skomplikowany kształt zewnętrznej obudowy oraz dna wanny elek- 
troUżera obllozanle strat oiepła na rzeoz otoozenia stanowi 
zwykle poważny problem, którego rozwiązanie nie zawsze jest 
znane w literaturze. Do takich właśnie mało opracowanyoh zagad
nień należy kwestia obliczania strat oiepła przez sworznie kato 
dowe odprowadzająoe prąd z elektrollzera.

Sworznie katodowe zazwyczaj są wykonane jako belki metalowe 
o znaoznym polu przekroju (rzędu 0,01 m ) i długości kilku me
trów. Belki te są zabudowane poziomo w trzonie wanny elektro
llzera. Są więo ogrzewane od góry przez roztopiony elektrolit,
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a chłodzone od dołu dzięki odpływowi ciepła do otoczenia. Do 
wylotów belek są przyspawane taśmy elastyczne odprowadzające 
prąd do szyn prądowych.

Rys.1. Schemat umieszczenia belki katodowej

Schemat oieplny zagadnienia przedstawiono na rysunku 1, 
Z dna wanny od elektrolitu dopływa oiepło poprzez bloki węglo
we do górnej powlerzohnl pręta, po ozym część 'ciepła Jest od
prowadzana na zewnątrz przez przewodzenie wzdłuż pręta, reszta 
odpływa do otoozenia poprzez warstwy izolaoyjne stanowiące 
zewnętrzną część dolnego obmurza wanny. Mamy tu więc do czynie 
nia ze speojalnym przypadkiem przepływu ciepła w pręole, który 
znajduje się pod wpływem wysokiej temperatury elektrolitu oa 
góry i znacznie niższej powietrza atmosferycznego od dołu.

1 . Założenia upraszoza.1aoe
Trudności, które trzeba pokonać w porównaniu z klasyoznym
przypadkiem przepływu ciepła w pręole są znaczne. 1 tak: nie
są znane wielkości pól A^, lw górnej 1 dolnej ozęśoi pręta. 
Nie wiadomo, w jaki sposób należy obliozać przynależne do tyoh



pól współczynniki wnikania oiepła lub raczej ioh wartości za
stępcze. Jednak trudności te można pokoaaó przy zastosowaniu 
metody strumieni cieplnyoh [5]. Natomiast trudności wynikająoe 
z istnienia różnej temperatury środowisk otaczających belki 
katodowe oraz istnieniu źródła wewnętrznego energii wymagają 
osobnego opraoowsnia teoretycznego.

Niezbędne jest wprowadzenie pewnyoh zełożeń upraszczają
cych, a mianowioie:

a) zastępcze wsyółozynniki wnikania oiepła ocd ,  c c w oraz 
przynależne do nioh pola powierzchni A^, Aw są niezmienne,

b) temperatura t^ od strony elektrolitu oraz tot od stro 
ny powietrza otaczającego są niezmienne,

o) współczynnik przewodzenia oiepła materiału K ,  z które
go wykonano belkę jest stały,

d) w przekroju początkowym AQfprzy x « 0) belki ciepło 
nie jest przewodzone,

e) w materiale otaczającym belkę pomija się strumień oie
pła płynącego w kierunku osiowym.

f) olepło Joule’a wydzielające się w beloe jest okreś 
lone zależnością

<łx ■ 4^ f (*) (1.1)

gdzie ciepło przypadające na jednostkę objętośoi ma war
tość niezmienną, fix) - fuokoja rozkładu olepłax \

Można się spodzl.ev;aóże założenia (a, 1), o, d i fj » rze
czywistości spełniają się c dośó dużą dokładnością. Za¿ozenie 
e jest zgodne z prawdą, jeśli chodzi o dolną część wanny wraz 
z izolacją, natomiast dla górnej części trzonu byłoby do przy- 
jęoia tylko wówczas, gdyby na bloki węglowe użyło się materia
łu anizotropowego, co sprawdza się w odniesieniu do pewnyob 
gatuDków grafitu.
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x) JTzdłuż długości x belki katodowej.
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PrBy ustalaniu funkoji rozkładu olepła Joule’a qx należy 
wyznaczyć gęstość prądu O ■ X/A - K  z ktćrą jest związana. Po
wprowadzeniu elektrycznego oporu właściwego ę Si m wyrażonego 
w jednoetkaoh absolutnych, układu SI zależność ta, wynikająca 
z prawa Ohma przedstawia się następująoo

(1 ,2 )
vr

Natonlast jeżeli dla oporu elektryoznego użyje się jednostki2
|ę|- oraz gęstość prądu <T , wyrazi się w -£*•, to za-

A BE
leżność powyższa przyjmuje postać

ó -  ĆT2 . ę 10 “ 6  -Jir ( 1 . 3 )
B

Jeżeli w pręcie nie aa upływu prądu, to gęstość prądu w bel
kaoh katodowyoh maleje w miarę przesuwania się ku poozątko-
wl belki. Z tego powodu bliższe prawdy byłoby założenie, że
funkoja rozkładu olepła ma charakter liniowy tj.

fix) - f (1 .4 )

gdzie:

x  - odległość od początku belki katodowej (rys. 1 ) lub
parabollozny

fix) - (f)2 (1.5)

Ta ostatnia zależność jest jednoznaczna z liniowym rozkładem 
gęstośol prądu elektryoznego

Gx »tff (1.6)

1 aoże być otrzymana po zastosowaniu rćwnanla (1 .2 ).
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Do dalszyoh rozwatań będzie wykorzystana zależność liniowa
(1.4) rozkłada oiepła dlatego, te wówczas wpływ oiepła Joule*a
będzie większy alt w przypadku stosowania funkoji (1*5)*

2. przebieg temperatury w beloe katodowej
T celu ustalenia przebiegu temperatury <d> w beloe katodowej na
leży zastosować prawa, które rządzą przepływem oiepła.

Ha wstępie obieramy elementarny okłady który tworzy odoinek 
belki o gruboóoi dx cgraniczony dwoma pobliskimi płaszozyzct'» 
mi prostopadłymi do osi belki (rys. 2). Do okłada tego dopływa 
oiepło od góry (od elektrolitu) według prana Hewtcna

d Qa « 0d dx t*d (td -^ )  (2.1)

Analogicznie do poprzedniego można określić oiepło odpływające 
w dół do otoozenia

ć Qw - 0. dxcCw (fl>- tQt) (2.2)
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Ciepło przewodzone przez materiał belki w kierunku osiowy» 
Jest określone prawem Fouriera

Q = - A A §f (2.3)

We wzoraoh powyższych oznaczają:
V  °w — obaćd części belki, do której oiepło dopływa i od

pływa,
A - pole przekroju poprzeoznego belki.

Ubytek tego oiepła ca długości elementu dz stanowiący dalszą 
pozyoję równania bilansu można łatwo określió przez zróżnicz
kowanie równania (2.3)

- d i  - + A A dz (2.4)
K dz

Zgodnie z równaniem (1.1) i (1.4) można ostatnią pozyoję bi
lansu napisać

d > A dz qy j (2.5)

Przy założeniu, że rozpatrywany układ jest w stanie ustalonym, 
nożna I zasadę termodynamiki ująó za pomocą równania

dEd » dEw (2.6)

Po stronie energii doprowadzonej dEd należy wprowadzić równa 
nia (2.1), (2.4) i (2.5), natomiast energia dE^ opuszozają- 
oa okład określona jest równaniem (2.2).

Po uporządkowaniu równania bilansu energetycznego przyjmu
je postać:

(2.7)



gdzie:
@ m $ — t^ (2.8)

°a “a ła ł a. łot
*. - * V a d ♦ ł. «.

y o, OC - + 0_ oC _ . .
« * n  ' ' <2-10>

Równanie różniczkowe (2.7) określająoe przebieg temperatu
ry w belce można rozwiązać znając jedną z całek szczegółowych. 
Jeżeliby nią była np. funkcja

© - oh (ax) + eax + bx (2.11)

to po dwukrotnym zróżniczkowaniu i wstawieniu otrzymanej war
tości w równanie (2.7) otrzymalibyśmy
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2oh (az) + a2e“  - B2(oh ax + e“  + bx) + j- - 0
(2 .12)

Rśwnanie to bądzle spełnione, gdy

a b — B i b ■ ■ (2.13)
A l  B

Zatem całką ogólną równania (2.7) może byó >np.

© ■ C1 oh B* + Cg j (2.1*)
AiB

/
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Stałe oałkowania w równaniu (2.14) wyznaoza się z warunków 
brzegowych a mianowicie:

a) na poozątku układu, tj. przy x ■ 0 eiepło nie jest w 
beloe przewodzone, tzn. (jj"*)x-g * 0» Różniopkująo równanie 
(2.14) i zakładając x « 0 otrzymamy

x-0 “ B(C1 8h 0 " C2 e°)+ “ “

ożyli

V—  AB 1

C2 »  <f-' (2.1 5 )
£ AB 1

b) Przy końeu układu, tj. przy x * 1 oiepło odpływające 
do otoozenia może byó określone za poaooą prawa

- A A  - A ocQt( \  - tQt) (2.16)

Po wykorzystaniu zależnośoi (2.14) otrzymamy

- ab(c1 sh bi - 7-7 - 7  ®“B1) “ — *rAB 1 AB ł

- rtot(ci oŁ B 1 + 7  e " B1 * + tw - tot)

Z ostatniego równania można już wyznaczyć stałą oałkowania

^  *1 - h  (t. - W  
°( - -B: ih r; 7  t, .h t, (2-17>

gdzie

X1 " B1* *2 * T B  (2*18)

mają znaozenie kryteriów podobieństwa, natomiast
“Łj —Łj

zi • 2— “ *2 (1 + (2.1 9 )
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oraz
Z2 - 1 + Kg otg h Ł, (2.20)

aą pewnymi zespołami kryteriów Ł, i &2•
Znająo stałe całkowania C1 i Cg można określić prze

bieg temperatury w beloe (rys.3) oraz stratą oiepła na rzeoz
otoozenia przez przewodzenie oiepła w belee katodoweJ.Wielkość 
tej straty wynika z prawa Fouriera zastosowanego w przekroju 
końcowym belki, tj. dla x ■ 1

Ś,(x»1) = © x - l  (2‘21)

td

Po wykorzystaniu równań (2.8), (2.14), (2.13), (2.17), (2.18), 
(2.19) i (2.20) otrzymamy

Belki katodowe należy zaliozyć do grupy tzw. prętów długich.
[3], (rys. 1). Dla tego rodzaju prętów kryterium^ K, przyjmu
je wartośó powyżej 2,65, natomiast wyrażenie e może byó 
pominięte Jako bardzo małe wobec Jednośoi, gdyż przyjmuje war
tośó mniejszą od e“2»65 * 0,07. Przy takim uproszczeniu o- 
trzymujemy znaczne skróoenie wzorów, ponieważ wówosas można



32 Witold Około-Kułak

położyć otg h Ł| « 1. Zespoły kryterialne Z1 i Zg przeohodzą 
w prostsze formy

Zi * * (i“ + V »  Zg - 1 + Kg (2.23)

Stratę oiepła aa rzeos otoozenia uotna wyznaozyó za ponooą wzo
ru

Q
Aa » £s k,- 1

X * (V  tot) + <*▼ 5 Ef J ^ T T  i2*24)

Wzory (2.22) oraz (2.24) dowodzą, te oiepło Joule’a po
woduje zwiększenie straty oiepła na rzeoz otoozenia.W równania 
(2.22) zespół kryterialny Z1 aa wartość ujeaną oo powoduje, te 
drugi wyraz po prawej stronie powiększa wartość straty na 
rzeoz otoozenia. Watoaiast w równaniu (2.24) wynika to z fak
tu, te Łj >  1f Kg>-0. Obliozyay jeszoze oiepło Joule’a Qj 
wywiązane na oałej długości belki katodowej. Jego wartość wy
nika ze wzoru (2.5):

l
Qj « f A iy f dx ■ ^ Al (2.25)

Z oałkowitej wartośoi struaienia oiepła Joulefa wynikającej
ze wzoru (2.25) odchodzi do otoozenia tylko ozęśó CL#^ okreś 
łona równaniem (2.24)

^Jot * \  S f* K ^ T T  <2-26>

Stosunek ^jot/śj - 8 »y“®»1
2 Kg (Kj- 1)
^  (Kg + 1) (2.27)

Poniewat belka katodowa wpływa deoydująoo na pole teaperatury 
dna węglowego wanny oraz warstw izolaoyjnyoh dolnej ozęśoi e- 
lektrolizera, przeto nalety jeszoze określić ten wpływ. Aby te 
zrobić nalety uprzednio przeprowadzić pełny bilans energetyce 
ny układu.
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3. Bilans energetyczny układu
Przy założeniu, że przepływ oiepla w beloe katodowej ustalił 
się, możne, sporządzić bilans energetyozny układu (rys.4)

S d ~ Qw Ó - Q_ (3.1)

t<t

'ot
Rys.4. Bilans energetyozny układu

gdzie:
Qg - strumień oiepła dopływający do belki z wanny elektro- 

lizera,
Qw - strumień oiepła wypływający poprzez zaizolowane dno 

do podłoża,
Qj - strumień ciepła Joule*a, wydzielający się w beloe,
Q - strumień oiepła dopływająoy przewodami elektrycznymiA przez przewodzenie. • •
W celu określenia pierwszych dwu pozyoji bilansu (Qd i Qw) 

należy na wstępie obliczyć średnią wartość różniey temperatur 
®m. Związek pomiędzy lokalną wartością i średnią wartością ® ffi 
różnicy temperatury wnika z wzoru

ł / .0 dx (3.2)

Po uwzględnieniu równania (2.14), (2.15), (2.17) oraz oznaczeń 
(2.18) i (2.23) otrzymujemy po szeregu żmudnych przekształceń 
następujący wzór uproszczony

Kry (Ł,- 1) 1 Ł
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Znająo średnią wartość 0 ffl nietrudno jest wyznaozyć stru 
mienie oieplne Qd i Q^„ jeśli weźmie sią pod uwagą zależność
(2.8). Zależność ta wynika z prawa Wewtona

^ Og ̂ d ^ d  ** ^ (3.4)d d' d w jr

oraz

Q. - 1.0. «.<♦.- t„t) - 1.0. <*.<t.- łot ♦ 8.) (3.5)

Z równań (3*4) i (3*5) można również wyliczyć różnioą 
(Qd- Qy). Po wykorzystaniu równania (2.9) otrzymamy

gdzie

Qd - Qw - 1  G a 0Z

°z «, » °d *d + °w ^w

(3.6)

(3.7)

Wzór (3.6) można rozwinąć przy użyoiu równania (3.3)

Q - Q . 1 0  - !j-(J - (3.8)d w z z L K1 iX2+ 1J B 7 kJ(K2+ 1)J

Po wyznaozeniu wszystkioh pozycji bilansowych w równaniu 
(3.1) można przeprowadzić kontrolą. W tym eelu równania
(2.24)» (2.25) i (3.8) wstawiamy do równania bilansu (3.1)

loc, °z
*2(V  totJ **y ,1

"
y v 1)

¿[(*2+ 1)

i p r i  <V tot) * K s  r; i^ rr - (3.9)
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Łatwo sią przekonać, te powyższa równość sprawdza sią, należy 
tylko wprowadzić proste zależności wynikające z równań (2.18) 
i (3.7)

A ̂ ot " AXB H* S * lcce.08 =AAB Ł, (3.10)

4. Przykład liczkowy
W oelu wyjaśnienia toku obliczeń zamieszczono poniżej przykład 
liczbowy. Ponieważ nowo projektowane urządzenia powinny doty- 
ozyć przede wszystkim dużych, jednostek, przeto dane, które 
przyjmiemy do obllozeń, bądą obrane moono "na wyrost". Dotyczą 
one w szczególności oboiążenia oieplnego i wymiarów belek ka
todowych.Poszczególne pozycje dla konkretnyoh wykonań projek- 
towyoh elektrolizerów powinny być obliozane na podstawie roz
miarów geometrycznych oraz parametrów charakteryzująoyoh dzia
łanie elektroiizera.

Do obllozeń przyjmiemy orlentaoyjnle nastąpująoe dane:

td - 940°C, tQt - 20°C, ocot . 100 W/(m2grd)

A ■ 33,33 W/im grd), 0 ^  • 8,0 W/(m grd) 0 ^  - 2,0

V/(m grd), (ostatnie dwie wielkośoi należy określić np. za po
mocą metody strumieni eieplnyeh [5]), A • 0,03 m2, 1 • 1,3 i,
^  - 8000 W/m3.

Obliczenie rozpoozynamy od określenia pomooniezyeh war
tości:

\  " 756°c (rówB* (2*9j)
/

B - ^ 5 ^ 5 7 3  - 3,1623 m” 1 (równ.(2.10))

BI - 3,16.1,5 - 4,7434 
ohBl - 57,416) shBl - 57,407) otgh BI - 1,00015)

e“ ®1 - 0,008708)
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, ---£ 0 0 -------- 5,06 grd
ABJ 1 33,33.3*16 .1,5

B a 33,3.3,16 ■ 105,32 W/(m2grd)

K1 . 4,7434# K 2 « - 0,949 (równ. 2.18))

qv | = 8000. » 75,89 grd

8000 ... „
t£L - TJ7TTTC - 24’° 81:4

t - t . = 756 - 20 - 736 grdW O w

Przechodzimy do obliczenia pozyoji bilansowych w równaniu
(3.8). Początkowo obliczamy QA i Qji

i  - -(736) + 75>9 • ■ 1162' (* Ji:?;»

Qj ■ 5 . 8000 . 0,03 . 1,5 a 180 W (z równ.(2.25)t

W oelu określenia pozostałyoh pozycji bilansowych oblioza- 
ay wpierw średnią różnioą temperatur 0m :

e  „  24. ( i  -  ^  0,949.236 _  _  6 5 > 4 8  grd
® 2 4,74 .1,949

Ostatnią pozyoję bilansową Jest Qd - Q#

Qd_ Qw « - 1,5.(-65,48). 10 » 982,2 W (z równ. (3.6)) 

Kontrolą przeprowadzamy w oparoiu o równanie bilansu (3.1)

982 ,2 » 1162 - 180 + b w
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gdzie:
bQbl - błąd obliozeniowy (bezwzględny)

*obl “ °»2 W 
Błąd względny (prooentowy) p. wynosi 

- h 100 0.2.100 „Ib* r--- ■ - -fgfir  * 0,02% * 0,2%-
d ~ yw i

5. Zakończenie
Analiza probleau strat oiepła na rzeoz otoozenia przez belki 
katodowe wykazuje, te bilans energetyozny w tym przypadku mo
te być ustalony w sposób stosunkowo prosty; ze względu na 
znaozną długość belek katodowych elektrolizera przy określa
niu poszczególnych pozycji w bilansie energetycznym motna za
stosować wzory, w któryoh nie występują funkcje hiperboliozne. 
W praoy podano wywód tyoh wzorów oraz zestawiono bilans ener
getyczny belki katodowej. W oelu wyjaśnienia toku postępowa
nia przytoczono przykład liozbowy.

Praoa wpłynęła do Redakcji 19 listopada 1964 r. 
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TEMMHE nOTEPK B KATOflAX 3J5EKTPOJM3EP0B AJDOMHHfl 

P e 3 d m  e

Ilpn npoeKTHpoBaHHH bobux aJieKTpara3epoB, Kor.ua HSMeHHDToa pasMepH aieKTpoKOB, 
Hejn>3H no/n>30BaTCH e packer ax TeMnepaTypajm naiiepeHHHM Ha sjieKTposax xpynnc 
pa3MepoB. B HacTonmea paóoTe npoBê eH aHaras pacaeTa noiep Tenxa KaiosoM, jthh 
thbeh KjcoyjieBa TeuJio. CocTaBJieHo ypaBHerae TemioBoro Oajianca KaTO£a,npnBeaeHo 
npuMepHHlł pacaeT aHepreTinecKoro óaJiaHća Katoda 3JieKTpora3epa OoramoB mouiho- 
CTH C BepXHHM aHOflHHM TOKOHOSBOKOM.

THE HEAT LOSSES BX ELECTBIC KATHODES IB AL10MIHIUM 
ELECTBOLTZEES

S u m m a r y

In the design of electrolyzers, when the size of electrodes 
is varying, It is impossible to use, in the computation, the 
temperatures whioh sere measured on eleotrodes of another si
ze. In this paper is showed the computation in whioh the Joule 
heat is taken under consideration* The equation of heat balan 
oe for kathodes is written. A computation of energetio balan
ce for eleotrolyzers kathode of large power, is showed as an 
example.


